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WRONSKISCHE DETERMINANTEN
VON LOSUNGEN ITERIERTER GLEICHUNGEN

JArROMIR SUCHOMEL, Brno

(Eing:langt am 24. Februar 1969)

1. Es sei I ein beliebiges Intervall und es seien a(x), u(x), v(x) Funktionen mit
folgenden Eigenschaften

(1,1) a,u,ve C(I), (n>0, ganz),
a>0, u+0 in I,
(1,2) W(u,v) =uv' —u'v=1 in I.
Setzen wir
k—1D) tau M fir k=1,2,...,n
13 0 = (« )2, .
(13) () % fir k<0.

1.1. Es gilt
l

(1.4) W =Y )y, k=12..,n, I=01,..,n—1,
ji=0

wo (p; € C,,_,(I) fiir gegebenes | die j-te Funktion ist, die die Gleichung

(1,5) P = obol + plot + (), 1=0,1,..,n—1,
’ j=0,1,..,1

mit

(1’6) Qog =1 > (P(l) = (n - 1) u'u_l + (xla_l s (p} = u‘z R

(p’,j=<p§+j=0, ji=12,...

erfiillt.

Beweis. Die Formeln (1,4), (1,5) werden mittels Induktion in bezug auf I vermdoge
(1,2), (1,3), (1,6) bewiesen.
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1.2. Nach (1,5), (1,6) gilt
(1,7) or=u"?, 1=0,1,...,n.
2. Im Folgenden bezeichnen wir mit dem Symbol Dy(a;) eine Determinante s-ter

Ordnung, die in der i-ten Zeile und der k-ten Spalte das Element a; hat. Es sei
ferner

(2,1) {n}s={rirs..or, s<n, rg

eine s-gliedrige wachsende Folge von natiirlichen Zahlen und es sei

(2,2) oo JE)TH fir =01,
’ o fir i<0.

IIA

n

2.1. Fiir die Wronskische Determinante W(y,., ¥,,, ..., V».) gilt

(2’3) W(yrp cees yr, = uS(l —S)Ds(yrk—i+l) .
Beweis. Nach (1,4) ist
i—1
W(yrp LS} yr, = Ds(ys-:(‘l)) = DS(‘ZO(p}_ 1yrk—j) = Ds(qo:':}yrk—i+1) ’
J= .
woraus vermdge (1,7) die Formel (2,3) folgt.
2.2. Nach (1,3) gilt
(2’4) Ds(yrk— i+ 1) = ast(a ik(x)) s
_wo

(2.9)

e T T fiir r — i 20,
Aix =

0 fir r,—i<0.

2.3. Es gilt

wo

(2,6) Ds(aik) — usn~R+(s/2)(s—- l)vR—(s/Z)(s+1) Ds(crk—i) ,
s
(2,7 R=Yr.
k=1

s
Beweis. Es ist Dy(ay) = Y. sgn (iy, iz, .-, is) [ | @i Wobei die Summe sich auf
M k=1

1,2, ...,s

die Menge M aller Permutationen { } der Zeilenindizes erstreckt und wobei

By, Qg e g
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sgn (i,, «ews i) = 1 bzw. —1 fiir eine gerade bzw. ungerade Permutation ist, siche
[2, S. 18, 19]. Ferner gilt

Dy(ay) = Y. sgn (iy, ... ig) [[ cppmptt” ™ F o7 070 =

M* k=1

s

— S RHGI2)(s= 1) R=(s/2)(s+ 1) z sgn (iu - is> H Cromie s
M‘

wo M* < M die Menge aller Permutationen ist, fiir die r, — i, = 0 fiir alle k =
=1,2,...,s in Kraft ist.

2.4. Satz. Fiir die Wronskische Determinante der Funktionen (1,3) gilt die Formel
(2 8) W(y y ) — asusn—R—(SIZ)(SA1)UR~(s/2)(s+1)D (C )

s rys o Jrg s\ re—i
mit den Bezeichnungen (2,1), (2,2), (2,7).

Beweis folgt aus (2,3), (2,4), (2,6).

3. Es gilt

(3,1) Dfe—y) =1, s=1,2,..,n.
3.1. Lemma. Es gilt
(3’2) W(yb Vaseeos ys) = asus(n—s) , S = 1, 2, P (N

Das Lemma folgt aus Satz 2.4, wo R = 4s (s + 1) und (3,1) zu nehmen ist.
3.2. Esseij > 0,ganz, und fiir l =0,1,...,j — 1 gelte

bY =

l

Crek fir i=1, k=1,2,...,j—1,
Co—ipq fUr i=23,..j—1, k=1,2,...,j—1.

Dann gilt

1
(3.3 Zo(—l)v ¢y Dj_(cxoiv1) = (=1)'D;_((bh), 1=0,1,...,j—1.
Beweis wird mittels Induktion in bezug auf I durchgefiihrt.

3.3. Setzen wir [ = j — 1 in (3,3) ein, so erhalten wir nach Umformung
) .
(3.4) Zo(—l)" ¢, Dj_fe-i+1) =0, j=12,...,
v=
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WO wir
(3,5) DO(Ck—i+l) =1
setzen.
34. Es gilt
(3.6) Dfcy-i+1) =¢;, j >0, ganz.
Beweis wird mittels Induktion in bezug auf j mit Hilfe (3,4), (3,5) durchgefiihrt.
3.5. Bezeichnen wir {r{},-, ={l,...j—Lj+1,..,n} fir j=12,..,n
Dann gilt
(3,7) D"_l(c'kj_,‘) = C"__j N j = 1, 2, IR (S

Beweis. Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz, siche z. B. [2, S. 34], gilt
D,_y(crs—i) = Dj—1(c—;) Dy— j(Cx—i+1), woraus vermoge (3,1), (3,5), (3,6) die Formel
(3,7) folgt, wo Dy(c,—;) = 1 zu nehmen ist.

3.6. Lemma. Es gilt

(3’8) W(ylv L] yj—l’ yj+19 M yn) = a"_zyn-j+1 ’ .] = ]’ 25 EEEPR O
Das Lemma folgt aus Satz 2.4, wo R = 4n(n + 1) — j und (3,7) zu nehmen ist.
4. Es sei eine iterierte Differentialgleichung n-ter Ordnung, n = 3, von der Form

(491) In(y’ a, aZ) = 0

~ gegeben, wo a;€ C,_(I), i = 1,2 und I ein belicbiges Intervall ist. Es sei ferner
a = exp {—[% ay(t)dt}, xo €I, W(u,v) = 1 in I, wo u, v Losungen der Gleichung

”n 3
(4,2) Y+ - (ay —a; —a})y=0

-1
darstellen. Dann bilden die Funktionen
(4.3) @)= (k= )) tou" M, k=1,2,..,n

ein Hauptsystem von Losungen der Gleichung (4,1). Siehe [1, S. 497.

4.1. Satz. Fiir die Wronskische Determinante der Funktionen (4,3) gilt die Formel
(2,8) mit den Bezeichnungen (2,1), (2,2), (2,7).

Beweis. Nach (2,7) gilt 4s(s + 1) £ R = 35 (2n — s + 1), woraus die Stetig-
keit der rechten Seite von (2,8) folgt. Nehmen wir an, daB x, €I existiert, fiir das
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(2,8) nicht gilt. Da beide Seiten von (2,8) stetig sind, existiert ein geschlossenes
nichtleeres Intervall I, = I, xq €I, in dem (2,8) nicht gilt. Da u eine Ldsung von
(4,2) ist, hat es in I, nur endlich viele Wurzeln und es existiert ein nichtleeres Intervall
I, = I,, in dem u # 0 in Kraft ist. In I, gilt (1,1), (1,2), (1,3) und gemiB dem Satze
2.4 gilt (2,8). Dieser Widerspruch beweist den Satz 4.1.

4.2. Fiir die Funktionen (4,3) gelten die Lemmata 3.1 und 3.6.

Beweis folgt aus Satz 4.1.

4.3. Satz. Es seien z,, z,, ..., z,, s < n, beliebige Losungen von (4,1). Dann gilt

s(n—s)
W(zy, ..o,z =0 Y, b’ 97 p)

Jj=0

wo b;,j=0,1,...,s(n — s), Konstanten sind.

Beweis. Es gilt z, = ) c,”-yJ:, k=1,2,...,s wo ¢; Konstanten sind. Nach dem
j=1

Multiplikationssatz rechteckiger Matrizen, siehe [2, S. 65, 66], gilt
W(Zly LT zs) = Ds(.zlckjyﬁ'i_l) = ;DS(CM‘) Ds(yf',i_l) H
=

wobei die Summe sich auf die Menge N aller Folgen von der Form (2,1) erstreckt.
Nach dem Satz 4.1 gilt ferner

s(n—s)

W(Zl, ey Zs) — ‘Zo ;DS(CM‘) asusn—Rj—'(s/Z)(s—l)ij—(s/Z)(s+l)Ds(crk_i) =
j=0 N;j ‘

s(n—s)

=o' Y w7 YD (ey,) Dy(cn-i) s
i=o N;

wo N; < N eine durch die Formel

{rk}seNjékerk =R; =%(s + 1) +j, j=0,1,....5(n —s)

definierte Menge ist.
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