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UBER GITTERPUNKTE IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN

BoHuUsLAV Divi§, Praha

(Eingelangt am 4. April 1969)

Es sei o ganz, o > 2; weiter seien r; = 1, ganz (j = 1,2, ..., 0). In dieser Abhand-
lung betrachten wir ausschlieBlich quadratische Formen der Gestalt
(1) Q) =Y ajul ; +u3;+ ... +ul}), ;>0 (j=1,2,..,0).
ji=1
Bezeichnen wir mit Ay(x) die Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Ellipsoid
O(u) £ x,d. h.
Ag(x) . 2 1.

(OF
Mit V(x) bezeichnen wir den Inhalt dieses Ellipsoides und setzen
Po(x) = Ag(x) = Vo(x) -
Fiir jede gegebene Form Q bedeute f(Q) die untere Grenze derjenigen o, fiir welche
Py(x) = 0(x*)

ist. Mit anderen Worten: wenn wir kurz f statt f(Q) schreiben, fiir jedes & > 0 ist

@ Polx) = O(<*);  Polx) = (')
Um das Hauptergebnis dieser Arbeit ausdriicken zu kénnen, ist es notwendig, noch
eine Bezeichnung einzufiihren. Es sei k = 1, ganz, J; seien reell (=12..k).

Mit B(64, 65, ..., 6,) bezeichnen wir die obere Grenze derjenigen w, fiir welche das
System der Ungleichungen

unendlich viele Lésungen mit ganzzahligen (k + 1)-Tupeln {py,. Paps - s Pin’ dufre 1o
g, — + oo hat. In der vorliegenden Arbeit beweisen wir folgenden
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Satz 1. Es sei ¢ = 2, ganz, o; > 0 (j = 1,2,...,0); sei B = Blozfos, asfary, ...
. tgfoy). Weiter seien r; = 2B)(B — 1), ganz (j = 1,2,...,0), r =r  + 13+ ...
... + r,. Dann ist fiir die Formen der Gestalt (1)

Dabei setzen wir fiir f = +o0: 1/(f — 1) = 0, 2B/(8 — 1) = 2. Diese Behauptung
war schon frither mit einer ziemlich ausfiihrlichen Einleitung in die Problematik
ohne Beweis veroffentlicht (vgl. [3]). Die Kenntnis der eben zitierten Arbeit ist
empfehlenswert, jedoch nicht erforderlich. Zum Beweis wurde die von V. JARNIK in
den unten zitierten Arbeiten ausgearbeitete Methode benutzt. Zunédchst wollen wir
unsere Aufgabe etwas anders formulieren und gleichzeitig vereinfachen. Nach (2)
ist unser Satz mit diesen zwei Behauptungen gleichbedeutend: fiir jedes ¢ > 0 ist es

(3) PQ(X) — 0(xr/2—1—1/(13—1)+e) ,
(@ Pyl) = Q=1 -18=0=0).

Behauptung (4) ist bekannt (vgl. [2]). Weiter ist der Satz 1 im Falle § = + oo auch
bekannt (vgl. [1]). Statt des Satzes 1 geniigt es also folgende Behauptung zu beweisen:

Satz 2. Es sei 6 2 2, ganz, o; > 0 (j = 1,2,...,0); sei B = Playfoy, azfay, ...
a,foy). Weiter seien r; 2 2B/(f — 1), ganz (j =1,2,...,0), r =1 + r, +
+ r,. Uberdies sei f <y < + 0. Dann ist fiir die Formen der Gestalt (1) fiir jedes
e>0

PQ(X) = O(x’/z"l‘l/(y—l)+s) )

Zunichst beweisen wir zwei Hilfssdtze.

Hilfssatz 1. Setzen wir ”(” = Mm IC — p' fiir reelle (. Welter sei k = 1, ganz;

0; (1 £j £ k) seien reell, sei /3 ﬁ(él, 830..068), B <y < +00. Lund M seien
positiv. Dann ist die Anzahl v der ganzen Zahlen z, welche den Ungleichungen

(5 1<z M, |25 <L (j=12,...k)

geniigen, hichstens gleich cL'/" ="M, wobei die Konstante ¢ nur von 6; (j = 1,2, ...
., k) und y abhdngt.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei v = 1, L < % und seien 1 <
<z, <z, <..<z, <M diejenigen ganzen Zahlen, fiir welche (5) gilt. Bezeichnen
wir mit o die kleinste natiirliche Zahl, so daB ”wéjﬂ <2L(j=1,2,..., k) ist.
Bemerken wir, daB “C1 + Cz” < ”C ” + “CZH fiir alle reellen (y, {, ist. Es ist dann
Iy W, I — 2 2 W, 23— 23 2O, ..., 2, — Z, 1 = , also z, = vo. Weiter folgt

v—1 =
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aus der Definition von f und y die Existenz eines solchen j,, 1 < j, < k, so daB
|wd;0| = ¢Je’~* ist, wobei die Konstante ¢; nur von &; (j = 1,2,...,k) und y
abhidngt. Nach der Definition von @ haben wir also

€y

v\ ! v\ !
1 = ¢ |— Zc (= s
o’ z, M

§ ,2_ ll(y—l)LI/(y—l)M'
Cq

2L> |

v

woraus folgt

<

Schreiben wir c¢ statt (2/c,)"/0 ™", so ist der Hilfssatz bewiesen.

Hilfssatz 2. Es sei ¢ = 2, ganz, «; > 0, (j = 1,2,...,0), B = B(atz[ay, o3fary, ...

"o /ozl) B <y < +oo. Weiter sei D >0, x > 1, ¢ > 0. Schlieflich seien I, m;
(j 1,2,...,0), n; (j =2,3,...,6) ganze nichtnegative Zahlen, 2™ < \/x (j =
=1,2,.. a) Dann ist die Anzahl der ganzzahligen Systeme {hy, ky; hy, k; ...
h,, k,}, elche den Ungleichungen

(6) 2k, S ... £ 2%ky £ 27k,

() Ml U D (2230,
kyoy  kjoy| 2k /x

8) 2P by <2, gk <2mtt (j=1,2,...,0)

geniigen, hochstens gleich

d(&) 2(l+m2+m3+...+m,)(1+e)+(m1+mz+...+m,_1-—n,,)/(y—1) x—1/2(’y—1) .1)

Beweis. Aus den Ungleichungen (7) folgt

©)

ke _ g _kiks

[ .
hok; % — hjk,| < d
2" /x 2" ky/x

oy

(G=23,..0).7

woraus wir erhalten

o—1

Il K,

d n=1 < d2m1+mz+...+m,_1—n, x—l/Z

1) Mit d(e) bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die nur von o, «, az,
. ®g ¥, D, £ abhdngen.

2) Mit d bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die nur von o, oy, %,,...
..., 04, 7, D abhdngen.
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firj = 2,3,..., 0. Esist also

f hlk2k3 ka a_] ’ < d2’"1+'"Z+"-+""""—”°x-1/2 (] = 2, 3, R 0-),
il O]

Nach dem Hilfssatz 1 kommt es mit Hinsicht auf h,k,k; ... k, < 20, pltme¥ms®..tno
fiir das Produkt hik,k; ... k, hochstens

d21+mz+mg+.‘.+ma+(mx+mz+...+m,_1—na)/(7“l)x—lll(y—l)

Werte in Betracht. Wegen (9) und mit Hinsicht auf dk, /2" \/x < d (denn 2™ < {/x)
entspricht jedem Wert des Produktes hk; hochstens d Werte fiir das Produkt h;k,
und es ist bk, < d2'™ (j = 2,3,..., ). Weil die Anzahl der Teiler einer ganzen
Zahl X fiir jedes n > 0 gleich O(X") ist, haben wir bei gegebenem h,k,k; ... k, fiir
das Produkt hyk; héchstens d(n) 2¢*m*ms*-*mn Maglichkeiten (j = 2, 3, ..., o),
also hachstens d(n) 2¢Fm*ms* ¥ m Maglichkeiten fiir das Produkt h;k, (j =
= 2,3, ..., 0). Bei gegebenem h;k; haben wir hochstens d(i) 2¢'*™2* - *m=)n Mgglich-
keiten fiir hy, k; (j = 2,3,..., 0), bei gegebenem h;k, haben wir hochstens d(n).
L pUFmatms o tman Maolichkeiten fiir ky, h; (j =2,3,..., a). Wir haben also bei
gegebenem hk,ks ... k, hochstens d(y) 20 m2*ms* -t madon Miglichkeiten fiir die
Anzahl der Systeme {hl, ki hayy ko oo hy, k,}. Schreiben wir ¢ statt 407, so ist der
Hilfssatz bewiesen.

Beweis des Satzes 2. 0, 7y, Ta, oy Fgy Ty 8y, 0g, <o O B, Qu), Ag(x), Vo(%), Po(X)
mogen die im Satz 1 definierte Bedeutung haben. Sei f < + 00, B <y < +0c0. Wir
+ w0
setzen 0(s) = ) e fir Res>0,

m=—o0
2
(10) A = Max —n, z =x"VE-D 5= ! + it (¢ reell).
X

15j50 0

Dann gilt (vgl. [2], §2)

(11)  Po(x) =0 (x’/4 + x4 lf
z AlJx

0" (1) - .. 0"*(a,s)| Min (1, 1z) i‘;) .

Man kann sich leicht davon {iberzeugen, daB3 unter unseren Voraussetzungen immer
3r — 1 —1J(B — 1) = 4r ist. Es ist ndmlich immer § = /(¢ — 1). Daraus folgt,
daB es folgendes zu beweisen geniigt: fiir jedes ¢ > 0 ist

(12) 1[' 0 (y5) ... 0%(a,)| Min (1, tz)—f-; - O(x’/z"‘“ll(y_l)“)(s 1, u).

AlYx X

1|

t

Wir legen jetzt bei gegebenem x > 1 auf das Intervall —o0 < t < + o0 alle Farey-
Briiche hk, wobei h £ 0, 0 < k < /x, (h, k) = 1 und konstruieren noch ihre Me-

133



dianten, d. h. alle Zahlen (h + h)/(k + k), wo h[k, hfk zwei benachbarte unter
unseren Farey-Briichen sind. Wir bezeichnen mit B, , das linksseitig abgeschlossene,
rechtsseitig offene Intervall, dessen Endpunkte zwei benachbarte Medianten sind
und welches den Punkt h/k enthilt. Diese Intervalle iiberdecken dann liickenlos die
ganze reelle Achse und sind paarweise punktfremd. Jetzt ist folgendes bekannt (vgl.
[1]): Wenn ¢ im Intervall (2nt/a;) B, *) liegt, dann ist

(13) |0(a,9)| < :/67{ Min [vx, ——\") (Min (a,%) - a).

[ _2nh
o; k

Bekanntlich ist weiter

(14) B,, c E—— 1 ,ﬁ+ ! .
k  kJx k kix

Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalles {A[/x, o0) gibt es jetzt eindeutig 26
Zahlen hy, ky, ..., h,, k,, so daB t im Durchschnitt der ¢ Intervalle (2rt/a;) By, 4, .-
..., (2n/a,) B, liegt. Wenn ¢ im Durchschnitt der Intervalle (2m/a,) By, 1, --
..., (2n/a,) By, liegt, dann gibt es nach (14) genau ein System der ganzen nicht-
negativen Zahlen (n,, n,, ..., n,), so daB

1
2ﬂj+1kj \/x

(15)

ist, mit Ausnahme der Punkte ¢t = 2nhjja;k; (j = 1,2, ..., 0).

Wir definieren jetzt abzdhlbar viele Mengen M(h, k, n) = M(h,, ky, ny; ...
v hy, kg, na) folgenderweise: wenn hy, ..., hy, kq, ..., kg, ny, ..., n, ganze Zahlen
sind,sodaBh; > 0,0 < k; £ /x,(h;, k;) =1,n; 20(j =1,2,..., 0),sei M(h, k, n)
Menge derjenigen ¢, welche im Durchschnitt der Intervalle (2nt/a;) By, ., (j = 1,2, ...
..., 0), {A[/x, o) liegen und die Ungleichungen (15) erfiillen. Die Mengen 9M(h, k, n)
sind paarweise disjunkt und iiberdecken das ganze Intervall (A/\/x, o0) mit Aus-
nahme abzihlbar vieler Punkte t = 2nh;fak; (j =1,2,...,0). Um (12) zu
beweisen, geniigt es also zu zeigen, daB fiir jedes ¢ > 0 (es geniigt hinreichend klein)

(16)
2

hi,ky.ny
............ (k. k)
o Ko

07 (ty5) ....0"(a,5)| Min G; , 1)% = Q(x"27 17 HGm D ellA*2/G= 1))

mit s = l/x + it ist.

®) Wenn I= {a,, a,) und a; > 0, dann bedeute a3/ das Intervall {a,aj, a,as).

4 . . . . . '
) Mit ¢ bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, welche nur von o, ay, a,, ...
“ous Olgy 'y, Fay . ou, Ty, ¥ abhdngen.
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Aus Symmetriegriinden beschranken wir uns dabei auf jene ﬂ)l(h, k, n), fiir welche
(17) My = 2k, = ... = 2"k,

gilt. Diese Mengen *JJl(h, k, n) werden wir weiter folgendermaflen klassifizieren. Wir
sagen, daB die Menge M(h, k, n) zur Klasse K(, m, n) (I, m;, n; ganz, nichtnegativ)
gehort, wenn 2! < hy < 2'*1, 2™ <k < 2™t (j=1,2,.., 0) ist. Jede Menge
Mi(h, k. n) gehodrt genau zu einer Klasse K(I, m, n). Dabei kénnen wir uns nur auf
jene K(I, m, n) beschrinken, fiir welche 2™ < \/x (j = 1,2,...,0) ist. Soll die
Menge M(h, k, n) der Klasse K(I, m, n) nichtleer sein, so muff nach (15) und wegen

(17)

(18) LIS (j=23,..,0)

kpog kjopl o 2k x

gelten. Nach dem Hilfssatz 2 ist die Anzahl der nichtleeren Mengen ‘JJl(h, k, n) der
Klasse 8(/, m, n) fiir jedes ¢ > 0 héchstens gleich

(19) C(S) 2(1+I"2+"‘l3+...+'"6)(1 +e)+ (my +mz+...+ma‘|—n,,)/(*,'—l)x— 1/2(y—1) . 5)

Wir bemerken noch:

1. Ist M(h, k, n) eine nichtleere Menge der Klasse K(/, m, n), dann ist ihr MaB
wegen (15) héchstens gleich ¢[2" " /x.

2. Ist t € M(h, k, n) der Klasse K(I, m, n), dann ist nach (13), (15)

|0(z;s)| < ﬁMin (Vx, /2" YYx) (1 £j < 0).

3. Wenn ¢ in der Menge M(h, k, n) der Klasse K(/, m, n) liegt, dann ist wegen (14)
(o, /2) ¢ = hy[ky| < 1/ky /x, also c2™™M <t <c2'™™ fiir x>c.

4. Die Anzahl der nichtleeren Mengen M(h, k, n) der Klasse K(/, m, n) haben wir
nach oben mit (19) abgeschitzt.
Es sei jetzt ¢ mit 0 < ¢ < Min (4, Min 4(r; — 2y/(y — 1))) gegeben und wir unter-

1gjso

suchen den linken Ausdruck in (16). Zunichst schitzen wir:

/1 N ueen 1o
(20) Min(—,1) (=) =x?/¢ -, fur e<1}.
tC

tz tz

5) Mit c(e) bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die nur von a, oy, %35 -«
ceey Ogy P15 Ty ouoy Py, ¥, € abhingen.

135



Weiter schitzen wir (vgl. die Bemerkungen 1.—4.)

- dt < C(g) Z omi(1+2¢) 1
1K1 9"(0( S)...B"’as —
h:,,f:’::J‘m(h,k,n), 1 ( (4 )l plt2e l’::i:: 1 +2e) omitny Jx X

xrj/4-

s 2UFm2t o m) (148 + s+t mg -1 =10) ()= 1), = 1/2(y=1) 7 o
j=1 2miril2

%« Min (xrj/4’ 2mjrj/2+njrj/2) < c(s) xr/4—1/2—1/2(v—1) Z 2m,(1/(y—1)+25—r,/2)—n, "

my,ng

o—1
x Min (x7/4, 2mrif2tmn/2) TT 5 g+ e P UG=D=02) Min (374, gmoril2+nril2) o
J=2 mj.ny

X Z Ma(l+e=ra/2)=ns/(y=1) Min (x'0/4, zm.,r.,/2+n,r.,/z) .

Mo ,no

Dabei ist wegen (17) und mit Hinsicht auf 2™ < k; < 2™*! (j = 1,2,..., o) iiber
solche my, ny, ..., My, h, Zu summieren, fiir welche

(21) n?1+nlgm2+n2;---;ma+nd’ zmlé\/x (j=132’-~-aa)

ist. Folglich haben wir

Z 2ma(1 +2-rs/2)-ns/(v=1) Min (xra/-’r 2mara/2+"aro/2) <
> =
2m,+n,§‘/x
1+eg
< Z 2ma(1+e)+n,(r,/2—1/(y—1)) < 6(8) z 1/_3 Ma(re/2=1/(y=1)) <
= 2ng§‘/x 2”0 =

2me T o< x

< c(e) x1/2+e/2 z 2;.,(;,/2—1—1/(?*1)—&) < c(e) xr,/4—1/2(y—1),

2Me < yx

als

P

2 -1
ist.

Z Mol +e=ro/2)=na/ (1= 1) Min (x"/“, DMarol2 +nar,,/2) <
2’”°+”°>Jx
me\ 1/(y—1)
é xr,,/4 z 2ma(1+e—ra/2)—n,/(y—-1) é era/4 z 2ma(1+e—(r,/2)) g_ é
2Mo < /x N3

oMe +tho> /x
- _ 211 - -
< xR0 Y omo(1+e=re/? G- < c(e) x4 1207

2Mo < /x
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als

ist.

Jetzt sei 2 < j < o — 1. Wir erhalten (vgl. (21))

Z 2m1(l +e+1/(y—1)-rj/2) Mln (xrj/4’ 2mer/2+njrj/2) é

2m1+"J§Jx
rj/2
< Z omj(l+et1/(y=1))+njrj/2 <c¢ z omy(1+e+1/(3=1)) ﬂ 4 <
2mi+"f§Jx 2my< /x 2""
/4 L+e+1/(y—1)=rj/2 4
< ex" Z omi(t+et1/(y=1)=rj/ )_—<_— 0(6) x4/ ,
2Mi< Ux
als
r.
e < 2 — __')’_
2 y-1
ist.
Z 2mj(1+c+l/(7—l)—r1/2) Mm (xrj/4, 2m,~r,~/2 +njrj/2) é
2mjtnjs yx
é xfj/4 Z 2m,(1+s+1/(‘i—1)'r1/2) § C(S) xrj/4 Z 1 é C(8) xrj,hi (1"1 + nl) ,
amitngs x nj<my+ny
als
Y.
eV
2 y—-1
ist.

SchlieBlich haben wir

<

M1t < yx 2MgyYx

als

ist.

Z 2vm(1/(7—1)+2€—n/2)—n1 Min (xr1/4’ 2mxr1/2+nm/2) <

2m1+n1§\/x

\/ 1/(y—1)+2¢
z omi(1/(r= 1)+ 2e) +mi(r1/2-1) < C(b‘) z x omi(ri/2-1) <
= 2"] =

é C(&‘) x1/217~1)+e Z 2n1(r1/2—1—1/(y—1)-—25) é C(S) xru’4—1/2 ,
M < x

e LT v
2\2 y-—1

137



2m.(1/(/ 1)+2e—ry/2)—n Mm (xr|/4, 2m1r1/2+n1r1/2) ('”1 + nl)

)

2m,+n1>‘/x
Ami(1/(y=1)+2e=ry/2)—ny (’"1 + nl)” <

< xr1/4 Z

2my 4’"1>Jx
2 <

é 6(8) xr,/-'l- Z zml(l/()'—l)+25—r1/2}—m 2(m|+u|)£,
21n1+n1>Jx
omi\1- e/2
< C(E) xr1/4 Z 2mx(l/(y 1)—ry/2+5¢/2) ) ._<—
2mi< x VX

< C(e) xr1/4 1/2+e/4 Z 2nu(','/(y—l)+2£ ry/2) é C(e) xr;/~$— 1/2+¢/4

2Mgyx
als
e<Minf2, (T - 7
4\ 2 Ay —1
ist.
Aus unseren Abschitzungen folgt, daB der linke Ausdruck in (16) hochstens gleich
(vel. (20))
7 1 ] ¥ 1 Fos
c(e) ex S ro_ L .
(e) p{<4 2 2y—=1) 4 2y -1 4
. 1 { )
e+ 2o Nigal <
b C(S) xr/Z—l—l/(7—1)+£(1/4+2(ﬂ_”) )
als
€<Min1 Mlnlr,-ﬁ_
2 1sjso 4 'y —_ 1

ist, was zu beweisen war.
Durch geringe Modifikation des eben durchgefiihrten Beweises bekommen wir den

anz (]=]2 ., 0), F=

Satz 3. Es sei 0 = 2, ganz, weiter seien r; = 1,
), B(a /ocl, 3oty

t i, >0( =12,
c B
T\ P\
(2 1>ﬂ—1+8)g"}>

o[21) = B. Dann

=r;+r, + ...
gilt fiir jedes ¢ > 0

o(orfla e ()

r < 4 richtig, aber in diesen Fillen sind schirfere

+

Po(x) =

fiir die Formen der Gestalt (1)
Der Satz 3 ist zwar auch fiir 2
Resultate bekannt.
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Alle Ergebnisse samt Beweisen lassen sich unmittelbar auf etwas allgemeinere
Formen der Gestalt

ou) = Zlanj(ul,j, Up js oo Uy ) (x;>0) (j=12,...,0)
f=

libertragen, wo die quadratischen Formen Q; (j =1,2,..., 6), positiv definit sind,
und ganzzahlige Koeffizienten haben.
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