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UBER EINIGE SPEZIELLE KONGRUENZENPAARE

JOSEF VALA, Brno

(Eingegangen am 10. April 1969)

Die zweiparametrige Geradenmannigfaltigkeit I’ des n-dimensionalen projektiven
Raumes P, nennen wir die Kongruenz. V,(I' ) sei die Punktmannigfaltigkeit, die aus
samtlichen Punkten aller Erzeugenden p der Kongruenz I besteht. Wir werden
voraussetzen, daB lings p = I' die Beriihrraume von V,(I') existieren. Die niedrigste
Dimension des Unterraumes, der alle Beriihrraume von V,(I') langs p enthilt, nen-
nen wir Charakter der Geraden p (Svec [3], S. 12).

Im projektiven dreidimensionalen Raum P; betrachten wir das Paar P der Kon-
gruenzen I'y(p,), I',(p,). Ein solches Paar besitze eine Korrespondenz C, wobei die
einander zugeordneten Geraden p,, p, stets demselben Parameterpaar (u, v) ent-
sprechen. Die Parameterpaare (u, v) sollen alle Werte aus dem Gebiet 4 annehmen.
Fiir alle Wertepaare (u, v) < 4 seien die sich entsprechenden Erzeugenden beider
Kongruenzen windschief.

Die Kleinschen Bilder der Geraden p,, p, bilden die Punktmannigfaltigkeiten
K,, K, des Kleinschen Raumes Ps. Die Koordinaten der erwéhnten Kleinschen Bilder
der Geraden p,, p, seien Funktionen der Differentialklasse C2.

a) Wir betrachten ein bewegliches Koordinatentetraeder mit den Eckpunkten
Ay, Ay, A5, Ay, Wobei

Py = (Ab A4) > P2 = (Az, A3)

gilt. Wenn wir mit % die Komponenten der differentiellen Verriickung des Tetraeders
bezeichnen, dann folgt:

(1) d4; = o4, ;
k k1.
Dof = [w}, wf]; i,rk=1,2734.
o3, 03, 0}, 03, 03, 0%, ®3, ®) sind die Hauptformen.
Im Folgenden werden wir voraussetzen, dal die Dimension der Beriihrrdume der

Punktmannigfaltigkeit K, fiir alle Wertepaare (u, v) < 4 gleich zwei ist. Dasselbe
werden wir fiir die Punktmannigfaltigkeit K, voraussetzen. Fiir alle Wertepaare
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(u, v) = 4 seien noch folgende Bedingungen erfiillt: Die Kongruenzen I'y, I', sollen
hyperbolisch sein und reguldre Brennmannigfaltigkeiten haben. Alle Geraden Pi1»> P2
sollen den Charakter 3 haben.

Wir wihlen die Punkte A;, A, in den Brennpunkten der Kongruenz I';, ebenso
A,, A5 in den Brennpunkten der Kongruenz I',. Mit «;, i = 1, 2, 3, 4, bezeichnen wir
die Beriihrebenen in den Brennpunkten beziiglich der zugehdrigen Brennflichen.

Die Gleichungen (1) kann man dann in folgender Form (VALA [4]) schreiben:

) d4, = 0'4, + ddw, A, + dlw,4; + 0id,,
dA,
A,

d4, = 0lA; + adwA, + adw,A; + 0iA, .

1 2 3 4
a,w,A4, + w34, + w343 + asw,A,,

I

1 2 3 4
azw3A; + w34, + w345 + azw;A,,

. . . . . 3 1
oy, o, sind die unabhingigen Hauptformen, ebenso die Formen w,, w;. a2, ai, dz,
a5, a3, a%, a3, a3 sind im allgemeinen die Funktionen der Hauptparameter und der
sekunddren Parameter. Nach den Voraussetzungen gilt noch:

(3) 4, =ala} —aja; +0, 4,

Il

ayas — asay + 0 (fiir (u,v) < 4).
Durch jede der Gleichungen
0w, =0, 0w,=0, w,=0, w;=0

sind im P die sich entsprechenden Paare der Regelflichen bestimmt. Mindestens eine
Regelfliche des Paares ist immer die Torse. Solche Paare nennt man Torsalpaare
des Paares P (IVLEV [2], S. 19). Die zu jeder der angefiihrten Gleichungen gehdrigen
Torsalpaare bilden das Torsalsystem.

Durch die duBere Differentiation folgender Gleichungen:

2 2 3 3 2 2 3 3
(4) Wy =aWy, W] =0a1W;, W4 = AW, Wy = A304,
1 1 4 4 1 1 4 4
Wy = A0, , ®; = a0,, W3 = a303, O3 = d30;

bekommt man die Relationen:

%) [al(w] — ©}) — da} — ajw}, o,] + [alo}, w,] = af Doy,
[ai(w] — @3) — da} — ajw3, 0] + [a0], @,] = ai Doy,
[aiw}, o] + [a3(— ] + 0}) — da} — @30}, w,] = 4] Do, ,
[a}ws, o] + [ai(—w} + 0}) — da] — dfw3}, 0,] = a} Do,

[a3(— o] + @3) — da} — a3}, w,] + [a}03, w;] = a; Do, , -

(403 — of) — da — abot, @s] + [a%0d 0s] = ai Do,
[a;03, w,] + [a}(— o] + w3) — da} — a%w}, w;] = a} Doy,
[a503, ,] + [a%(03 — w}) — daj — ajo}, ;] = a}Do;.
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Mit Hilfe des Cartanschen Lemmas und unter Voraussetzung der Giiltigkeit von (3)
geben die Gleichungen (5) die Relationen:

4 4 _4 11 1
Wy = Q10 + 01Ws, Wy = Q40 + 0404,

3 3 3 2 2 ~2
W3 = 0,0, + 0,03, W3 = 030, + G303,

(6) ai daj — aj da} + a%“?(“’i - wg) - (a?)z w3 + (a?)z w3 = Hio; — 4,0,

2 3 3 2 2.3 2 3 2\2 3 3)\2 2 =1
ajday — ayda; — aiaj(w; — w3) + (a3)? w3 — (a3)* 03 = 4,0,0, + Hyo,,

ay da3 — a5 da} + aya3(— o] + o) — (a3)? 0) + (a3)* o}

3
Hy,w, — 4,0505,

I

ayda3 — a3 da} + ajai(—o] + ©f) — (a3)? 0) + (a})* o}

=2
= 4,650, + H;0; .

b) Im Folgenden werden wir immer vorauésetzen, daB die Korrespondenz C :
: Fl(pl) - Fz(pz) torsal ist. Die Erzeugenden jeder Torse 2, < I'; entsprechen dann
den Erzeugenden der Torse Q, < I',. Dann fallen je zwei Torsalsysteme zusammen.

Wir konnen also voraussetzen, daf
2 4
(7 W, = biw,, w3 = bijw,

gilt. b}, b% sind allgemein die Funktionen der Hauptparameter und der sekundiren
Parameter.

Bei der Anderung des Parameterpaares (u, v) = 4 bilden die Geraden

4 = (AD Az) > 42 = (A47 A3)

das Paar Q der zweiparametrigen Geradenmannigfaltigkeit, d. h. das Paar der
Kongruenzen Li(q;), L,(q,). Es existiert die Korrespondenz E : L,(q,) — Lj(q,),
wobei die zugeordneten Geraden stets demselben Parameterpaar (u, v) < 4 ent-
sprechen. Die Kleinschen Bilder der Geraden g, bilden die Punktmannigfaltigkeit Q,,
ebenso bilden die Kleinschen Bilder der Geraden g, die Punktmannigfaltigkeit Q,.
Die Verbindungsgeraden m der zum gleichen Wertepaar (u, v) < 4 gehorigen Punkte
der Mannigfaltigkeiten Q;, Q, bilden eine Kongruenz. Diese Kongruenz nennt man
Rosenfeldsches Bild des Paares Q. Der Charakter der Erzeugenden dieser Kon-
gruenz ist im allgemeinen gleich 5.

Mit Hilfe der Gleichungen (2), (6), (7) bekommen wir leicht:
(8) dg, = d(4,, 4,) = (U)} + w%) (Al, Az) + wl[agb;(Al, A;) + agb;(Ah Ag) —
— a}(Ay, A3) — 04(Ay, A)] + 0w [EbY(A,, 43) —
- »-_6‘;("42’ A4)] s



dq, = d(A4, A3) = “(wg + u)i) (A3, A4) + wl[Q}t(Al’ A3) — ogb;(AZ’ A4)] +
+ w“[éi(Al’ A3) - a;bg(Al’ A4) + aézt(A2> A3) -
— G3b3(A4,, A4)] -

Der Charakter des Rosenfeldschen Bildes der Kongruenzen L,(q:), L2(q2) lings der
Geraden m ist nur dann kleiner als 5, wenn fiir das zugehorige Wertepaar (u, v) < 4
die Relation

(9) (0491 - ‘73 gb b4 (“1‘13 a;aib;) =0

gilt. Das folgt aus den Gleichungen (8).

Wir werden nun voraussetzen, daB fiir ein festes Wertepaar (u, v) < 4 die Relation
(10) 0401 — a3Gib3bt =0

gilt. Betrachten wir das zu den erwidhnten Parametern gehorige Geradenpaar g, ¢-.
Die zur Gleichung w, = 0 gehorige Tangente von Q, im Punkte (4,, 4,) und die
zur Gleichung w, = 0 gehdrige Tangenie von Q, im Punkte (A4,, 4;) liegen bei der
Giiltigkeit von (10) und nur dann in einer Ebene. Die zur Gleichung w, = 0 gehoren-
den Beriihrgeraden der Punktmannigfaltigkeit V,(L,) in den Punkten der Geraden g,
bilden die Kongruenz. Ahnlich bilden die Kongruenz die Beriihrgeraden von V;(L,),
die zur Gleichung w, = 0 lings g, gehoren. Bei der Gilltigkeit der Gleichung (10)
und nur dann gehoren beide angefiihrten Kongruenzen zu einem linearen Komplex.

5;17;(/41, A3) - 01(/427 )

ist das sekundare Bild dieses Komplexes.

Wir werden nun voraussetzen, daB fiir ein festes Wertepaar (u, v) < 4 die Relation
(11) ajayb% — a%albl =0

gilt. Wir werden die geometrischen Eigenschaften von (11) suchen. Mit R; bezeichnen
wir den zur Geraden m = ((4, 4,), (44, A3)) gehdrigen Polarraum der Kleinschen
Quadrik. Dieser ist durch die Punkte (4,, 4;), (4, 4,), (42, 43), (45, A,) bestimmt.
Der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit Q, im Punkte (4,, 4,) schneidet den Raum R,
in einem linearen Raum 'R. Ahnlich schneidet der Beriihrraum der Mannigfaltig-
keit @, im Punkte (4,4, 4;) den Raum R in einem linearen Raum 2R. Bei der Giiltig-
keit der Gleichung (11) und nur dann existiert im Kleinschen Raum die Ebene, die die
Verbindungsgerade der Punkte (4, 43), (44, A;) und die Raume 'R, *R enthilt.

Wenn fiir das fesie Wertepaar (u, v) < 4 wenigstens eine der Gleichungen (10),
(11) gilt, dann hat die zugehérige Erzeugende m des Rosenfeldschen Bildes des Paa-
res Q der Kongruenzen Ly(q,), L,(¢,) im allgemeinen den Charakter 4.
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Definition. Wenn fiir alle Wertepaare (4, v) = 4 die Relation (10) gilt, dann bezeich-
nen wir das betrachtete Paar mit PD. Wenn fiir alle Wertepaare (u, v) < 4 die Rela-
tion (11) gilt, dann bezeichnen wir das Paar P mit PT.

Bemerkung. Untersuchen wir nun den Fall, daB3 die Punktmannigfaltigkeit Q, in
eine Kurve zerfallt. Dann zerfillt die Kongruenz L,(q,) in eine Regelfliche. Nach
(8) gilt dann:

(12) aij=0, a3=0,

(13) 0381b; — G3¢1b3 = 0.

Jede Ebene o, geht durch den zugehdrigen Punkt A,, jede Ebene «, geht durch den
zugehorigen Punkt 4,. Auf den Flichen (4,), (4,) betrachten wir die Linien w$ = 0.
Das Kleinsche Bild aller Tangenten jeder dieser Linien ist ein Punkt auf der Klein-

schen Quadrik. Aus den Gleichungen (2), (13) folgt dann, daB diese Linien die Gera-
den g, sind. Die Flichen (4,), (4,) gehdren dann zu einer Regelfldche.

¢) Wir werden nun einige Eigenschaften der Ebenen «;, i = 1, 2, 3, 4, betrachten.
Es gilt:
(14) a0y = —aj(Ay, Ay, Ay) — aj(4y, A3, As) ,
ay = ay(Ay, Ay, As) + a3(A,, A5, Ay),
ay = —ay(Ay, s, A3) — a3(4,, A5, Ay,
ag = aij(Ay, Ay, Ay) + ai(4;, A5, A,).
P% sei der zum P duale Raum. In diesem Raume untersuchen wir das Koordinaten-

tetraeder mit den Ecken «;, i = 1,2, 3, 4. Fiir die infinitesimale Verriickung des
Tetraders gilt dann:

(15) do; = Qa3 i, k=1,2,3,4.

Mit Hilfe der Gleichungen (14), (15), (2) bekommen wir nach einer lingeren Berech-
nung:

(16) —Q%4, = atw,4,, L —Q, = diwd,,
— Q34 = ajw;d,, —034, = Hyw, — 4,0505,
—Q34, = a;o,4,, 034, = Hyoz + 4,530,

Q4 = 48,0, + Hyw,, —Qi4, = aj4,0,,
-Qi4, = Hio; — 4,010, ,
—Q34, = alwsd,,
—Q34, = ajw,4,,

—-Qi4, = ayd0, .
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Betrachten wir nun das Paar Q* der Kongruenzen

LY = (o, 00), LY = (04, a3).

Aus den Gleichungen (15), (16) folgt leicht:

1 1
(7). m) = o, [— - Hb 35) + - Hia, a4)] N
1

2

+ w |:+ sza(“h 3) - A ?b§(“1, “4) +

1

Y|
+ Zl‘ ag(az, 0‘3) - Q‘:(ab 0‘4)] + El(“la “4) .

2

_ A
—d(og, a3) = o, l:—gi(ocl, ) — aif by(ary, o) +

1

+ f:l ay(o, a3) + G3b3(as, a4):| +
2

1 1 )
+ wy [— o Hy(ory, 03) + R H 3b3(s, a4)] + Ej(o3, o) -

1 2

Die Koeffizienten E, E, gebrauchen wir im Folgenden nicht.

Untersuchen wir den Fall, daB der Charakter des Rosenfeldschen Bildes des
Paares Q* kleiner als 5 ist.

Mit Hilfe der Gleichungen (17) bekommen wir folgende Bedingung:

(18) [( ) H,H,b3b% — ( 1)2 ——H H{I (aia3b} — a3aiby) =

Satz 1. Wenn P das Paar PT ist, dann sind die Charaktere der beiden einander
entsprechenden Paare Q, Q¥ kleiner als 5.

Beweis. Die Behaupiung des Satzes folgt aus den Gleichungen (9), (18).

Bemerkung. Die durch «, gebildete Mannigfaltigkeit («;) zerféllt nur in dem
Falle, wenn H, = 0 gilt. Das folgt aus den Gleichungen (16), (3). Ahnliche
Sitze bekommt man fiir die Mannigfaltigkeiten (x,), (23), (oz4)-

d) Im Folgenden werden wir die Punktabwicklung der Kongruenzen I'y, I',
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betrachten. Wir wihlen ein neues Koordinatensystem mit den Eckpunkten 4, 4,,
A4y, 4,.

(19)

p)
|

= A1 s fT4 = A,
ajA, + ajA; + oA,
aiA, + ajA; + 914, .

R
It

w

Der Punkt A, liegt immer auf der zur Gleichung w, = 0 gehorigen Tangente der
Fliche (4,), ebenso liegt der Punkt A3 immer auf der zur Gleichung @, = 0 gehdri-
gen Tangente der Flidche (A,).

Wenn wir mit & die Komponenten der differentiellen Verriickung des Tetraeders
bezeichnen, dann gilt: )

(20) dd; = &4, ; i, k=1,2,34.

Aus den Gleichungen (19), (20) folgt dann:

(21) oy =w, &i=w,, 0;=0, of=gto,,
@) =00y, ¥;=0, &}=0w,, Of=aof.

Wir wihlen ein weiteres Koordinatensystem mit den Eckpunkten A,, 4,, 45, 4,.

(22)

o

2= 4,, AAs=A3,
_ 1 4 3
1 = a4, + a34, + 0345,

Ay = a3A; + a3d, + 634, .

Ry

Die Wahl der Koordinateneckpunkte ist Zhnlich wie in den Gleichungen (19).
Mit d)’{, i,k =1,2,3,4, bezeichnen wir die Komponenten der differentiellen
Verriickung des Tetraeders, es gilt dann:

(23) dd; = ofd; ik =1,234.

Daraus folgt:

(24) O =w,, Or=w;, @ =dw;, =0,
6l =0, 0i=dlw,, O=0}, Of=o0,.

Satz 2. Die Korrespondenz C ist genau dann die Punktabwicklung der Kon-
gruenzen I'y, I',, wenn I'y, I', ein PD-Paar bilden.

Beweis. Zu jedem Geradenpaare p;, p, kniipfen wir die Kollineation n : p; — p,
durch die Relationen: ’

1A, = 1,4, + 1,45, ndy =T A, + 1,5, 1Ty — T, T, %0
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an. Alle diese Kollineationen bilden die Korrespondenz C?:V,(I'y) = Vi(I';). Fiir
jedes Wertepaar (u, v) = 4 bilden wir die Kollineation K(u,v):P3 — P3 durch
folgende Gleichungen:
(25) KA, = 1,4, + 1,45, KA, = 7,4, + 1,45,

KA, = ¢ A, + ;545 + cy345 + cp44,,

KAy = ¢ 1Ay + c30dy + c33d5 + c3ads, 21034 — €31024 ¥ 0.
C ist gerade dann die Punktabwicklung (Svec [3], S. 14), wenn man zur C° fiir jedes
Wertepaar (u, v) = 4 die Kollineation K(u, v) mit folgenden Eigenschaften finden
kann: Sei A€ p,(u,v), 4= x,;4; + x4A, der beliebige Punkt und y die durch

ihn gehende beliebige Kurve von V,(I'y), dann haben die Kurven C’y, K(u, v)y
die analytische Beriihrung erster Ordnung im Punkte C’A. Es gilt:

K dA4 = d(C’4) + @ C*4 (O ist die Pfaffsche Form) .

Mit Hilfe der Gleichungen (19), (21), (22), (24) bekommen wir folgende Bedingun-
gen fiir die Punktabwicklung:

1 4
(263) c31=0C4=0, ¢33 =1,b;, c35=14b3, c33=10¢3,=0,
I, =%, =0,
1 2 1 _3_ 14 —4
(26b) 04Ty — 03T4by =0, —a5t,b5 + 0114 =0,
1 2 3 4 ’
(26¢) T, T(0] — ©F + @3 — 0F) + 140201 — T 03304 —

— 14dty + 7,dry =0.

Die nichttriviale Losung der Gleichungen (26b) fiir die Unbekannten 14, 7, existiert
nur dann, wenn (10) gilt. Aus den Gleichungen (21), (24), (26b) bekommen wir dann:

T, @Y = 1,03 .
Durch die duflere Differentiation und mit Hilfe des Cartanschen Lemmas foigt, da3
114(0f — @3 + 0} — 0}) - tydey + 1, dy

die Hauptform ist. Aus den Gleichungen (26c) bekommen wir dann die GréBen

€22, C33-

Satz 3. Wenn C : I'y(p,) — I'5(p,) die Ebeneabwicklung der Kongruenzen I'y, T,
ist, dann ist der Charakter des Rosenfeldschen Bildes des Paares Q* kleiner als 5.

Der Beweis des Satzes ist dhnlich wie im Satze 2. Man muB aus den Gleichungen
(1.4) ausgehen. Die notwendige und hinreichende Bedingung der Ebeneabwicklung
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der Kongruenzen I'{, I', ist die Giiltigkeit der Relation:

1
! H,Hbjb; — —— H,H, = 0.

(42)° (4,)*
Wenn C:Ty(p,) = I',(p,) die projektive Abwicklung des zweiten Grades ist,

dann sind die Charaktere der Rosenfeldschen Bilder der Paare Q, Q* kleiner als 5.
Das folgt aus den Sitzen 2, 3.
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