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Czechoslovak Mathematical Journal, 20 (95) 1970, Praha 

ÜBER GITTERPUNKTE IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOÏDEN 
(ZWEITE ABHANDLUNG) 

BoHUSLAV DIVIS, Praha 

(Eingelangt am 23. April 1969) 

Es sei CT ^ 2, ganz; seien r̂  ^ 1, ganz (j = 1, 2 , . . . , er), (Xj > 0 (1 ^ j ^ er). 
In dieser Arbeit betrachten wir quadratische РЪгтеп der Gestalt 

а 

(1) Q{u) = X « / " ' j + ulj + ... + u^j) . 

Mit VQ(X) bezeichnen wir den Inhalt des Ellipsoides Q{u) ^ x, mit AQ(X) dann die 
Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Ellipsoid Q(u) ^ x, d. h. 

Schließlich setzen wir 

PQ{X) = AQ{X) ~~ VQ{X) . 

Der Verlauf von PQ{X) war schon Gegenstand mehrerer Untersuchungen. In einer 
früheren Arbeit (vgl. [5]) haben wir eine ziemlich ausführliche Einleitung in diese 
Problematik veröifentlicht, wofür wir hier nur einige Ergebnisse erwähnen, die sich 
unmittelbar auf die vorliegende Arbeit beziehen. Wir setzen r = r̂  + Г2 + ... + r^. 
Dann ist folgendes bekannt: 

L Für fast alle positiven Wertsysteme (a^, 0C2, ..., a^) (im Sinne des Lebesgueschen 
MaßbegrifTes) und für jedes e > 0 gilt 

(2) P,(x) = 0 (exp | ( ^ - i I ^ M i n (rj, 4) + e) lg x j ) 

für die Formen der Gestalt (1) mit r̂  + Г2 + ... + r^ > 4 (vgl. [1]). 
Für weitere Zwecke führen wir noch eine Bezeichnung ein. Sei к ^ 1, ganz, und 

ôj [j = 1,2, ...,/c) seien reell. Wir bezeichnen mit ß{oi, Ô2, ..., Sj,) die obere 
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Grenze derjenigen со, für welche das System der Ungleichungen 

1 
< - а = 1,2,. . . ,^) 

unendlich viele Lösungen mit ganzzahligen (fc + l)-Tupeln {pi„, P2n^ •••, Pknl Qn}^=i^ 
^„ -> +00 hat. Jetzt ist folgendes bekannt (vgl. [4]): 

IL Es sei CT ^ 3, ß{oL2\^\) = 2. Dann gilt für fast alle positiven Wertsysteme 
(аз, a4 , . . . , a^) und für jedes г > 0 die Formel (2), für die Formen der Gestalt (1). 

In dieser Abhandlung beweisen wir folgenden 

Satz 1. Es sei er ^ 3, ganz; seien rj ganz (j = 1,2, ..., a), г = r^ + Г2 + .. . + r^. 
Weiter sei x ganz, 3 g т ^ a; â  > 0 (7 = I, 2 , . . . , т — 1). Wir setzen ß{oi2\^i, 
аз/а^, ..., a,_ J a O = ß. Sei rj ^ 2ßl{ß - 1) {j = 1, 2, ..., т - 1), r- ^ 4 (; = 
= T,..., 0). Dann gilt für fast alle positiven Wertsysteme (a^, cc^+i, ..., a^) und für 

jedes 8 > 0 

(3) PQ{X) = о(х''/^-^-1^</^-1)-<<^+1-^>+^) 

für die Formen der Gestalt (1). Für ß — +00 setzen wir dabei lj(ß — 1) = 0, 

ißiiß -1) = 2. 
Die zum Beweis benutzt méthode wurde von V. JARNIK (vgl. [4]) übernommen. 

Zunächst beweisen wir zwei Hilfssätze. Im folgenden seien die Zahlen a > 0, т ganz, 
3 ^ T g (j, ai , a2 , . . . , a,_ ^, aj > 0 {1 ^ j ^ т - 1), С, D, 0 < С < Min (a^, . . . 
, . . ,a^_i) , D > Max(ai , ..., a^_i), г > 0 gegeben. Mit c, meistens ohne Indizes, 
bezeichnen wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von er, т, a^ ..., a^_i, a, C, 
D, г abhängen (so daß z. B. c^ + 5c = с ist). Mit /г bezeichnen wir unterschiedslos 
komplexe Funktionen irgendwelcher Veränderhchen, welche dem Betrage nach höch­
stens 1 sind. 

Wir betrachten ganzzahlige Systeme 

(4) {/?!,..., K; kl, ..., K; n^,.,., n„; Q} = {h, k, n, Q} , 

^ > 0, hj > 0, nj '^ 0, 0 < kj й 2^'^^. Für jedes solche System sei 

(5) M{h, k, n, Q) 

die Menge aller Punkte а = (a^, a,+1, ..., a^) des Würfels 

С <ocj< D {T uj S(T), 

zu welchen es wenigstens ein reelles t gibt, so daß 

(6) 
2n hj 

aj kj 
< kj. 2"^*" 

{j = l,2,...,a) 
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ist. Wenn /, m ,̂ m2,..., m̂ . ganze nichtnegative Zahlen sind mit ntj ^ Q, sagen wir, 
das System (4) und genau so die Menge (5) gehört zur Klasse 

(7) KQ, mi, ..., m ,̂ Hl,..., n^) = K{U m, n, Q) , 

als 2̂  ^ /zi < 1^^\ 2""' й kj < X"J'''{j = 1, 2,. . . , (т) ist. Für jedes а = ( a „ . . . , a j 
sei 

(8) N{1, m, n, Q, a) 

die Anzahl derjenigen Mengen (5) der Klasse (7), welche den Punkt а = (a ,̂ ..., a )̂ 
enthalten. Unser Ziel ist eine Abschätzung der Anzahl (8) zu finden, welche für fast 
alle а == (a^,..., â ) unseres Würfels С < ocj < D gelten würde. Dabei beschränken 
wir uns nur auf solche Klassen (7), für welche 

(9) mi + ?îi ^ m2 + П2 è ... ^ m,_i + n,_i , 

(10) m, + n, ^ m,+ i + n,+ i ^ ... ^ m^ -\- n^ 

gilt. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

A. m^ + Hl ^ m̂  + n̂  ; B. m^ + n̂  < m̂  + n^, 

Fall A. Soll ein Punkt a = (a„ ..., a )̂ in der Menge (5) der Klasse (7) liegen, so 
muß 

(11) 

sein. Daraus folgt 

< :;^]Т7ГГ, 0' = 2,...,(7) 

(12) 

cci kl oCj kj 

C . 2 ' " " ' > ^ ' < c.2^-"^ für ^ > Ci. 

Weiter sei immer Q > c^. Für die Anzahl v der Lösungen des Systems von Unglei­
chungen 

' i hl 1 hj 
(13) 

oci kl ccj kj < 2^j 
: ^ ( 7 = 2 , . . . , T - 1 ) 

mit ganzzahligen 2(т — 1)-Tupeln (/zi, ..., h^-u ^ь •••» ^t-i)? welche überdies alle 
bisher eingeführten Bedingungen erfüllen, haben wir nach dem Hüfssatz 2 der 
Abhandlung [6] die Formel 

als у > ß{cc2loci,..., a,_ i/ai) ist. 
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Für jedes solche 2(т — 1)-Tupel und für beliebig gegebene h^, /c^,..., h^, k„ mit 
T^^ g kj < T^^ ^ hat die Menge der Punkte a = (a„ ..., a^) des Würfels С < â  < D 
(j = T, ..., ö"), welche die Ungleichungen (11) für7 = т, ..., а erfüllen, das Maß 

(15) /1С П 2'"'""'""•'•"'"^• 

Dabei ist nach (12) hj< с . 2^^'"-' '"Ч Die Summe der Maße aller nichtleeren Mengen 
ff 

(5) der Klasse (7) ist also gleich dem Produkt von (14), (15) und /ic f j 2̂  + ̂ '"^~^'\ d. h. 
gleich ßc F{1, m, n, Q), WO •̂ "'̂  

( 1 6 ) F ( / , m , П, ^ ) = 2 ^ ^ ' ' ^ ^ + - + ^ " x - i ) ( l + e ) + ( m , + . . . + m . - 2 - n . - i - Ê > ) / ( y - l ) J ^ 2 " ' - ' " " ^ - ^ 

ist. Das Maß der Menge derjenigen a = (a^, ..., a j , für welche 

(17) N(/, m, П, ^, a) > F(/, m, n, ^) . 2^(^+-^+-•+--+"i+ •+"^+^) 

ist, ist also gleich 
ЦС . 2 -£( Л-mi + . . . +mo- + ni + . . . + "o- + ö) 

Summieren wir diesen Ausdruck über /, m^, ..., m^, n^, ..., n^, so bekommen wir 
eine konvergente Reihe. Es gilt also: die Menge derjenigen Punkte a, für welche die 
Ungleichung (17) für unendlich viele Klassen K[l, m, n, Q) gilt, hat das Maß Null. 
Daraus folgt 

Hilfssatz 1. Fast alle Punkte oc = (a^, ..., a^) des Würfels С < cCj < D haben 
folgende Eigenschaft: Es gibt (von â , ..., a^ abhängig) eine Zahl QQ > 0, so daß 
für alle Klassen K{1, ^ , n, Q) des Falles А für Q > QQ folgende Ungleichung gilt: 

(18) N(/, m, П, Q, a) ^ F(/, n, m, Q) . 2 e(l+tni+ ... + nia + ni + ... + Па + д) 

Fall B. Soll ein Punkt а = (a^, ..., a j in der Menge (5) der Klasse (7) im Falle В 
liegen, so muß wegen (6), (9) wieder (13) erfüllt sein. Die Anzahl der zugehörigen 
2(T — 1)-Tupel (/ii, /cj, ..., h^_ 1, k^_ i) ist wieder gleich (14). Für jedes solche 2(т — 1)-
Tupel muß weiter 

1 К ^ hA 
â  k^ cci /cj 

< c . 2 ' 

sein, was bei gegebenen /ẑ , k^ für â  ein Intervall der Länge ßc . 2 ^ "̂  ^ gibt. Bei 
festem â  und festen /i^, /c^,,.., /2 ,̂ k^ muß weiter (bei o- > т) gelten: 

«J 's-
<c.2" (;• = T + 1, . . . , (г) , 
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was ein (er ~ T)-dimensionaîes Intervall ergibt, dessen Inhalt /ic ]~} 2"'̂  '"-̂  "•' ^ ^ 
J = T + 1 

ist (vgl. (12)). Weil die Anzahl der zugehörigen Systeme Qi,J<,, ...Ji^, k^) gleich 
a 

ßc Y\ 22'"i + ̂ ~'"i ist, ist die Summe der Maße aller nichtleeren Mengen (5) der Klasse 

(7) gleich ßc G(J, w, n, Q), WO 

( 1 9 ) G ( / , m , П, ^ ) - 2^^"'-2 + - . . 4 - m . - , ) ( l + e ) + (m, + . . . + m . - , - « . - . - , ) / ( y - l ) ^ 

CT 

j = T+l 

ist. Daraus folgt ähnlich wie im Falle A 

Hilfssatz 2. Fasr â[//e Punkte cc = (a^, ..., a„) des Würfels С < (Xj < D haben folgen­
de Eigenschaft: Es gibt [von â , ..., a^ abhängig) eine Zahl QQ > 0, so daß für alle 
Klassen K(l, m, n, g) des Falles В mit Q > Qo die Ungleichung 

(20) iV(/, m, П, ^, a) S G{h m, n, ^) . ^(^ + -1 + ... + ̂ .+..+ ...+«.+.) 

gilt. 
Bemerken wir, daß 

(21) G(/, m, M, Q) . 2""^-"^ = F(/, m, n, ^) . 2~"^~"^ 

ist. 

Beweis des Satzes 1. Wir wählen 2^ ^ V-̂  < ^^^^ und sei ß < +oo, ß < y < 
< +00. Wir setzen 

+ 00 

e(s) = Y e"" ' ' für Re s > 0 , 
m = — 00 

(22) ' ^ = Max ~ , z = x-''/'^, s = ~ + if (t reell). 

Dann gilt (vgl. [3],§ 2) 

(23) PQ{X) = 0 /'x'-/* + x'-'^-'z + i Г |ö'''(ais) ... 0'''(a,5)| Min (1, tz) '^\ . 

Man kann sich leicht davon überzeugen, daß unter unseren Voraussetzungen 
stets r / 2 - 1 - ij{ß - 1) - (er + 1 - T) ^ r/4 ist. Es ist nämlich immer ß ^ 
è (T - 1)/(T - 2) > 1, t ^ 3 und damit also r / 2 - 1 - lj{ß - 1) - (ff + 1 - т) ^ 
й rl4 + 1((т - 1) 2/?/(jS - 1) + 4((T - T + 1)) - 1 - l/(i9 - 1) - (ff + 1 - T) = 
= W4 + i((t - 1) i?/(iS - 1)) - ßliß - 1) = r/4 + i(/?/(i9 - 1)) (T - 3) è r/4 ist. 
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Daraus folgt, daß es folgendes zu beweisen genügt: für jedes e > 0 ist 

(24) 
dt 

e''i0C,s),..e'ia,s)\ M i n ( l , tz)^= 0^^r/2-i~l/(y~l)-i.^i-r)+s^^ 

A/^x 

für fast alle a = (a^,..., a^) (s = l/x + it). Wir legen jetzt bei gegebenem x > 1 auf 
das Intervall — oo < ^ < + oo alle Farey-Brüche hjk, wobei h Щ 0, 0 < к ^ Vx, 
{h, k) = 1 und konstruieren noch ihre Medianten, d. h. alle Zahlen (/i + h)l{k + Je), 
wo /г/^,й/й zwei benachbarte unter unseren Farey-Brüchen sind. Wir bezeichnen 
mit Bfjj^ das linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen Endpunkte 
zwei benachbarte Medianten sind, und welches den Punkt hjk enthält. Diese Intervalle 
überdecken dann lückenlos die ganze reelle Achse und sind paarweise punktfremd. 
Jetzt ist folgendes bekannt (vgl. [2]): Wenn t im Intervall (2л;/а^) B^^k ü^gt, dann ist^) 

(25) |0(a,5) < — Min 
^k 

Bekanntlich ist weiter 

(26) В h,k 

V-̂ ,, 
In h 
Œj к 

I Min I a, - I = a ') 

1 h 
+ 

1 
/ v л^ Л/ К/ /v -v/ X 

Zu jedem t unseres Integrationsintervalles {Äjs/x, oo) gibt es jetzt eindeutig 2cr 
Zahlen h^, k^, ..., /i^, k„, so daß t im Durchschnitt der a Intervalle {inja^ ^hu^o ••• 
..., (2л;/а^) Б;,^д^ liegt. Wenn t im Durchschnitt der Intervalle (Injoc^) Bf^^j,^, ... 
. . . , (Inja^) 5̂ ,̂feo. li^gt, dann gibt es nach (26) genau ein System der ganzen nicht­
negativen Zahlen (n^, «2 , . . . , n^), so daß 

(27) 
l^^'-'kj^x < 

In 
< 

l'^^kj ^X 
(7 = 1, 2,...,(7) 

ist, mit Ausnahme der Punkte t = Inhjjajkj (j = 1, 2 , . . . , a). Wir definieren jetzt 
abzählbar viele Mengen 9Л(/г, fc, n) = Ш(к^, k^, п^; .., ;h^, k^, n^) folgenderweise: 
wenn hl,..., hff, fei,..., fc^, Hl,..., n^ ganze Zahlen sind, so daß hj > 0, 0 < kj ^ 
S \/x, Qij, kj) = 1, Uj ^ 0 (j = 1, 2 , . . . , (T), sei Ш(к, к, n) Menge derjenigen t, 
welche im Durchschnitt der Intervalle {injaj) B^j^kj (j = 1,2, ...,(7), (^ÄJ^x, 00) 
liegen und die Ungleichungen (27) erfüllen. Die Mengen Ш(к, fe, n) sind paarweise 
disjunkt und überdecken das ganze Intervall {Ajs/x, 00) mit Ausnahme abzählbar 
vieler Punkte t = Inhjjocjkj (7 = 1, 2 , . . . , a). 

^) Wenn / = {öj , «2) und a^ > 0, dann bedeute Ö3/ das Intervall (^a^a^, ^203). 

^') Mit d bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, welche nur von a, a^, a2, ••• 
..., a^, r j , Г2,... , r^, у abhängen. 
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Um (24) zu beweisen, genügt es also zu zeigen, daß für jedes e > 0 (es genügt 
hinreichend klein) 

(28) E f |0'-'M...0>,s)|Min('i,A- = 
hl,kl,m ]щн,к,п) V^ / ^ 
На-,ка,П(Т 

mit s = 1/x + it für fast alle a = (a^^,..., oĉ ) ist. Aus Symmetriegründen beschränken 
wir uns dabei auf jene Ш(к, к, n), für welche 

(29) 2"7<i ^ 2 " % ^ ... è 2"^-^fc,_i , 

(30) 2"% ^ 2"^^^/:,+ ! è ... ^ 2"'̂ /ĉ  

gilt. Diese Mengen M(h, k, n) werden wir weiter folgendermaßen klassifizieren. Wir 
sagen, daß die Menge Ш{к, fc, n) zur Klasse Я(/, m, n) — Я(/; m^, п^;...; m^, n j 
(/, m .̂, Hj ganz, nichtnegativ) gehört, wenn 2̂  ^ /ij, < 2^+S 2"'̂ " ^ /cy < 2'"-'"̂ ^ 
(7 = 1, 2 , . . . , er) ist. Jede Menge 9Л(/г, Ä:, И) gehört genau zu einer Klasse Я(/, m, n). 
Dabei können wir uns auf jene Я(/, m, n) beschränken, für welche 2""^ ^ ^x (j = 
= 1, 2 , . . . , (T) ist. Wir bemerken noch: 

1. Ist 501(й, fc, n) eine nichtleere Menge der Klasse Я(/, m, и), dann ist ihr Maß im 
Falle А höchstens gleich 0/2̂ "̂ "̂ "̂  Vx, im Falle В höchstens gleich cp"^^^"' ^x. 

2. Ist t e Ш(к, fc, n) der Klasse Я(/, m, n), dann ist nach (25) 

\e{ajs)\ < -f- Min (Vx, V2'"^^"^- ̂ x ) (j = 1, 2, ..., (T) . 

3. Ist r G Ш1(/г, fc, n) der Klasse Я(/, m, n), dann ist с . 2 "̂̂ "̂  < Г < с . 2^"^^ für 
X > с. 

4. Ist die Menge Ш^г, к, n) nichtleer, dann gibt es ein reelles t, für welches (6) mit 
a = 2njC gilt, d. h. bei dieser Wahl von a ist a e MQI, k, n, Q), so daß die Anzahl 
der nichtleeren Mengen Ш[к, к, n) der Klasse Я(/, m, n) gleich iV(/, m, n, Q, a) ist. 
Nach den Hilfssätzen 1,2 ist für fast alle Punkte a = (a^,..., a^) des Würfels С < 
< aj < D die Ungleichung (18) bzw. (20) erfüllt, sobald Q, also x hinreichend groß 
ist. Wir wählen ein solches a. 

Es sei jetzt s mit 

0 < e < M i n ( , Min - f r , ^ ^ 
ŷT + 1 ' i ^ j^ r - i 6 \ 7 — 1/ y — Ij 

gegeben, und wir untersuchen das Integral in (28). Zunächst schätzen wir 

(31) Min ( ^, Л g f^y - x'^'^^ 4; ^̂^ ^ < 4 ' 
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Weiter schätzen wir (vgl. die Bemerkungen 1.—4.): 

) (32) S |0'.(«.s) ... 0>.s)| - ^ ^ 4.) Z 1^3-

X П - ^ ^ Min (x'•̂ •/̂  2'"̂ ''̂ /2+"̂ '"̂ -̂ )̂ G(/, m, П, ^) 2^(^+-i + -+-^+"^ + -+"^+^) ^) 

sowohl im Falle A, als auch im Falle В (vgl. (21)). Dabei ist über solche /, rrij, rij zu 
summieren, für welche gilt: / ^ 0, Uj ^ 0, Wj ^ 0, 2'"-' S V-^ {j = 1, 2 , . . . , a), 
mi + ?ii ^ Ш2 + ^2 ^ .. . ^ m,_i + n,_.i, m, + n, ^ m,+ i + n,+ i ^ .. ^ m^ + 
+ n„. Weiter ist noch 2^ ;g -s/x < 2^'^^. Der Ausdruck (32) ist also höchstens gleich 

(33 ) d(s) ;c ' ' / '*-W2(7-l)-(<T-T+l)/2+£/2 y 2'"](-'"i/2 + l / ( 7 - l ) + 4£) + / i i ( - l+e ) 

mi ,ni 

T - 2 

X Min fx'""''''" 2"'̂ ''̂ ''̂ '̂ ""* '̂'̂ ) ГТ y 2'"-''̂ ~'"-''̂ ^"^^^^^~'̂ ^^^^^^"-''̂  X 

m - t r - ] , « T - 1 

X мin(x^^-^/^2"^- ' ' '^-^/^^"^-^ '•^-^/^)П ^ 2"^-^~''^-/^'"'^'^'""^-^"^'''^ X 

X Min {x'^'"^, 2'"^''^-/^+'w/^) X 2 ~ ^ ' . 

Folglich bekommen wir für т ^ j S a: 

y 2'nj(-rj/2 + l+e) + nj{-l+E) д ^ - j ^ ( x ' ' ^ / ^ , 2'^-'-'"^/2+"^''-^/^) < 

й d{s) X 2"̂ -̂ -̂̂ ^̂ -̂ "̂ ^̂ /̂'-̂ -'̂ > ^ ф ) X (^^Y^V^^^/'-^+^^ = 

- 4 г ) х ^ / 2 + ̂ /̂  X 2^^^'^^^-^^ ud{e)x''^^^-"^^' für r , -^ 4 . 

у 2"'̂ '̂ ~'">/̂  + ^+^>+"><~i"^^> Min (x'*"'"̂ ^ 2"'-'''̂ /̂ +"-'"''-''/̂ ) < 

X X 2'"^<^'-'2 + 2' ^ d(e)jc'-'/'^~'/^ + ' für rj^4. 
2^j^^x 

'̂ ) Mit die) bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die nur von a, т, a^, «2» ••• 
..., a^, r j , ..., r^, 7, £ abhängen. 
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Weiter schätzen wir die Summe über m^_i, ?i^_i in (33) ab: 

y 2nir-i(i+2E) + n,-i{rr-i/2-~l/iy-i) + e) ^ ^ / ^ \ у / ^ ^ \ >< 

^d(e)x'-'-' '*-'/2<'-'>-^^ für r,_, ̂  ^^ 
/ ? - l 

У ^r;:-i/42mr-i(-r^-i/2 + l+2e) + «r- i (e- l / (y- l)) <̂  

2^r-i+n^-i>^x 

£- l / (y - l ) 

< 

^4г)х' '^-/^-^/^^^-^>^^ für r , _ i ^ ̂ ^ 
^ - 1 

Jetzt sei 2 ^ j ^ т - 2: 

v ^ \ 2"j(oV2+£) ^ 

2"J£^x i^ 1 

y •^o-/42'"j(-o/2 + y/(y-i) + 2£) + nje ^ Jfe) x''-̂ '̂ '̂ 2̂ '"̂ "̂ "'̂ ^ V 2'">('"''.'"/2 + >'/(̂ ~̂ ^ + 2^)< 

^ 4£)x''^^^2^'"^'""^^' für r̂ . è '̂̂  
- 1 

Schließlich schätzen wir die Summe über m^, n^ in (33) ab: 

/ / ^ \ l / ( y - l ) + 4£ 

y 2'"'̂ ^/<^^"^^ + ̂ '̂ "^"î '* /̂2~^" '̂̂ > < (ife) У ( ^ \ 2"i^''i/2"^+^) < 

< (ife) x̂ ''̂ ^̂ ""̂ '̂*'̂ ^ У 2"'̂ '*'̂ "̂̂ ''̂ '̂"̂ "̂̂ '''̂  < 
2"i^V^ 

<4£)X'- ' '*-"^^» für r i > - ^ . 
- V; ß - 1 
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y ^fi/'^2''^i(-ril2 + l/(y-l) + 4E)+ni(-l+E) + (mi+ni)rE ^ 

/ / \ ( T + l ) £ - l 

^£/(e)x'- '/*-'/^ + «'+i>/^>^ für r,^ ^^ 
ß - l 

Damit haben wir gezeigt, daß der linke Ausdruck in (28) höchstens gleich (vgl. (31), 
(32), (33)) 

d{s) exp I f - 1 (cT - T + 1) + ''^^ ••• + ''" + ^ ^ Î + 

+ ' - -^ + - t Z ^ + !2 _ 1 + ü _ 1 _ 1 _ ^ J l i X 
4 4 2 4 2(y - 1) 2 

/3 r 1 , , ^ T + 1 \ \ • 

V4 2 2 JJ 
= J M _ ^ » " / 2 ~ l - l ( y - l ) - ( < T - t + l ) + £(3r/4 + (T + T/2) 

ist, was zu beweisen war. Für j5 = + oo setzen wir überall l/(y — 1) = 0 und führen 
analoge Rechnungen durch. Die Richtigkeit dieses Verfahrens folgs aus dieser Über­
legung: Für] ß =z +QO hot man im Hilfssatz 1 der Abhandlung [6] die triviale Als-
chätzung V ^ M. Daraus folgt im Hilfsatz 2 der Abhandlung [6] für die Anzahl der 
Systeme (/î^, k^\ . . .; h^, /cj eine Alschätzung nach oben mit d{s) 2(̂ +"^2+...+m(r)(i+e)̂  
Damit dürfen wir für ^ = + oo in (14) 1/(7 — 1) = 0 setzen. Wir bekommen auf diese 
Weise, daß der linke Ausdruck in (28) höchstens gleich 

J(e). , r / 2 - l - ( f f - T + l ) + e 

für rj ^ 2 (1 ^ j g T — 1), Tj ^ 4 (T ^ j ^ cj) ist, wie behauptet. Indem man 
£, C, D drei Folgen £„ -> 0, C„ -> 0, D„ -> +00 durchlaufen läßt, bekommt man da­
raus den Satz 1. 

Durch geringe Modifikation des eben durchgeführten Summationsverfahrens er­
halten wir den 

Satz 2. £5 sei a ^ 3, ganz; Vj seien ganz, rj ^ 1 (7 = 1, 2 , . . . , (т), r^ + Г2 + . . . 
. . . -f r^ = r. Weiter sei т ganz, 3 g т ^ er; â  > 0 (j = 1, 2, ..., т — 1). M r 
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setzen ß{oc2l^i^ •'•^^x~il^i) = ß- ^^^^ 9^^^ /^' ' ' f<^^t alle positiven Wertsysteme 

(a^, . . . , a^) und für jedes e > 0 

(34) PQ{X) = o(x^/^^(^^-^^^^>^/^^-^>-^^0 , 

T - l <T 

wo я = i X Min (r̂ -, 2ßl{ß ~ 1)) + i E Min (r̂ -, 4) ist. Dabei setzen wir 1/()5-1) = 0, 
j=l j=x 

2ßl{ß - 1) = 2für ß = +00. 

Der Satz 2 enthält die Jarniksche Behauptung II als Spezialfall für j5 = 2, т = 3. 
Setzen wir formal т = а + 1, so bekommen wir den Satz 3 der Abhandlung [6]. 

Alle Ergebnisse samt Beweisen lassen sich unmittelbar auf etwas allgemeinere 
Formen der Gestalt 

Ô(") = E ^j Qji^up ^2,p •. •; Urj,j) {^j > 0) 0' = 1,2,..., a) 

übertragen, wo die quadratischen Formen Qj {j = 1, 2, . . . , a) positiv définit sind, 

und ganzzahlige Koeffizienten haben. 
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