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Czechoslovak Mathematical Journal, 20 (95) 1970, Praha

UBER GITTERPUNKTE IN MEHRDIMENSIONALEN ELLIPSOIDEN
(ZWEITE ABHANDLUNG)

BoHusLAV Divi§, Praha

(Eingelangt am 23. April 1969)

Es sei ¢ = 2, ganz; seien r; 2 1, ganz (j =1,2,...,0), ;>0 (1 £/ < o).
In dieser Arbeit betrachten wir quadratische Formen der Gestalt

a

(1) ou) = Zlocj(ufJ +uz; .+ u,zj,j).

Jj=

Mit Vy(x) bezeichnen wir den Inhalt des Ellipsoides Q(u) < x, mit A,(x) dann die
Anzahl der Gitterpunkte im abgeschlossenen Ellipsoid Q(u) < x, d. h.

o) = Y 1.
Q) =x
SchlieBlich setzen wir

Po(x) = Ag(x) — Vo(x).

Der Verlauf von Py(x) war schon Gegenstand mehrerer Untersuchungen. In einer
fritheren Arbeit (vgl. [5]) haben wir eine ziemlich ausfiihrliche Einleitung in diese
Problematik vero6ffentlicht, wofiir wir hier nur einige Ergebnisse erwahnen, die sich
unmittelbar auf die vorliegende Arbeit beziehen. Wir setzen r = ry + r, + ... + 1.
Dann ist folgendes bekannt:

L. Fiir fast alle positiven Wertsysteme (o, a5, ..., ,) (im Sinne des Lebesgueschen
Maf@begriffes) und fiir jedes ¢ > 0 gilt

) Po(x) = O (exp {(g - ij:zlmm (r4) + s> Ig x})

fiir die Formen der Gestalt (1) mit ry + r, + ... + r, > 4 (vgl. [1]).

Fiir weitere Zwecke fithren wir noch eine Bezeichnung ein. Sei k = 1, ganz, und
d; (j=1,2,..., k) seien reell. Wir bezeichnen mit B(6,, d,, ..., ;) die obere
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Grenze derjenigen o, fiir welche das System der Ungleichungen

<L G=12..8

q

Pj

i

unendlich viele Lésungen mit ganzzahligen (k + 1)-Tupeln {py Pans - --» Pins dufnz1>
g, — + oo hat. Jetzt ist folgendes bekannt (vgl. [4]):

II. Es sei 0 = 3, P(ay/e;) = 2. Dann gilt fiir fast alle positiven Wertsysteme
(o3, 4, ..., @) und fiir jedes & > 0 die Formel (2), fiir die Formen der Gestalt (1).
In dieser Abhandlung beweisen wir folgenden

Satz 1. Es sei 6 = 3, ganz; seien r; ganz (j =12,.., 6), F=ry+r,+...+71,.
Weiter sei © ganz, 3<t=<0; ;>0 (j=1,2,...,t — 1). Wir setzen B(ozfory,
aafory, ooy t_yfay) = B Sei r;=2B/(B—1) (j=12,...,t1—1), r;24 (j=
=1,...,0). Dann gilt fiir fast alle positiven Wertsysteme (a,, 01, ---, %) und fiir
jedese > 0

— r/2=1—-1/(f—1)—(a+1—T)+¢
(3) Py(x) = O(x )

fiir die Formen der Gestalt (1). Fiir p = +oo setzen wir dabei 1/(f — 1) =0,
28)(8 — 1) = 2.

Die zum Beweis benutzt methode wurde von V. JARNIK (vgl. [4]) iibernommen.
Zunichst beweisen wir zwei Hilfssdtze. Im folgenden seien die Zahlen a > 0, t ganz,
35t=<0, a0 .00y, a;>0(1<j<t—1), C, D, 0<C < Min(a,...
ooy Oey), D > Max (ay, ..., &), € > 0 gegeben. Mit ¢, meistens ohne Indizes,
bezeichnen wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von o, 7, ¢4, ..., %1, a, C,
D, ¢ abhingen (so daB z. B. ¢* + 5S¢ = c ist). Mit pu bezeichnen wir unterschiedslos
komplexe Funktionen irgendwelcher Veranderlichen, welche dem Betrage nach hoch-
stens 1 sind.

Wir betrachten ganzzahlige Systeme
4 {his oo hgskyy o kgsnyg, ..ongs 0} = {h, k,n, o},
0>0,h;>0,n

J

(5) M(h, k, n, o)

;20,0<k; £2000 Fiir jedes solche System sei

die Menge aller Punkte o0 = (ot,, 0 g, -+, ) des Wirfels

o),

C<o;<D (5]

IIA

zu welchen es wenigstens ein reelles ¢ gibt, so dal3

©)

a .
k.. omite (] -
I
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ist. Wenn I, my, m,, ..., m, ganze nichtnegative Zahlen sind mit m; < o, sagen wir,
das System (4) und genau so die Menge (5) gehort zur Klasse

(7) K(I,my, ..., mg, nq, ..., n,) = K(I,m, n,0),

als 28 < hy <291 2M <k < 2 (j = 1,2,..., o) ist. Fiir jedes « = (%, ..., %,)
sei

(8) N(l, m, n, g, o)

die Anzahl derjenigen Mengen (5) der Klasse (7), welche den Punkt o = (o, ..., &,)
enthalten. Unser Zijel ist eine Abschitzung der Anzahl (8) zu finden, welche fiir fast
alle o = (a,, ..., o,) unseres Wiirfels C < «; < D gelten wiirde. Dabei beschrinken
wir uns nur auf solche Klassen (7), fiir welche

) m; +n,=my, +n,

I
i\

= My + Reoyqs

1\

= me + f,

(10) m, 4+ n, =My + 0 =
gilt. Wir unterscheiden zwei Fille:
A m;+n=Zm + n.; B. m; +n, <m,+ n,.

Fall A. Soll ein Punkt o = (a,, ..., %,) in der Menge (5) der Klasse (7) liegen, so
muf}

(11) l__h_l.__l& <__—_.f (j=2,...,0')
o ke ooy ko 2™ mite

sein. Daraus folgt

(12) c.2l™m > % <c.2'"™ fiir o>c.

J

Weiter sei immer ¢ > ¢,. Fiir die Anzahl v der Lésungen des Systems von Unglei-
chungen

(13)

4
2mj+n,-+g

(G=2..,1-1)

mit ganzzahligen 2(t — 1)-Tupeln (hy, ..., ho_y, ky, ..., ko), welche iiberdies alle
bisher eingefiihrten Bedingungen erfiillen, haben wir nach dem Hilfssatz 2 der
Abhandlung [6] die Formel

(14) v =pc. 2(l+m2+...+m,_1)(1+e)+(m1+...+m,-z"'n,_x—g)/(}'—1) ,
als y > Blayfoy, ..., o, q[ory) ist.
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Fiir jedes solche 2(¢r — 1)-Tupel und fiir beliebig gegebene h,, k., ..., h,, k, mit
2™ < k; < 2™* ! hat die Menge der Punkte o = (a,, ..., &,) des Wiirfels C < o; < D
(j = 1...., 0), welche die Ungleichungen (11) fiir j = =, ..., ¢ erfiillen, das MaB

(15) ucHz"H‘l"j_"j_Q_l‘

j=t
Dabei ist nach (12) h; < ¢.2'"™~™. Die Summe der Mafe aller nichtleeren Mengen

(5) der Klasse (7) ist also gleich dem Produkt von (14), (15) und pc H 2t 2mimm { h,
gleich pc F(I, m, n, 0), wo

a
(16) F([ m. n Q) — 2(l+m2+...+m,~1)(1+g)+(ml+,..+m,_2—n,_,—g)/(y—|)H omi=nj=e
b b b
Jj=t

ist. Das MaB der Menge derjenigen o = (a,, ..., %,), fiir welche
(17) N(I, m, n, 0, %) > F(I, m, n, g) . 2¢H+mitotmetmt.tnote)

ist, ist also gleich
—e(l+my+...+mg+ny+...+tna+p)

ue .2
Summieren wir diesen Ausdruck iiber I, m, ..., m,, ny, ..., n,, so bekommen wir
eine konvergente Reihe. Es gilt also: die Menge derjenigen Punkte o, fiir welche die
Ungleichung (17) fiir unendlich viele Klassen K(I, m, n, ¢) gilt, hat das MaB Null.
Daraus folgt

Hilfssatz 1. Fast alle Punkte o = (,, ..., 0,) des Wirfels C < a; < D haben
folgende Eigenschaft: Es gibt (von a,, ..., o, abhingig) eine Zahl g, > 0, so daf
fiir alle Klassen K(l, m, n, ¢) des Falles A fiir ¢ > ¢, folgende Ungleichung gilt:

(18) N(I, m, n, 0, 2) < F(I, n, m, ) . 2!t otmetmttnoto)

Fall B. Soll ein Punkt « = («, ..., o,) in der Menge (5) der Klasse (7) im Falle B
liegen, so muB wegen (6), (9) wieder (13) erfiillt sein. Die Anzahl der zugehorigen
2(t — 1)-Tupel (hy, ky, ..., ho_y, k._,) ist wieder gleich (14). Fiir jedes solche 2(t — 1)-
Tupel mul3 weiter

<c,2TmTmTe

sein, was bei gegebenen h,, k, fiir o, ein Intervall der Linge puc.27'"™ "¢ gibt. Bei
festem «, und festen h,, k., ..., h,, k, muB weiter (bei o > t) gelten:

20 L oo pmmimmie (j=r+ 1,...,0),
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was ein (o — t)-dimensionales Intervall ergibt, dessen Inhalt pe [ 2™ "~
Jj=t+1

ist (vgl. (12)). Weil die Anzahl der zugehérigen Systeme (h,, k., ..., h,, k,) gleich

pe []22m% 7™ ist, ist die Summe der MaBe aller nichtleeren Mengen (5) der Klasse

j=t
(7) gleich pe G(I, m, n, ), wo
(19) G(l, m, n, Q) - 2(l+mz+...+m,-1)(l+c)+(m;+...+m,,z—nt—1—0)/(}’—1) x

o
X 22m,—-m1—n1—g H 2mj—nj—g

j=t+1

ist. Daraus folgt dhnlich wie im Falle A

Hilfssatz 2. Fast alle Punkte o = (cx,, e oc,) des Wiirfels C < a; < D haben folgen-
de Eigenschaft: Es gibt (von a,, ..., o, abhdngig) eine Zahl oo > 0, so daf fiir alle
Klassen K(I, m, n, 0) des Falles B mit ¢ > ¢, die Ungleichung

(20) N(l,m,n,0,2) £ G(I, m,n, o). 2etdmit . tmotny o tnate)

gilt.
Bemerken wir, daf3

(21) G(l, m,n,0).27™ " = F(I, m, n,0).27™ ™™
ist.

Beweis des Satzes 1. Wir wihlen 2° < /x < 2"l und sei f < 400, f <y <
< + o0. Wir setzen

+ 00
0(s) = 3 e™™ fir Res> 0,

m= — o0

(22) B A = Max n , o z=x"", 5= 1 + it (treell).
X v

Isjse &

Dann gilt (vgl. [3], §2)

23 Pyo(x) = O x"" + x"*7 'z + - ‘
: /4 /2-1 1
z

Alyx

07 (a25) .. 0°(5)| Min (1, £2) %) .

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dall unter unseren Voraussetzungen
stets r[2—1 —1/(B —1) = (6 + 1 — 1) = r[4 ist. Es ist ndmlich immer g >
>(t—1))(r—2)>1,t23 und damit also r2 -1 - 1/(f-1)—(c+1—-1) 2
a M~ DB -1+ 4o -+ 1)~ 1 —1(f-1)—(0+1-1)=
= P4+ 3(x ~ DB~ 1) — BB~ 1) =rf4+ Y(BI(E — D) = 3) 2 rf4 st
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Daraus folgt, daB3 es folgendes zu beweisen geniigt: fiir jedes € > 0 ist

4 ! J
Z ) alyx

fiir fast alle o = (t,, ..., o) (s = 1/x + if). Wir legen jetzt bei gegebenem x > 1 auf
das Intervall —oo < t < + oo alle Farey-Briiche h/k, wobei h 20, 0 < k £ Jx,
(h, k) = 1 und konstruieren noch ihre Medianten, d. h. alle Zahlen (h + h)/(k + k),
wo h[k,h[k zwei benachbarte unter unseren Farey-Briichen sind. Wir bezeichnen
mit B, , das linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen Endpunkte
zwei benachbarte Medianten sind, und welches den Punkt h/ k enthilt. Diese Intervalle
iiberdecken dann liickenlos die ganze reelle Achse und sind paarweise punktfremd.
Jetzt ist folgendes bekannt (vgl. [2]): Wenn ¢ im Intervall (27/a;) B, liegt, dann ist')

0" (235) .. 07°(,)| Min (1, tz)% = (21D =t

. d . . 1 . 1 2
(25) |0(x;)| < T Min [/x, m (Mm (a, 5) = a). )
i o; k

Bekanntlich ist weiter

(26) B, < <ﬁ ! h + —-1 )

Kk kx ko kx

Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalles {A4/{/x, o) gibt es jetzt eindeutig 2o
Zahlen hy, ky, ..., h,, k,, so daB ¢ im Durchschnitt der ¢ Intervalle (27/a,) By, 4, - --
..., (2nfo,) By, liegt. Wenn ¢ im Durchschnitt der Intervalle (2zfay) By, 4, ---
..., (2n|a,) B, . liegt, dann gibt es nach (26) genau ein System der ganzen nicht-

negativen Zahlen (ny, n,, ..., n,), so daB
1 o; . 1
(27) e Lt - E (j=1,2,...,o')
2 x| k| 2k Jx

ist, mit Ausnahme der Punkte ¢ = 2nh;fo;k; (j = 1,2, ..., 6). Wir definieren jetzt
abzihlbar viele Mengen M(h, k, n) = M(hy, ky, ny; ... sh,, k,, n,) folgenderweise:
wenn hy, ..., by, ky, ..., kg, 1y, ..., n, ganze Zahlen sind, so daB h; >0, 0 < k; <
SJx, (hpk)=1,n;20 (j=1,2,...,0), sei M(h, k, n) Menge derjenigen ¢,
welche im Durchschnitt der Intervalle (27/a;) By, i, (j = 1,2, ..., 0), {4//X, )
liegen und die Ungleichungen (27) erfiillen. Die Mengen M(h, k, n) sind paarweise
disjunkt und iiberdecken das ganze Intervall {4/\/x, o) mit Ausnahme abzihlbar
vieler Punkte ¢ = 2zh;ja;k; (j = 1,2, ..., o).

1y Wenn I = {a,, a,) und a; > 0, dann bedeute a3/ das Intervall {a,as, a,as).

2) Mit d bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, welche nur von o, ay, ®,, ...
cees Oy Py, Fpy ...y Fg, v abhiingen.
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Um (24) zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, daB fiir jedes & > 0 (es geniigt
hinreichend klein)

(28) ) f
hy ,k} M M(kk,n)

ho ko no

— O(Xr/z—l -1/(3=1)=(s+1 —r)+e(3r/4+o'+t/2))

0(cry5) ... 0"(a,5)| Min (L , 1) de _
tz

t

mits = 1/x + it fiir fast alle « = (,, ..., &,) ist. Aus Symmetriegriinden beschrinken
wir uns dabei auf jene M(h, k, n), fiir welche

(29) 2k, = 2"k,
(30) Vo, =ik, = ... = 2"k,

1\

22"k

=1

gilt. Diese Mengen MM(h, k, n) werden wir weiter folgendermaBen klassifizieren. Wir
sagen, daBl die Menge M(h, k, n) zur Klasse K(I, m, n) = K(I; my, ny;...; m,, n,)
(I, m;, n; ganz, nichtnegativ) gehort, wenn 2' < hy <2, 2™ < k; < 2"
(j = 1,2, ..., 0) ist. Jede Menge M(h, k, n) gehort genau zu einer Klasse K(I, m, n).
Dabei konnen wir uns auf jene R(I, m, n) beschrinken, fiir welche 2™ < /x (j =
=1,2,...,0) ist. Wir bemerken noch:

1. Ist MY(h, k, n) eine nichtleere Menge der Klasse K(1, m, n), dann ist ihr Maf im
Falle A héchstens gleich ¢/2™ "™ (/x, im Falle B héchstens gleich ¢[2"™ " /x.

2. Ist t € M(h, k, n) der Klasse K(I, m, n), dann ist nach (25)
c : mj+n .
|0(ozjs)‘ < 727‘7Mm (Vx, y2m* jf/x) (j=12..0).

3. Ist 1€ M(h, k, n) der Klasse K(I, m, n), dann ist ¢.2'™™ < ¢ < c.2'™™ fiir
x> c.

4. Ist die Menge M(h, k, n) nichtleer, dann gibt es ein reelles ¢, fiir welches (6) mit
a = 2n/C gilt, d. h. bei dieser Wahl von a ist « € M(h, k, n, ¢), so daB die Anzahl
der nichtleeren Mengen M(h, k, n) der Klasse K(I, m, n) gleich N(I, m, n, o, «) ist.
Nach den Hilfssdtzen 1,2 ist fiir fast alle Punkte a = (a,, ..., o,) des Wiirfels C <
< a; < D die Ungleichung (18) bzw. (20) erfiillt, sobald g, also x hinreichend groB
ist. Wir wahlen ein solches a.

Es sei jetzt € mit

0<e<Min(——, Min »(r,—--22), -
T4+ 1 15jzc-16 y —1 y —1

gegeben, und wir untersuchen das Integral in (28). Zunachst schitzen wir

3e
(31) Min l,l < 1 =x3"/4-1~ fir e <.
3¢

1z tz t
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Weiter schétzen wir (vgl. die Bemerkungen 1.—4.):

S
hykjan J ek k my

a rj/4

X7 Min (xrj/“, 2m,»rj/z+njrj/2) G(l, m, n, Q) pe(lFmyt o tmetnit... tngte) 3)
. il2 ’
j=12m"

dt 2m,(1+3s) e —12
07 (oy5) ... 07(t,5)] rEET < d(e) Zam; gmeney =172 o

X

sowohl im Falle A, als auch im Falle B (vgl. (21)). Dabei ist iiber solche I, m;, n; zu
summieren, fiir welche gilt: 1 >0, n; 20, m; 20, 2™ = {/x (j =12,..,0),
my+nyZ2my+n,=...Z2m_y+n_y, Me+n My + Ny =..2m, +
+ n,. Weiter ist noch 2¢ < /x < 2°*!. Der Ausdruck (32) ist also hochstens gleich

(33) d(s) X426 -1)=(e—t+1)/2+¢/2 Z zmn(—r1/2+1/(7—1)+48)+"1(—1+8) X

my,ny
=2

x Min (x71/'4, 2mm/2+nm/2) I‘I Z 2m1(—r1/2+y/(v—1)+26)+"j8 X
Jj=2mjn;

% Min (xrj/4’ 2m_,-r,-/2+njr_,~/2) Z 2m,_((—r,_|/2+1+22)+nz—1(—1/(?_1)+5) X

Me—1 Nz -1

a
% Min (xr,_|/4’ 2m,_1r,-1/2+n,-1r,_|/2)1—1 Z 2nxj(—rj/2+l+e)+nj(—1+a) x

Jj=t mj.nj

x Mm (xrj/4, zmjrj/Z +njr_,-/2) Z 2—1& X
1

Folglich bekommen wir fiir t £ j < o:

Z 2mj(-r,-/2+1+c)+nj(—1+s) Min (er/4, 2'11j7‘j/2+"jfj/2) §

amjtnj< x

< d 2m,v(1+a)+nj(rj/2-1+e) < _\_/_'_x 1+£2n_,-(rj/2-1+-e) .
<de) ¥ sd0) ¥ (L -

amitnj< x 2Mi<yx

d(g)xuzn/z Z 2nj(rj/2—‘2)§d(e)xrj/4—1/2+£ fiir 7.

J
2Mi<yx

4.

Z 2mj(—r_,-/2+ 1+e)+nj(—1+¢) Min (er/4, 2mjr1/2 +njrj/2) <
2m_,*+nj>\/x

IA

N Til4 mi(—rj/2+1+¢) ﬁ 5—1_ rj/4—=1/2+¢/2
d(e) x > 2 = d(e) x X

m
2mj< x 2™

% Z 2mj(‘rj/2+2) § d(é‘) xrj/4—!/2+s fir r.

2 4.
2Mi< yx

3) Mit d(¢) bezeichnen wir unterschiedslos positive Konstanten, die nur von g, 7, «;, ®,, ...
ciuy gy Py ..o, Ty, ¥, & abhingen.
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Weiter schétzen wir die Summe iiber m,_,, n,_, in (33) ab:

1+2¢
Z gme-1(L+2e) +ne—i(re-1/2=1/(7= D ¥e) < d(s) Z (\/X> %

Ne—1
2me-1tne-1 <y 2Me-1<yx 2

X 2":—1(":—1/2—‘/()'*‘1)'“:) — d(s) x1/2+e Z znf-ltr,-nll—y/(y—1)—:) <

2Me=1<x

L

=51

Z X" ,/421n,_1(~r‘_|/2+ L+2e)+ne—1(e=1/(y—1)) §

< d(e) xTe- AT IR0 DY fige

2Me-1tne-15 /x

IIA

-1/(y—-1)
< d(&) XMe-1l4 Z gme-i(=re=1/2+1+2e) ( \/X >E y
2"':—1

2Me-1< /x

< d(E) x':—1/4—l/2(1—1)+6/2 z 2”&—1(‘":—1/2+‘//(v_1)+8) <

2Me- 12 x

< d(e) x = /ATI2OTDE fige oy 2 26

=1 ﬂ—-l
Jetzt sei2 < j <1 — 2:

\/x y/(y—1)+2¢
z 2m,'(}’/(7—l)+28)+nj(r1-/2+£) < d(&‘) Z v 2n,~(rj/2+s) <

nj
zmj+n1:<_Jx 2Mi<yx 2

< d(&‘) x2Gr=1+e Z onilril2=v/(y=1)=2) < d(s) x4 te fiir r; > i
2Mi < x p—1

Z xrj/42mj(~rj/2+y/(y—1)+25)+n_,-s < d(é‘) Vrj/42(m1+n|)a Z 2'"j(“rj/2+y/(‘/_1)+2£)s

amjtnjs yx 2Misyx

< d(e) xR2mImE fir ;2 —— .

]-—ﬁ_l

SchlieBlich schitzen wir die Summe iiber m, n, in (33) ab:

\/X 1/(y—1)+4e )
Z 27"1(1/0'1)+4c)+n1(r1/2—1+e) < d(s) y‘ ( > 2”1("1/2—l+e) <
= 2 =

M
2m;+n1§\/x 2M < Jx

< d(g) X207 0%z Y guli2rio= D30 <

2M<yx

< d(e) XAt fiir op >
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Z x'1/42"ll(“'1/2+ 1/(y—1)+4e)+ny(—1+¢)+(my+ny)re <

2ml+"1>Jx

IIA

. B . \/x (t+1)e—1
< d(s) x"/ Z omi(=ri/2+1/(x=1) (r+4)e)< )

2m < x 2m

< d(&‘) xr1/4‘1/2+((1’+1)/2)£ z omi(=ri/2+y/(y=1)+3¢) <

2Mm1 < /x

< d(&) xr1/4—1/2+((r+1)/2)s fiir r > 2ﬂ .

Damit haben wir gezeigt, daB der linke Ausdruck in (28) héchstens gleich (vgl. (31),

(32), (33)

1 Fot oo+ 1 Felq 1
d(e) ex ——(-1+ )+ """ T = - — 4
© p{( SRR : T
g2t o 1 or 1 ot
4 4 2 4 20y — 1) 2

3
X € —r+l+a--r-l-1+1+T—3+T+1 lgxi =
4 2 2
_ d(s) N/2=1- 1= = (e =T+ 1) +e(3r/4+0+1/2)

ist, was zu beweisen war. Fiir § = + oo setzen wir iiberall 1/(y — 1) = 0 und fiihren
analoge Rechnungen durch. Die Richtigkeit dieses Verfahrens folgs aus dieser Uber-
legung: Fiir; B = +oo hot man im Hilfssatz 1 der Abhandlung [6] die triviale Als-
chitzung v < M. Daraus folgt im Hilfsatz 2 der Abhandlung [6] fiir die Anzahl der
Systeme (hy, ki3 ...; h,, k,) eine Alschitzung nach oben mit d(g) 2¢/Fm2+ - tmo) L +e)
Damit diirfen wir fiir = + oo in (14) 1/(y — 1) = 0 setzen. Wir bekommen auf diese
Weise, daBl der linke Ausdruck in (28) hochstens gleich

d(é‘) xr/Z—l —(c—t+1)+e¢

fir ;22 (1<j<t-1), r;24 (rt £j =< o) ist, wic behauptet. Indem man
e, C, D drei Folgen ¢, - 0, C, — 0, D, > + oo durchlaufen 1aBt, bekommt man da-
raus den Satz 1.

Durch geringe Modifikation des eben durchgefiihrten Summationsverfahrens er-
halten wir den ‘

Satz 2. Es sei 0 = 3, ganz; r; seien ganz, r; 2 1 (j = 1,2, ...,0), 1y + 1, + ...
.+ 1, =r. Weiter sei t ganz, 3<t<0; ;>0 (j=1,2,...,7 —1). Wir
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setzen P(asfay, ..., d—yfoy) = p. Dann gilt fiir fast alle positiven Wertsysteme
(o - .., #,) und fiir jedes e > 0

(34) PQ(X) — 0(xr/2+((f—3)/2)ﬂ/(/1— l)—}-+£) ,

-1

wol = gf z Min (r;, 2B/(B — 1)) + } ;; Z Min (r;, 4) ist. Dabei setzen wir 1/(f—1) =0,
2B|(B — 1) =2 fiir B = + 0.

Der Satz 2 enthélt die Jarniksche Behauptung II als Spezialfall fiir f =2, 7 = 3.
Setzen wir formal © = ¢ + 1, so bekommen wir den Satz 3 der Abhandlung [6]

Alle Ergebnisse samt Beweisen lassen sich unmittelbar auf etwas allgemeinere
Formen der Gestalt

0(u) =Zlaj Quy jiuzjssu,,;) (>0 (j=12,..,0)
=

iibertragen, wo die quadratischen Formen Q; (j = 1,2, ..., o) positiv definit sind,
und ganzzahlige Koeffizienten haben.
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