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Czechoslovak Mathematical Journal, 20 (95) 1970, Praha 

REGULARITE DE L'EVOLUTION LINEAIRE ISOCHRONE 

MIROSLAV SUVA, Praha 

(Recule 11 mars 1969) 

Le présent article est consacré à l'étude des équations de l'évolution linéaire iso
chrone d'ordre un et deux 

(I) u'{t) + Л u{t) = h{t) , 

u{0+) = X , 

(II) w'tO + ^ w(0 = K^) ' 
w(0+) = X , w'(0+) = y 

où Ä est un opérateur non-négatif autoadjoint dans un espace de Hilbert. 
On peut montrer que l'étude des équations du type м̂ "̂ (̂ ) + A u(t) == h{t), w(0+) = 

= Xj, ..., гг"~ (̂0+) = x„ est, pour A non-négatif autoadjoint et n ^ 3, vide de sens. 
Voir [12]. 

Le cas hétérochrone, où le coefficient A dépend de temps, n'est pas considéré ici. 

Les points centrais, ce sont la régularité et le lissage des solutions des équations 
(I), (II) hi l'opérateur A est un opérateur différentiel elliptique. Il se montre qu'il 
s'agit de deux problèmes suivants: d'interpoler une puissance fractionnaire convenable 
de A et de transporter cette interpolation en temps sur une solution donnée u. 

Pour l'histoire et d'autre remarques, voir le commentaire à la fin de l'article. 
Il y a dix sections: 1. Préliminaire, 2. Opérateurs non-négatifs autoadjoints, 

3. Equations d'évolution, 4. Transport de l'interpolation sur l'évolution, 5. Transitivité 
et reactivité d'opérateurs, 6. Opérateurs différentiels elliptiques, 7. Régularité de 
l'évolution, générée par des opérateurs elliptiques, 8. Lissage de l'évolution, générée 
par des opérateurs elliptiques, 9. Appendice de la réactivité, 10. Commentaire. 

On voit de cette liste que les sections 1 — 5 ont un caractère abstrait. Il serait peut-
être bon que le lecteur lise ces parties abstraites parallèlement avec l'exposition de 
certains cas spéciaux qui sont considérés dans les sections 6 — 8. 
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1. PRÉLIMINAIRES 

1.1. On Utilisera fréquemment les notions et notations courantes dans [1], [2]. En 
outre, rappelons quelques différences. On désignera par: (l) R le corps des nombres 
réels, (2) R^ l'ensemble de nombres positifs, (3) R^, d = 1,2, ... l'espace numérique 

d 

d-dimensionel, R^ = R x ... x R, avec la norme \\^\\ = ||(^i, ^2^ •••? Cd)| = Z |Crî  
1 d ' r = l 

(4) E, El, E2, --. des espaces de Banach réels quelconques dont les normes sont écrites 
simplement ||. |] ou si nécessaire ||. Ц̂ , ||. Ц̂ ,̂ [|. Ц^̂ ' • • •' (5) H, H^, Я2, . . . des espaces 
de Hilbert réels quelconques avec les normes ||. [|, ||. Ця̂  || • lUi? • • • ^t avec les produits 
scalaires < . , .> ,< . , . >н» < • ? • )HIÎ • • • (6) ^'^{E^, E2) l'ensemble des opérateurs linéaires 
и avec 0 Ф D(ï7) ç E„ ^U) ç E2 (£"'(£) = ^''{E, E)), (7) £(£1, E2) l'espace 
de Banach des opérateurs de £^(Ei , E2), partout définis et continus, avec la norme 
usuelle qui s'écrit, si nécessaire, ||. ||S(£J,E2) (^(^) — ̂ (^» ^))» {^) U^ == I pour tout 
C/e £+(£). 

Les résultats utilisés dans ce qui suit sont à trouver dans [ l ] , [2], [8], [9], en 
particulier en ce qui est du calcul différentiel et intégral des fonctions vectorielles, 
voir [9], chap. III. 

1.2. Soient С/ G £^(£) et g un espace de Banach. On dit que l'espace Q interpole 
l'opérateur U supérieurement (inférieurement} si 

(I) Ъ{и) ^ Q 

(II) il existe une constante К telle que, quel que soit x e Î)(C/), 

(1) \\x\\, + \\Ux\\, ^ K\\xU MQ è ^(ll^iU + \\UX\\E)] . 

Si l'espace Q interpole l'opérateur U tel inférieurement que supérieurement, on dit 
simplement que Q interpole U. 

1.3. Proposition. Soient U e 2^{E) et Q un espace de Banach. Lorsque (a) Ъ{и) n 
n Q est fermé dans Q, {ß)l + U est biunivoque et (/ + U)~^ e 2{E), alors Г espace Q 
interpole l'opérateur U inférieurement si et seulement s4l Vinterpole supérieure
ment. 

Autrement dit, sous les hypothèses (a),{ß), l'interpolation inférieure ou supérieure 
implique Г interpolation {cfr. 1,2). 

P reuve . Soit QQ l'espace de Banach Ъ{и) n Q muni de la norme de Q. Dans le 
cas de l'interpolation supérieure, QQ — Ъ{и) et / + t/ est une transformation linéaire 
continu de QQ sur E et, dans le cas de l'interpolation inférieure, QQ = T)(C/) et (/ + 
+ 1/)"^ est une transformation continue de E sur QQ ce qui s'obtient aisément 
grâce à l'identité (/ + L/)~^ + U{l + t /)"^ = / . Alors il suffit de se servir du théo
rème de Banach du graphe fermé. 
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1.4. Proposition. Soient U E2^[E) et Q un espace de Banach. Si l'opérateur U 
est fermé et Vespace Q interpole l'opérateur U supérieurement, alors '^(U) est 
fermé dans Q. 

La p reuve est presque immédiate. 

1.5. Soit U E 2^{E). On désigne par (ô((7) la completion de l'espace '^{U) muni 
de la norme 

Il est clair que ©([/) est un espace de Banach. 

1.6. Proposition. Soit U e fi"^(£). Si l'opérateur U est fermé, alors 

(I) Ци) = Ци), 
(II) l'espace (5(U) interpole l'opérateur U . 

La preuve est immédiate. 

1.7. Soit d e {1,2, ...] et Q un ouvert dans R'^. On désignera par (l) Q-^ E 
l'ensemble de toutes les fonctions sur Q avec valeurs dans E, (2) CCC{Q, E) le sous-
ensemble de ß -» £ de toutes les fonctions continues sur Q, (3) CC{Q, E) le sous-
ensemble de CCC{Q, É) des fonctions bornées sur tout borné X ^ Q, (4) C{Q, E) 
l'espace de Banach des fonctions bo rnées / e CCC{Q. E) avec la norme ||/||с(Г2,£) = 
= sup ||/(01|5 (5) CU{Q, É) le sous-espace de C{Q, E) des fonctions uniformément 

teQ 

continues sur Q, (6) Q^ E l'ensemble de fonctions mesurables de Q -^ E, 
(7) MMM{Q, É) l'ensemble des fonctions de ß z j £ bornées sur tout compact X ^ Q, 
(8) MM{Q, E) l'ensemble des fonctions de ß z> £ bornées sur tout borné X я Q, 
(9) M{Q, E) l'espace de Banach des fonctions presque bornée f eQzXE, muni de la 
norme 

||/||м(л,£) = sup ess | | / (0 | | . 

Soit encore 1 ^ p < oo. Alors on désignera par (10) LLLjp, E) l'ensemble des 
fonctions feQZXE pour lesquelles ^x | | /W||^ '̂̂  "^ ^ ^^^ tout compact X ^ Q, 
(U) LLp{Q, E) comme (10) avec /;̂ ^ | | / ( т )р dt < oo sur tout borné X ^ Q, 
(12) Lp{f2, E) l'espace de Banach des fonctions/ G Q^ E telles que J^ | | / (т )р dt < oo, 
muni de la norme 

II/IU, (ß.£) Ijl/Wpd^]' 

Si £ = Ĵ  on omet le symbol R (on écrit C{Q) au lieu de C(Q, R) etc.) Aussi l'indice p 
est souvent omis si p = 1, 
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1.8. Soit N = {о, 1, ...} et J 6 ( l , 2, . . . } . Les éléments de la puissance cartésienne 
N"^ = N X N X . . . X iV seront appelés les multi-indices (de longueur d). 

1 2 d 
(] 

Pour ï eN^, on écrit \i\ = ^ i^. Pour iJeN^, i g j signifie i^ ^ j \ , v = 1,2, . . . , J. 

Dans les sommes, on écrit souvent ^ au lieu de ^ etc. 
\i\=k ieN<i 

\i\=k 

1.9. Soient J e {1, 2, ...} et ß un ouvert dans R^. On désignera par Co{Q, E) l'en
semble de toutes les fonctions cp e Q -^ E indéfiniment continûment dérivables au sens 
classique et aux supports compacts dans Q (la fermeture de {(̂  : (p{C) + 0} est une 
partie compacte de Q), 

On écrit C^{Q) au lieu de C^(ß, R). 
Si r EN^ est un multi-indice et cp e CQ{Q, £), on désignera par D^'cp la dérivée 

partielle {d''lô^\') {d'^jd^'^) ...{d'^jd^) cp au sens classique. 

1.10. Soient J G ( l , 2 , . . . } , iQ un ouvert dans R^ Qt r e N^, On dit que une fonction 
X e Q -^ E possède la dérivée r-ième (au sens de Sobolev) si x e LLL{Q, E) et s'il 
existe une fonction y e LLL(Q, E) telle que, pour toute (p e CQ{Q), on a 

(p{ri) x{f]) df] = ( D » {f]) y{ri) dri 
J Q J Q 

Cette fonction y sera désignée par D^x. 
Il est clair que cette dérivée est déterminée presque partout. 
Soit V = 1, 2, ..., J et r = (0, ..., 0, 1,0,... , 0). Au lieu de D^'x, on écrit souvent 

D^x (la dérivée partielle première au sens de Sobolev par rapport à la variable ^v)-
Soit m G (0, 1, . . . } . On dit que une fonction x e Q -^ E Qst m-fois derivable si elle 

possède la dérivée r-ième pour tout r G N^, \r\ ^ m. 
Dans tout l'article on ne considère que les dérivées au sens de Sobolev, que nous 

venons de définir. 

1,11. Soient d G {1, 2, ...}, Q un ouvert dans R^ QI m = (0, 1,. . .}. Si Ф{и, E) est 
une des familles de 1,7 à l'exception de (l) et (6), on définit la famille Ф^'"\и, E) 
comme suit: x e Ф^'^^и, E) si et seulement si D'^x e Ф(о, E) pour tout r e N^, \r\ ^ m. 

Si Ф(0, E) est en plus un espace de Banach (les cas (4), (5), (9), (12)), on munit 
Ф^'^^и, E) de la norme 

La fermeture de C^(ß, E) dans Ф^"'\и, E) sera désignée par é^^'^Q E) 
Comme dans 1,7, on écrit Ф(-)(0) au lieu de Ф^^\и^ R) et W ß ) au lieu de 

Ф^'"\Q,R). ^ ^ ^ . 
En outre, on écrit, comme d'habitude, W',-\Q) au lieu de Ь^^Ш et l'indice V = 1 

est souvent omis. p \ / ^ 
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1Д2. Lemme. Soit d e [i,2, ...} et Q un ouvert dans R^. Pour tout x e M^^\Q, E), 
on a 

pour presque tout ^-^, ^2 ^ ^• 

P reuve . Il est facile de construire une suite {Qp}'^ des ouverts 
00 

(2) \J^p-^, 
p = 0 

(3) V (-, Qp\ ç Q pour tout p e {l, 2, ...} , 

où F(e, K) est e-voisinage de l'ensemble К dans R^. 
Posons maintenant pour p e {1,2, .,.] 

(4) x^{i) = / f ^ . f 'x{Ç + ri) drj pour ^€Q^, 
J 0 J 0 

d 

(5) ^pfâ = 0 pour < ^ € ß \ ß p . 

En outre, on écrit pour p e {l, 2 , . . . } , v = 1, 2 , . . . , d, 

(6) /;Xi) = ? " ( " / . . . f ' о Д . ^ + ri) dt, p o u r ^ € ß p , 
Jo Jo 

(7) /Л^) = ^ pour c ^ e ß - ß , . 

Si l'on écrit (4) sous la forme 

x,(^) = / ... x{ri)drj 
J 1̂ J d̂ 

on voit aisément que 

(8) Xp est continue sur Qp , p e {1,2, ...] . 

Par la même méthode, on obtient que 

(9) y^J^ est continue sur Qp, p e {1,2, ...} , v = 1,2, ..., с 

De plus, on obtient aisément de (4) que, pour p e {1,2, ...} 

(10) Xp est derivable sur Qp , 

(11) D,^xi) = y';Ki) 

pour presque ^ e Qp, v = 1, 2, ..., d. 
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Il s'ensuit donc de (8 )~ ( l l ) que 

(12) Xp est continûment derivable sur Qp, j? e {l, 2, . . .} . 

On peut donc utiliser le théorème des accroissements finis et on déduit de (12) 

(13) ЦхД^О - хХШ й ^г - ^г\ Ï sup \у^:РЩ 
V = l ^6ßp 

p o u r t o u t (^1, ^ 2 ^ % -

D'autre part, il résulte du théorème de Luzin que 

(14) x , ( 0 - A^). y';4) -> ßv x ( 0 (p -^ 00) 

presque partout sur Q. 

On déduit aisément de (13) et (14) que 

V = l 

S 11^1 - m ЫмаНи,Е) 

pour presuqe tout ĉ ,̂ ^2 ^ ^» ce que implique (1). 

1,13. Proposition. Soit d e {1 ,2 , . . . } , Q un ouvert dans R^ et m e { 0 , 1,. . .}. 
Pour tout X G M^'"'^^\Q) et pour presque tout ^1 , ^2 ^ O, on a 

(1) \\D' x(^0 - D' x(^,)i ^ 11̂1 - ,̂11 ||xlU<...)(„.B). 

Le p reuve résulte sans peine du lemme 1,12 par récurrence sur m. 

R e m a r q u e . Il est clair de 1,13 que nos espaces M^'^^^^Q, É), т б { 0 , 1,.. .}, 
coincident avec les espaces С '̂" '̂̂ (Й) de [4] pour les ouverts bornés Q я R^. 

1Д4. Proposition. Soient U e 2^{É) et Q un espace de Banach. Si Q interpole 
inférieurement l'opérateur U, alors, pour toute feLL[R^,É) et UfeLL[R^,É) 
{feCCC{R^, E) et UfeCCC{R^, E)}, on a feLL{R^, Q) {fe CCCiR"-, Q)]. 

Preuve . Si feCCC{R^,E) et Uf e CCC(R^, É), alors la conclusion fe 
e CCC{R^, Q) résulte immédiatement de la définition 1,2. Le cas général en découle 
sans peine si l'on approxime / par les fonctions continues (p. ex. polygonales). 

1,15. Proposition. Soient U, Q comme dans 1,14. Si Q interpole supérieurement 
l'opérateur U, alors, pour tout fonction f e LL{R^, Q) [CCC{R^, Q)}, on afe 
G ЩР"^, E) et Vf e LL{R^, E) {/ e CCC{R'^, E) et Uf s CCC{R^, E)}. 

La preuve est analogique à celle de 1,14. 
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R e m a r q u e . Les propositions 1,14 et 1,15 peuvent être généralisées dans divers 
directions. 

1Д6. Proposition. Soit l / G £^(£) et f e R^ -^ E. Si l'opérateur U est fermé, 
feLL{R'^, E) et Uf G LL{R^, E), alors, pour tout a > 0, 

(1) r/(T)dTGÎ)(l/), 

(2) U 
»a \ л а 

/ ( T ) d r ) = [ / / (T)dT 
0 / Jo 

Pour la p reuve , voir [9] th. 3.7.12. 

1Д7. Proposition. Soient f e R^ ^ E et Ф e R^ -^ 2{E). Si feLL{R^,É), 
11̂ (011 ^ 1 + ^ pour tout t e R^ et la fonction Ф(.) x est continue pour tout x e E, 
alors 

(1) f ' f V ( T - a)f{cF) da di = f Y f ' ^Ф{cт)f{т) da) dt -
J o j o JoVJo / 

= f f K^)fb " ^)d(jdT = f И Ф{т)f{a)da\dт 
J o J o JoVJo / 

quel que soit t e R^. 

Preuve. Soit t e R^ Qt Z = [{a, т) :0 < a < t < t}. 
La fonction Ф(т — ci)f{(r) est évidemment mesurable sur Q et [|Ф(т — Ö")/((T)|| ^ 

^ (1 + (т — а)) ||/(ö-)|| d'où on obtient aisément que Ф(т — Ö-)/(<T) est intégrable 
sur Q. En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire pour tout t e R"^: 

K. \ Ф{т - a) f{a) do- dr = Ф(т - a) f{a) da dz = 
J о J о J z 

= f Y ГФ(Т - a)f{a) d^ d^ = f Y [' 4 ^ ) f{<y) à^ àa 

ce qui est la première ligne de (1). 

La seconde se démontre de la même façon et enfin, l'idçntité 

I ( I Ф(т - a)f{a)da\dT = | | Ф ^ Д т - <T)dadT 

s'obtient par une substitution linéaire évidente. 
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2. OPERATEURS NON-NEGATIFS AUTOADJOINTS 

2Д. Dans toute la section 2, one se donne un espace de Hubert H et un opérateur 
fixe A G £'*'(Я), non-négatif et autoadjoint, c'est-à-dire 

(1) {Ax, x} ^ 0 pour tout X G D{Ä) (non-négatif) . 

(2) Л* = Л (autoadjoint) . 

2.2. La décomposition spectrale de l'opérateur A sera marquée par ^ . On trouve, 
en vertu de 2,1 (2), que la masse de la mesure spectrale^ est concentrée sur Ä* .̂ 

Rappelons encore que l'on utilisera souvent dans les démonstrations la théorie des 
fonctions d'un opérateur autoadjoint, étudiée en détails dans [ l ] , chap. VIL Les 
démonstrations connues ou aisées seront omises. 

2.3. Proposition. Eopérateur A est fermé et densement défini. Pour tout Я > 0, 
l'opérateur U -{• A est biunivoque [AI + A)~^ e £(Я) et \\[ÀI + Л)~^|| й Я~Ч 

2.4. Soit a > О et Я ^ 0. On définit (Я/ + Af comme suit: x G ЩМ + Af) 
si et seulement si j ^ (Я + cr)̂ "" |i^(^^) ^ i ^ < ^l P îis on pose 

/*00 

(1) (Я/ + Afx =^ \ (Я + af P{da) x . 

2.5. Proposition. Pour tout A ̂  0, (Я/ + Ау = И + A, 

2.6. Proposition. Pour tout a ^ 0, ß ^ 0 et À ^ 0, 

(1) (Я/ + Ay^P = {XI + АУ {И + АУ . 

2.7. Proposition. Pour tout 0 ^ ß й o:, X ^ 0, 

(1) D((A/ + АУ) 3 Т)((Я/ -f АУ), 

(2) ||(Я/ + АУ X\\ ^ \\x\\ + ||(Я/ 4- v4)̂  x|| 

ромг tout X G Х)((Я/ + АУ). 

2.8. Proposition. Pour fowf a ^ 0 et À ^ 0, les opérateurs XI + Л^ et {XI + Л)'' 
5on^ non-négatifs, autoadjoints, fermés et densement définis. Pour tout a ^ 0 et 
X > 0, les opérateurs XI H- A"" et {XI + Ay sont biunivoques et [Я/ + Л"^]"^ et 
[{XI + Ayy e 2{E), 
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2,9. Proposition. Pour tout a ^ 0 et À > 0, 

(1) ЦА") = ЦП + A") = Ц(А1 + Af) , 

(2) \\x\\ è ГЧ\(Л + Afxl , \\A'x\\ ^ ГЧ\{и + Л ) - x|j . 

(3) ||(Я/ + AfxW ^ 24-\l\x\\ + ЦА'ХЦ) 

pour tout X e ЦА"). 

2,10. Proposition. Pour tout A ^ 0, 

(1) [{Л + Af^'Y =M + A, 

(2) ||(Д/ + ЛУ^' xP = ЯЦхр + (Ах, X} 

pour tout X e Т)(Л). 

Les preuves des propositions 2,5 — 2,10 sont faciles directement de la définition 2,4 
en vertu du calcul opératoire (cfr. 2,2). 

2Д1. Proposition. Soient f e R^ -> H et 0 ^ ^ g a. Si feLL{R^, H) . 
. {CCC{R^, H)} et AJ G LL(jR+, H) {CCC{R^, Я)}, alors A^f e LL{R^, H) . 
. {CCC{R^, H)]. 

Preuve. Four f e CCC(R^, H), c'est une conséquence immédiate de 2,7. Pour 
feLL{R^,H), on procède comme d'habitude en approximant / par les fonctions 
de CCC{R^,H). 

2Д2. Sur Х)(Л), on introduit une nouvelle norme 

qui sera appelée la norme de Friedrichs. 
On vérifie sans peine que l'ensemble '^{A), muni de cette norme, devient un espace 

préhilbertien. 

Comme \x\^ è ||x||, la completion de D(^) peut être immergée dans l'espace H 
lui-même et cette completion sera désignée par %{Ä) et appelée l'espace de Friedrichs. 

Remarque. Dans 2,12, il s'agit de la construction, bien connue et due à Friedrichs. 

2,13. Proposition. Pour l'opérateur A, on a 

(1) ^{A) = ^{A'f^) = î)(/ + Л /̂2) = Щ1 + АУ^'), 

(2) И . = (NP + K^^-IIT^ 
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Preuve. D'abord, en vertu de 2,7 et 2,9 (l) 

(3) ЦА) ^ЦА^'^), 

(4) ЦА) Ç Щ1 + AY'^) , 

(5) ЦА'1^) = Ъ{1 + A'i^) = Ъ{{1 + Ä)"^) . 

D'après 2,10 

(6) \\-и-{ЬГ + ¥"Ч'У'' = Ш^^У''4 
pour tout :x G 1 (̂Л). 

Maintenant, on va montrer 

(7) %{A) ç Ъ{А'1^) = î)(/ + A'!^) = D((/ + Л) ' / ' ) , 

(8) l'identité (6) a lieu pour tout x G g(^) . 

En effet, soit x G ^ ( Л ) . D'après la définition 2,12 il existe une suite x̂  G Т)(Л) telle 
que Xfc -> X dans g(^). En vertu de (6) A^'^Xj, est convergente et, par conséquent, 
comme A^'^ est fermé d'après 2,8, on a x G Ъ{А^1^) ce qui, avec (3) et (4), vérifie (7). 
Enfin, (8) résulte immédiatement de (6) vu que, d'après 2,8, l'opérateur (/ + Äf'^ 
est aussi fermé. 

Pour compléter la preuve il suffit de démontrer, en vertu de (5), que 

(9) î)((7 + АУ>') £ Ъ{А) . 

Soit donc X G î)((/ + Ay^). Comme X)((/ + Ay^^) est dense dans Я d'après 2,8, 
on trouve une suite yj, G Î ) ( ( / + Ay^^) telle que ŷ  -> (/ + A)^'^ x {k-^ oo). Posons 
Xfc = [(/ + Ay^^•]^~^ jfc ce qui est toujours possible d'après 2,8. En conséquence de 
la même proposition 

(10) Xfc ~> X et (/ + Ay^^ Xk = Ук -> (/ + АУ^^ X (/С -> OO) . 

Mais il est clair de la définition de x̂  que x̂  G 2)(((/ + ^)^^^)^) et comme, d'après 
2,6 et 2,5, X)(((/ + Л)̂ ^ )̂2) = Ц1 + A) = ЦА), on a X;, G D ( ^ ) . Ceci entraîne vu 
(10) que Xfc est convergente aussi dans g (̂̂ ) et, par conséquent x G 5 (Л) , d'où (9). 

Cela achève la preuve. 

Remarque. Cette proposition est, en principe, connue (cfr. [3], p. 621). Mais 
notre formulation est un peu plus complète et c'est pourquoi nous avons ajouté 
la preuve. 

3. EQUATIONS D'ÉVOLUTION 

Note. Dans toute la section 3, on reste dans le cadre des suppositions 2,1. 
En outre, ^ sera la décomposition spectrale de Л G £ ^ ( Я ) (cfr. 2,2). 
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ЗД« On posera pour x e H, t e R^ 

(1) 

(2) 

(3) 

Щ X = e-" ^(do-) X + ^({0}) X , 
JR + 

Щ X = COS (t ^a) aP{à<T) X + ^({0}) x , 
J R + 

5 (̂r) X = sin {t ^a) ^{àa) x . 

Ces définitions sont bien justifiées. Notons encore, pour plus de sûreté, que ^({O}) 
signifie la masse de la mesure spectrale ^ sur l'ensemble {O}. 

3.2. Proposition. Pour tout t e R^, 

(1) Щ,Щ,Ще&{Н), 

(2) 14011^1. W O l l ^ i . IHOII^ i . 

3.3. Proposition. Pour tout x e H et t e R^, 

(1) la fonction ê[.) X est continue , 

(2) 4 0 ^ -̂  ^ (̂  -> 0+) , 

(3) 

(4) 

Г ^ (T) хате Ъ{А) , 

Ä <^{т)хат = X - Щх 

3,4. Proposition. Pour tout x e H et t e R^ 

(1) la fonction ^ ( . ) X est continue, 

(2) Щ x-> X {t-^0+), 

(3) 

(4) 

(5) 

(cr) X do- d i G Х)(Л), 

^((T) X d(7 dr = X ~ ^{t) X , 
0 Jo 

Г(т) X dT e Х)(Л^/^) , 
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(6) A^^^ Г ^(т) X dt = ^{t) X , 

(7) la fonction 6^{.) x est continue , 

(8) Щх-^0 (f->0+), 

(9) f V ( T ) X dT e Х)(Л /̂2) , 
Jo 

(10) Л /̂̂  Г У'(т) X dt = X - <̂ (r) X . 

3.5. Proposition. Pour tout x e Х)(Л) еГ f e î "*", 

(1) S'(T) ЛХ dt = X - Щ X . 

3.6. Proposition. Pour tout x e T>{Ä^^^') et t e R^, 

(1) 1 ^(T) Л '̂̂ ^Х dT - ^{i) X , 

(2) 1 C$̂ (T) Л^/^Х dT = X - ^(0 X . 

3.7. Proposition. Soient a ^ 0, Я ̂  0 ef iT" = ^, ^, ^ resp. Powr ôwf x e 1)((Я/ + 
+ A)"') et teR^, on a 

(1) -^(0 X G D((A/ + Af) , 

(2) (Я/ + Af W{t) X = ir(r) (Я/ + Л)̂  X . 

Les preuves de 3,2 — 3,7 résultent immédiatement du calcul opératoire (cfr. 2,2). 

3.8. Proposition. Soient ueR^-^Hetne (l , 2, ...}. Si 

(a) и E CCC{R^, Я) , ue LL{R^, H) 

(ß) f ' p - Г''и{т„)ат„,.,ат,ЕЪ{А) 
Jo J 0 Jo 

pour tout t e R^, 

(Y) М(^) + Л ••• ^ W '̂̂ и ••• d'̂ i — ^ P^^^ ̂ "̂̂  ^ e jR"̂  , 
J 0 J 0 J 0 

alors и est identiquement nulle. 
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Preuve . On procède comme chez MAURIN [5] (chap. XVIII, §2, p. 431) dans le 
cas n = 2. Les détails de cette adaptation seront laissés au lecteur. 

3,9. Théorème de l'existence de l'évolution parabolique. Pour tout x e H et he 
ELL{R'^, Я), il existe une et une seule fonction и e R^ -^ H, appelée solution,, 
vérifiant 

(I) 

(П) 

(III) 

pour tout î e R'^. 

ue^R'^^H), 

f*î 

M(T) dT G T)[Ä) pour tout t e R'^ , 
0 

u{t) + Ä U{T) ÛT = X + к{т) dt 
Jo Jo 

3,10. Théorème de la structure de l'évolution parabolique. Pour tout x e H, he 
6 LL{R^, H) et ne LL{R*, H), qui vérifient 3,9 (il), (III), on a 

(1) 

(2) 

pour tout t E R'^, 

и G CCC{R'^, H) , u{t) -> x{t -^ 0+) ., 

u(t) = Щ X + \ S'{t ~ T) к{т:) dt 

Les p reuves de 3,9 et 3,10 seront données simultanément. 

Soient X E H, he LL{R^, H) et soit и la fonction, définie par 3,10 (2). 

Il est clair que, en conséquence de 3,2 et 3,3 (1), (2), que (1) a lieu. 

Si l'on intègre 3,10 (2) sur (0, r), on obtient 

(3) 
/•r /»f i*t /*T 

U{T) dt = <Г(т) X dr + ^ ( T - cr) h{a) da йт 
Jo Jo J o j o 

pour tout Î E R'^, 

II résulte de 3,3 (3), (4) que 

(4) 

(5) 

j (f (<j) к{т) da = ЦЛ) 

A j é'{a) h{z) da = /г(т) - ^{t - т) h{x) 

quelque soit t E R'^\ О < x < t. 
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Il est clair, vu 3,2 et 3,3 (l), (2) que l'on peut appliquer la proposition 1,17 d'où, 
'Cn vertu de (4), (5), 2,3 et 1,16: 

(6) I I (Г(т - (j) h(a) àa dt G ЦА) , 
Jo Jo 

(7) ^ 1 1 ^(^ ~ ^) ^(^) ^^ ^^ ^ 
Jo Jo 

/Z(T) dr - ^(^ - T) /Ï(T) d i 
Jo J 0 

p o u r tout ï G R"*". 

Ceci étant, les identités 3,3 (3), (4) et les formules (l), (3), (6), (7) déjà démontrées, 
nous permettent de vérifier sans peine les propriétés 3,9 (l) —(III) pour u, défini par 
ЗД0 (2). 

L'unicité, découlant facilement de 3,8, complète les preuves de 3,9 et 3,10, 

ЗД1. Théorème de la structure de l'intégrale de l'évolution parabolique. Pour tout 
xeH,he LL{R^, H) et и e LL{R^, Я), qui vérifient 3,9 (II), (III), on a 

(1) j U{T) dt G ЦА) , 

(2) A U{T) dt = X + /г(т) dt - Щ x - S{t ~ т) h{x) d i 
J 0 J 0 J 0 

pour tout t e R'^. 

Preuve . On voit sans difficulté que le théorème 3,10 a lieu et donc les énoncées 
(1), (2) s'ensuivent immédiatement de 3,10 (2) à l'aide de 3,3, 1,16 et 1,17. 

ЗД2. Théorème de la structure de la dérivée de l'évolution parabolique. Pour tout 
X G Ъ{А), h G LL{R^, Я), Ah e LL{R^, H) et и e LL(JR+, Я), qui vérifient 3,9 (II), 

(ni), 

(1) il existe une dérivée u' e LLL(R^, H) telle que u' — h e CCC{R^, H) 

et u'{t) ~ h{t) -> -Ax{t -^ 0+) , 

(2) u{t)e^{A), 

(3) u^t) + Au{t) = h(t), 

(4) u^t) = -Щ Ax - \ S{t - T) Л h{x) dt + h{t) 

pour tout t e R^, 
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Preuve . Il est clair que le théorème 3,10 est applicable et donc, on peut exprimer и 
par la formule 3,10 (2). 

En outre, le second membre de (4) définit une fonction que nous désignerons par v. 
Il est clair de 3,2 et 3,3 (1), (2) que 

(5) V e LL{R^, Я) , v - he CCC{R'^, H) , 

v{t) - h{t) -^ -Ax (t -^ 0+) . 

Nous allons d'abord démontrer que 

(6) u(t) — X = \ Î;(T) d i pour t e R^ . 

Il résulte de 3,5 (l) que 

r*t-t 

(7) ^((T) A /Z(T) da = /I(T) - é{t - т) /I(T) 

pour tout t e R^, 0 < T < t. 
Mais la proposition 1,17 nous donne, en vertu de (7), pour tout t e R^, 

(8) I l ^(T - (T) Л h{a) d((j) dt = j /Z(T) dt - j S{t - T) /Ï(T) dt 
J o j o Jo J o 

ce qui avec 3,5 (1) implique (6). 

En utilisant (5) et (6), on obtient immédiatement (1) et (4). 

Pour obtenir (3), (4), on dérive 3,9 (III) par rapport à t en tenant compte que l'opé
rateur A est fermé d'après 2,3 et que encore les propriétés 3,9 (I), (II) ont lieu. 

La preuve est ainsi complète. 

ЗДЗ. Théorème de l'existence de l'évolution hyperbolique. Pour tout x, y e H et 
h e LL(R^, H), il existe une et une seule fonction и e R^ -^ H, appelée solution, 
vérifiant 

(I) ueLL{R^,H), 

(II) u{a) dor dr e Ъ{А) pour tout t e R^ , 
Jo Jo 

(III) u{t) -^ An \ u{a) d(7dz\ = X -{- ty + \ \ h{a) da dt 

pour tout t e R^. 
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3,14. Théorème de la structure de l'évolution hyperbolique. Pour x, y^H, he 
G ЩК"^, H) et и e ЩК"^, Я), qui vérifient 3,13 (II), (lll), on a 

(1) ueCCC{R^,H), ti(r)-> x(f-> 0+) , 

(2) u{t) = Щ X + \ ^ ( T ) J di + j I ^ ( T - (j) h{a) da di 
J 0 J 0 J 0 

pour tout t e R^. 

Preuve . On va prouver ЗДЗ et 3,14 ensemble. 
Soit donc и la fonction défini par 3,14 (2). Il est immédiat, en conséquence de 3,2 (2) 

et 3,4 (1), (2) que (1) a lieu. 
En intégrant deux fois 3,14 (2) on obtient pour tout teR^ 

(3) 
0 J 

ii{a) der di = 
0 J 0 J 0 

J 0 J 0 J 0 

T r»t i*x ^a 

^{a) X dcj di + ^{Q) y àq ào di + 
3 J 0 J 0 J 0 

{Q - ê) /î((̂ ) d^ àa dT . 

/I((T) d^ d^ G Ъ{А) , 

Il résulte de 3,4 (3), (4) que 

l*x-a Л 

(4) 
Jo Jo 

(5) A j f V((^) /Î((T) d^ dg = h{a) - ^ ( i - (т) /Z(<T) 
J 0 J 0 

pour tout T G R^, 0 < a < T. 
En outre, si Fon écrit d'après 1,17 en vertu de 3,2 et 3,4 (1), (2), 

f*t p^ Л<7 

Jo J 0 J 0 
Цд ~ ^) h{i) di dg da dt = 

= f Ч Y f ' Y [ V(^) h{a) d A dg\ da dx , 
J o J o V J o VJo / / 

on obtient de (4), (5), 2,3 et 1,16 

(6) f ' f ' Г Г ^Щ) h{g) di dg da dx e Ъ{Л) , 
J o J o J o J o 

(7) л f ' f ' г [" V(0 /i(e) d̂  de da dt = 
J o J o J o J o 

= [ { h{(r) da dz- j 
J о J о Jo 

(т — a) h{a) da dr 
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Alors, les relations 3,4 (3) —(4) et les formules (l), (3), (6), (7) déjà démontrées nous 
permettent de vérifier aisément les propriétés 3,13 (l) —(lll) pour и défini par 3,14 (2). 

L'unicité, découlant immédiatement de 3,8, nous permet d'achever les preuves tel 
de 3,13 que de 3,14. 

ЗД5. Théorème de la structure de l'intégrale de l'évolution hyperbolique. Pour tout 
x,yeH,he LL{R^, H) et и e LL{R^, H), qui vérifient 3,13 (II), (lll), on a 

(1) и{т)етеЦА'^^) 

(2) A'-^^ f W(T) ÛT = 6e{î) x+[ ^ ( T ) J; d i + f [ £^{т - a) h{a) da dz 
Jo Jo J o j o 

pour tout t G R^. 

Preuve . Comme le théorème 3,14 a évidemment lieu, on déduit (1) (2) aisément 
de ЗД4 (2) à l'aide de 3,4, 1,16 et 1,17. 

3,16, Théorème de la structure de l'intégrale seconde de l'évolution hyperbolique. 
Pour tout x,yeH,he LL{R^, H) et и e LL{R^, H), qui vérifient 3,13 (II), (III), on a 

(1) Г ^ u{a)dadTeT){A), 
Jo J 0 

(2) ^ "(^) ^^ '̂̂  "" ^ + 0̂  + K^) d<̂  ^'^ -
J o J o J o J o 

-Щ X - \ Щ ydT - \ j ^ ( T - Ö-) h{a) da dr 
Jo JoJo 

pour tout t e R^. 

Preuve . Il est clair que le théorème 3,14 est applicable et par conséquent, on déduit 
(1), (2) de 3,14 (2) à l'aide de 3,4, 1,16 et 1,17. 

ЗД7. Théorème de la structure de l'évolution hyperbolique et de sa dérivée première. 
Pour tout X G Т)(Л^/^), ye H, he ЩР"^, H) et и e LL{R^ , H) qui vérifient 3,13 (II), 
(III), on a 

(1) yl^/^wGCCC(i^^,H), A'^^u{t)~^A'^^x ( t - > 0 + ) , 

(2) A'^^ u{t) = Щ A'^^x + Щ y + f V(r - T) /Ï(T) dt 

pour tout t e R^, 
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(3) il existe une dérivée u' telle que u' e CCCiR"^, H) et u'{t) ~¥ y [t -^ 0+), 

(4) f u{x) dt G Ъ{А), 

(5) u'{i) + Л j Ü(T) dt = X + j /I(T) d i , 

J 0 Jo 

(6) u'{t) = -Щ A^l^x + ^(0 y + I ^(r - T) /Î(T) dr 

pour ôŵ  t e R^. 

Preuve. Comme le théorème 3,14 est évidemment applicable, on peut exprimer la 
fonction и sous la forme 3,14 (2) et les énoncés (l), (2) en résultent grâce à 3,4, 3,7 et 
1,16. 

En outre, le second membre de (6) nous définit une fonction que nous allons dési
gner par V. Il est immédiat de 3,4 (l), (2), (7), (8) que 

(7) t;eCCC(R^,H), v{t)-^ y (t-> 0+) . 

Il importe de démontrer d'abord 

(8) u{t) - ^ = I î W dT pour tout t e R'^ . 

Mais c'est immédiat de 3,6 (2) et 1,17. 
Donc, (7) et (8) impliquent (3) et (6). 
Pour obtenir (4), (5), on dérive 3,13 (lll) par rapport à t compte tenu que l'opéra

teur A est fermé d'après 2,3 et que encore les propriétés 3,13 (I), (II) ont lieu. 

ЗД8. Théorème de la structure de la dérivée seconde de l'évolution hyperbolique. 
Pour tout X G ЦА), y G ЦА^^^), h G LL{R^, H) A^'^h G LL{R^, H) et и s LL{R^, Я), 
qui vérifient 3,13 (il), (III), on a 

(1) il existe une dérivée seconde u" G LLL[R^, H) telle que u' — h e CCC{R^, Я), 
u'{t) ~ h{t) -> -Ax{t -y 0+), 

(2) u{t) G ЦА) , 

(3) u\t) + A u{t) = h{t) , 

(4) u'Xi) = -Щ Ax ~ ^{t) A'^^y - { ^{t - T) h{x) dt + h{t) 

pour tout t e R^. 
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Preuve. Comme le théorème ЗД7 est évidemment applicable, on peut exprimer u' 
sous la forme 3,17 (6). 

En outre, le second membre de (4) nous définit une fonction que nous désignerons 
par V. Il est clair de 3,4 (1), (2), (7), (8) que 

(5) V G LL{R^, H), V - he CCC{R^, H), 

v{t) - h{t)-^ -Ax (r-> 0+). 

Nous démontrons d'abord que 

(6) u'{t) - y = [ V{T) dr pour tout te R^ . 

Il résulte de 3,6 (2) que 

(7) Г V((j) A'^^ h{T) d{a) = /Î(T) - ^{t - T) /I(T) 

pour tout t G R^, 0 < T < t. 

Mais si l'on se sert de 1,17, on déduit de (7) pour tout t e R"^ 

(8) Г fV(T ~ a) A^l^ h{(7) àa dr = ^\{т) dt - f ^{t - T) /I(T) di 
Jo jo Jo Jo 

ce qui avec 3,6 (l), (2) implique (6). 
En utilisant (5) et (6) on obtient immédiatement (1) et (4). 
Pour obtenir (2), (3), on dérive 3,17 (6) par rapport a t compte tenu que l'opéra

teur A est fermé d'après 2,3 et que encore les propriétés 3,6 (1) (2) ont lieu. 
La preuve est complète. 

3,19. Jusqu'à présent, nous avons étudié les problèmes de Cauchy abstraits de 
types: 

(1) u'{t) + A u{t) = h{t) , M(0+) = X , 

(2) u\t) + Au{t) = h{t), u{0^) = x,, 4 0 + ) - X 2 , 

où A est un opérateur non-négatif autoadjoint. Mais ces problèmes ne sont que des 
cas spéciaux du problème général 

(3) u^^ + Au{t) = h{t), u{0^) = x,, 4 0 + ) = X2,..., w<"-i)(0+) = x„, 

A restant l'opérateur non-négatif autoadjoint. Alors la question naturelle se pose si 
l'on ne peut construire une théorie générale pour (3) qui résoudrait les cas (1), (2) 
simultanément comme les cas spéciaux du problème (3). 
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Malheureusement, dans cette voie, on trouve des obstacles très sérieux. C'est en 
particulier la non-existence de l'intégrale complète de l'équation homogène 

(4) u^^\t) + Л u{t) = 0 , t/(0+) = .. . = u^"-^\0+) = 0 , w^""^X^+) = X 

pour /î ^ 3 (cfr. 3,1). 

Ces questions seront élucidées en détails dans l'article [12] qui se trouve en pré
paration. 

Mais ces faits ne sont pas surprenenats du point de vue de physique car on ne con
naît aucune équation d'ordre trois ou supérieur en temps qui décriverait des phéno
mènes physiques évolutifs. 

4. TRANSPORT DE L'INTERPOLATION SUR L'ÉVOLUTION 

Note . Dans toute la section 4, on reste dans le cadre des suppositions 2,1. 

4Д. Théorème du transport de l'interpolation sur l'évolution parabolique. Soient 
oc ^ 0, Q un espace de Banach et K^, K2 deux constantes. Si 

(1) ЦА'') s Ô , 

(2) Щ„ + \\АЦ^йК,\\2\\^, 

(3) Иа й K,{\\z\\^ + \\АЦ„) 

quel que soit z e Ъ^А^), 

alors, pour tout xe T){Ä% h e LL{R^, H), Ä'h G LL{R^ , H) et и e LL{R^ , H), qui 
vérifient ensemble les propriétés 3,9 (II), (III), on a 

(4) xeQ, heLL{R^,Q), 

(5) ueCCC{R^,Q), u{t)-^ x{t -^ 0+) dans Q, 

(6) \\u{t)\\Q S K,K, 

pour tout t e R^. 

Preuve . Soient 

Mo + jj|%)I|ödTJ 

(7) X 6 ЦЛ^) , h G LL{R - ,̂ Я) , Ä'h e LL{R+, H) 

et M G i^+ -^ Я tels que 3,9 (I)~(III) ont lieu. 
L'énoncé (4) s'ensuit de (l), (3), (7) et 1,14. 
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En conséquence de (7), le théorème 3,10 a lieu et on peut exprimer и par la formule 
3,10(2). 

A l'aide de (7), 2,8, 3,7 et 1,16, on obtient de 3,10 (2): 

(8) Л" u{t) = Щ A^'x + SXt - T) Л" h{x) dt 
Jo 

pour tout t E R^, 

d'où sans peine en vertu de 3,2 et 3,3 (l), (2): 

(9) A^u e CCC{R^, H) , A^ u{t)-^ A^x (r-> 0+) . 

Alors l'énoncé (5) résulte de (9) et de 3,10 (l) à l'aide de (1), (3) et de la proposition 
1,14. 

L'inégalité (6) se déduit de (8) et de 3,10 (2) si l'on y fait des estimations d'après (2), 
(3) et 3,2 (2). 

La preuve est complète. 

4,2. Théorème du transport de l'interpolation sur l'intégrale de l'évolution parabo
lique. Soient a ^ 0, ß i , Q2 deux espaces de Banach et K^, K2 deux constantes. Si 

\z\\^ + \\АЦ„ й K,\\z\\^^ 
(0 
(2) 

pour tout X G 3)(Л"), 

(3) 15(л«^>)с=е, , 

(4) |lzl|,,^K3(||zI|, + IH-'zl|„) 
pour tout z e 1)(Л°''^'), 

alors, pour tout X e ЦЛ"), h e LL{R*, H), Ä'h e LIJ{R*, H) et и e ЩК*, H), qui 
satisfont à 3,9 (II), (III), 

(5) x e ß i , heLL{R\Q,), 

(6) Гм(т)атбССС(Я + , g , ) , Г м ( т ) а т ^ О ( г ^ 0 + ) dans Q^, 

(7) 

pour tout t G R^. 

U{T) dr <. 
Ô2 

(2+ 0^1^2Г1|х1|е.+jj!%)l|e.dt1 
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Preuve. Soient 

(8) хеЦЛ""), heLL{R'-,H), A^h e ЩК"", H) 

et M G R+ -^ Я tels que 3,9 (l)-(ll l) ont lieu. 
L'énoncé (5) s'ensuit de (8), (1), (2), 2,8, 1,4, 1,3 et 1,14. 
Il est, en outre, clair que le théorème 3,11 est applicable. Par conséquent, l'identité 

3,11 (2) a lieu. 
Il en résulte en vertu de (8), 2,8, 3,7 et 1,16: 

(9) A^^' ^ W(T) di = Л^х + f Л« /г(т) dz - Щ А'^х - | ^(t - т) А^ й(т) dt 
Jo Jo Jo 

pour tout t e R^, d'où sans peine à l'aide de 3,2 et 3,3 (1), (2), 

(10) Л«+1 Г W(T) dt G CCC{R^, H) , Л"+^ f W(T) dl -̂  О (f -> 0+) . 
Jo J 0 

En outre, il s'ensuit de 3,10 (1) que 

(11) ^ I W(T) dr G CCC(jR+, H), j M(T) dt -> 0 {t-^ 0+) . 
Jo J 0 

Alors, (6) résulte facilement de (10) et (il) à l'aide de (3), (4) et 1,14. 
En ce qui est de (7), on l'obtient de (9) et 3,11 (2) si l'on y fait des estimations 

d'après (2), (4) et 3,2 (2). 
La preuve est achevée. 

4,3. Théorème du transport de l'interpolation sur la dérivée de l'évolution parabolique« 
Soient a ^ 0, ß j , Q2 deux espaces de Banach et K^, K2 deux constantes. Si 

(1) ЦА^) £ ßi , 

(2) |zl|e, й K,{\\z\\„ + \\АЦ„) pour tout z 6 DiA") , 

(3) ЦА''^')яа,, 
(4) V llzIU+IH-^zlU^X.izlI,, 
pour tout z еХ)(Л°'"^^), 

alors, pour tout X e X)(4«+i)^ h G LL(JR ' ' , H) А'-^Ч G LL{R^, H) et и e LL{R^, Я ) , 
qui vérifient 3,9 (II), (III)^ on a 

(5) XGÔ2, heLLiR'-^Q^), 
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(6) il existe une dérivée première u' telle que u' — h e CCC(R^, Q^) et u(t) — 
~ h{t) -^ -Ax {t -> 0+) dans ß j , 

(7) l|u'(0 - KOIIQ. ^ K,K, ^\X\\Q^ + £ | |Кт)1а . d r j 

pour tout t e R'^, 

Preuve . Soient 

(8) хеЦЛ^^'), heLL{R'^,H), A^'^^h €LL{R^ ,H) 

et M G LL{R^, H) tels que 3,9 (II), (III) ont lieu. 
Il est clair que l'énoncé (5) est une conséquence immédiate de (8), (3), (4), 1,3 et 1,14. 

Il s'ensuit de 2,7 et 2,11 que 

(9) хеЦА), AheLL{R^,H). 

Vu (9), le théorème 3,12 est applicable et on peut trouver une dérivée u' e 
G LLL{R^, H) qui est exprimée par 3,12 (4). Cela entraîne, grâce à (8), 2,8, 3,7 et 1,16: 

(10) A\u'{t) - KO) = -ЩЛ^^'х - {t - т)А''''к{т:)ат 

pour tout t e R^. 
Alors, on déduit aisément de (8) et (10) à l'aide de 3,2 et 3,3 (l), (2) que 

(11) A%u - h)e CCC{R^, H) , 

A\u'{t) - h{t)) "> -A^x (t -> 0+) . 

En outre, 3,12 (l) implique 

(12) u' - he CCC{R^, H) , u\t) - h{t) -> ~Ax t-^ 0+ , 

En vertu de (1), (2) et 1,14, l'énoncé (6) découle de ( i l ) et (12). 

Pour démontrer (7), on fait des estimations d'après (2), (4) et 3,2 (2) dans (10) et 

3,12 (4). 

La preuve est complète. 

4,3*. Corollaires/ , en plus dans 4,3, heCCC{R^,H) et Ä'h e CCC{R^, H), 
alors 

(1) heCCC{R\Q,), 

(2) u' peut être choisie telle que u' e CCC{R^, ß i ) . 

P reuve . C'est clair de 4,3 (1), (2), de 1,14 et de 4,3 (6). 
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4,4. Théorème du transport de l'interpolation sur l'évolution hyperbolique. Soient 
^y 6? ^1? ^ 2 comme dans 4,1. Si les hypothèses de 4,1 (l) — (3) ont lieu, alors, pour 
tout X, y G Ъ{А% h G LL{R^, H), A^h e LL{R^, H) et и e LL{R^, H) qui vérifient 
ensemble les conditions 3,13 (II), (lll), on a 

(4) x,yeQ, heLL{R'-,Q), 

(5) ueCCC{R^,Q), u{t)-^ x ( t-> 0+) dans ß , 

(6) \\u{t% S K,K, ]^{_\\x\\^ + t\\y\\Q + ^ j j l 4 ^ ) i ô d r j 

quel que soit t G R^. 

Preuve . Soient 

(7) x,ye Ъ{А^) , h G LL{R ^ , Я) , A^h e LL{R+, H) 

et M G LL{R^, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu. 
L'énoncé (4) s'ensuit de 4,1 (1), (3), de (7) et de 1,14. 
En conséquence de (7), on peut exprimer и sous la forme 3,14 (2) d'où l'on déduit 

à l'aide de (7), 2,8, 3,7 et 1,16: 

(8) Л" u{t) = Щ A'x + Щ A^y d i + Г^(т - о) A^ h{a) der dt 
»I о J о J о 

pour chaque t^R^, 

d'où il est immédiat en vertu de 3,2 et 3,4 (l), (2), 

(9) A^ueC{R^,R), A^ u{t) ^ A^x (f-^ 0^.) . 

Alors l'énoncé (5) résulte de (9) et 3,14 (1) à l'aide de 4,1 (l), (3) et de la proposition 
1,14. 

L'inégalité (6) s'obtient de (8) et de 3,14 (2) si l'on y effectue les estimations d'après 

4,1 (2), (3) et 3,2 (2). 

La preuve est complète. 

4,5. Théorème du transport de l'interpolation sur l'intégrale de l'évolution hyperbo
lique. Soient a, ß^, ß2, X^, K2 comme dans 4,1. Si 

(1) (2) comme 4,2 (l), (2), 

(3) D(A^^^/^)^ß , , 

(4) ikllQ.^i^2(||z||H-f|H^^^/^z|U) 

pour tout ze T)(4°^+i/2^ 
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alors, pour tout x,ye ЦА"), h e Щк"-, H), A''h e Щк"", H) et и e LL{R*, H\ 
qui satisfont 3,13 (II), (Ш), on a 

(5) x,yeQ,,heLL{R\Q,), 

(6) I M(T) dT e ССС(Л + , Ô2) , | м(т) d t - + 0 ( ( ^ 0 + ) dans Ô2 , 

(7) W(T) dT ^ ( 1 + 0^1^2 
Qi 

II^IIQ. + ЧУЫ + t ши dt 
JO 

pour tout t e R^, 

Preuve . Soient 

(8) x,ye ЦА^) , h G LL{R "̂ , Я) , AVt e LL{R +, Я) 

et w G LL(jR+, Я) tels que 3,13 (II), (lll) ont lieu. 
L'énoncé (5) s'ensuit de (l), (2), 1,3 et 1,14. 

En vertu de (8), on peut exprimer Л^^^ Jo ^W ^'^ sous la forme 3,15 (2), d'où Ton 
déduit à l'aide de (8), 2,8, 3,7 et 1,16: 

(9) Л^+1/2 Г ^(^) ^^ _ Щ ^ a ^ ^ r^^^>j ^ a ^ ^^ ^ г r ^ ( ^ _ ^) ̂ a ;̂ (̂ >) J ^ ̂ ^ 

Jo Jo J o j o 

pour tout t e R'^, d'où il est immédiat en vertu de 3,2 et 3,4: 

(10) Л^^^/^ Ï\{T) dT G CCCiR"-, H) , Л«+^/^ Ги(т) dt -> О (г -> 0^) . 
Jo Jo 

En outre il s'ensuit de 3,14 (l) que 

(11) \ U{T) dx e CCC{R^, H) , f ы(т) d r -> 0 (f-> 0+) . 
Jo Jo 

Alors (6) résulte de (10) et (11) grâce à (1), (2), 1,3 et 1,14. 

L'inégalité (7) découle de (9) et 3,15 (2) à l'aide des estimations (2), (4) et de 3,3 (2). 

La preuve est complète. 

4,6. Théorème du transport de l'interpolation sur l'intégrale seconde de l'évolution 
hyperbolique. Soient a, ß i , Qa? ̂ ь ^ 2 comme dans 4,2. Si les hypothèses de 4,2 ont 
lieu, alors, pour tout x, y E X){A% h G LL{R^, H), A'^h G LL{R^, H)etue LL(R^, H), 

qui satisfont à 3,13 (II) —(III), on a 

(5) x,yeQ,, heLL{R*,Q,), 
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(6) и{а) da dr e CCC{R^, Qi) ^ \ \ и{(т) der di -> 0 {t -^ 0+) dans Q2 , 
0 J0 Jo J0 

(7) Г Ги(сг)а(тат|| ^ ( 2 + O ^ i ^ i H 
ilJoJo \\Q2 L 

^lle. + ЦУУг + ' jjl%)lla>dTj 

powr tout t e R^. 

La preuve est tout-à-fait analogue à celle de 4,5, mais on utilise 3,16 au lieu de 3,15, 

4,7. Théorème du transport de l'interpolation sur l'évolution hyperbolique et sur sa 
dérivée première. Soient a, g^, 62^^15 ^ 2 comme dans 4,3. Si 

(1), (2) comme 4,3 (1), (2), 

(3) 4A^''^')^Q2, 

(4) ||zlU + ЦЛ^'^'^Щн SK^4a. 
pour tout ze'l:){Ä''^^^% 

alors, pour tout X e Т)(Л^+^/^), y e ЦА% h e LL{R^, Я), Ä'h e LL{R^, H) et и e 
eLL{R'^\ H), qui vérifient 3,13 (II)-(III) , on a 

(5) XEQ,, yeQ,, hELL{R^,Q,), 

(6) и 6 CCC{R^, Ö2) . ^t) -^ X {t-^0+) dans 62 . 

(7) IIKOllö. ^i^i^2|||x||Q, + |blî 

powr /owf t e R'^^ 

. . j>( T)IIQ, d r 

(8) il existe une dérivée u' G LLL{R^, L2{Q)) telle que u' e CCC{R^, ß i ) et u'{t) 
-^ y {t -^ 0+) dans Ö1, 

(9) ||u'(Oi|Q. й K,K, Il 02 + Ы ъ^^Ш\а. dT 

pot/r /owf t e R^. 

Preuve . Soient 

(10) X e Х)(Л" + ^/^) , y e Х)(Л )̂ , h e LL{R^, H) , A^h) e LL{R^, H) 

et M G LL{R^, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu. 
L'énoncé (5) est une conséquence immédiate de (3), (4), (10), 1,3 et 1,14. 
En outre, il s'ensuit de 2,7 et 2,11 que 

(11) 
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Vu (10), le théorème 3,17 est applicable et on peut exprimer A^'^u et M', grâce 
à 3,17 (2) et (6), 3,7 et 1,16, sous la forme 

y(f - T) A" A(T) dr , 
0 

(12) A'^^'^ u{t) = Щ A"*"^ u{t) + y{t) Ay + 

(13) Л" u'{t) = - ^ ( 0 A''^^" u{t) + Щ АУ + {'Щ - г) A" й(т) dr 

pour tout 1 e R'^, d'où on déduit en vertu de (10), 3,2 et 3,4 

(14) A''^^'^ueCCC{R-',H), A""-''^ u{t) ^ А'-^^'Ч ( t - ^ 0+) , 

(15) A''u'e CCC{R*, H), A" u'{t)-* A^x ( t - > 0+) . 

Alors (6) et (8) résultent de (14) et (15) en vertu de ( l ) - ( 4 ) , 1,3 et 1,14. 

D'autre part (7) et (9) découlent de (12), (13) et 3,17 (2), (6) si l'on estime d'après 

(2), (4) et 3,2 (2). 

La preuve est complète. 

4,8. Théorème du transport de l'interpolation sur la dérivée seconde de l'évolution 
hyperbolique. Soient a ^ 0, Qi, 62, бз trois espaces de Banach et K^, K2, K^ 
trois constantes. Si 

(1) ЦA'^) £ Q, , 

(2) HL ^ иии + \\лЦп) 
pour tout z € Т)(Л°'), 

(3) ЦА''^''')^а,, 
(4) V {\\z\\„+\\A'^-'''z\\„)SK,\\z\\^^ 

pour tout z 6 T){A'''^^'2), 

(5) T>{A''^>)^Q,, 

(6) ( l z l | « + l | ^ - i z I | „ ) ^ K 3 l | z | | , 3 

pour tout z еЪ^А''*^), 

alors, pour tout X e Ъ{A'^^% y e ЦА''*^'^), h e L L { R ^ , H), А'^-'^'Ч e ^R^", H) 
etue ^R"^, H\ qui vérifient 3,13 (II), ( I I I ) , on a 

C )̂ xeQ,, yc-Q,, hELL{R\Q,), 
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(8) // existe une dérivée seconde w'' telle que u'' — h e CCC(^R^, H) et u''(t) — 
- h{i) -^ Ax {t--^ 0+), 

(9) | | t . ' ' ( 0 - 4 0 i ô . ^ ^ 1 ^ з | ^ 1 1 а з + ^ 1 ^ 2 

pour tout t e R^, 

Preuve . Soient 

Ыиг + Jjl%)llô.d^] 

(10) хеЪ{А^^% 3;бТ)(Л^+^/^), heLL{R^,H), A^'^^'^h eLL{R'^, H), et w e 
G LIJ(R^, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu. 

Il est facile à voir que (3) —(6), (10), 1,3 et 1,14 impliquent (7). 
Il s'ensuit de 2,7 et 2,11 

(U) х еТ) (Л) , уеЪ{А^1^), Л^/^/z e LL(i^+, Я) . 

Vu (U), on peut appliquer le théorème 3,18 et exprimer w" sous la forme 3,18 (4) 
ce qui implique en vertu de 3,7 et 1,16: 

(12) A" u'Xt) - A" h{t) = -Щ Ä'-^^x - 6^(t) Ä'^'^l^y -

- f V ( r - T ) y l ^ + i / n ( T ) d T 

pout tout t e R^. 

Alors, on obtient de (10) et (12) en vertu de 3,2 et 3,4 

(13) A\u" - h)e C^R"^, H) , A%uXt) - h{t)) -^ 0 (f -^ 0+) . 

En outre, d'après 3,18 (1), 

(14) u" - he CCC{R^, H) , м''(0 ~ 4 0 -^ 0 (f -> 0+) . 
Maintenant, (8) résulte de (13), (14) en vertu de ( l ) - ( 6 ) , 1,3 et 1,14. 
Enfin, (9) s'ensuit de (12) et 3,18 (4) à l'aide des inégalités (2), (4), (6). 
Cela achève la preuve. 

4,8*. CoroUaire. Si, en plus dans 4,8, heCCC{R^,H) et A^'h e CCC{R^, H), 
alors 

(1) heCCC{R^,H) 

(2) u" peut être choisie telle que u'' e CCC{R^, H) . 

P reuve . Une conséquence immédiate de 4,8 (l), (2), 1,14 et 4,8 (8). 

R e m a r q u e . Les hypothèses (l), (2) dans les théorèmes 4,1—4,8 décrivent l'inter
polation de certaines puissances de l'opérateur A (cfr. 1,2) et il s'agit vraiment du 
comportement des solutions d'évolution relativement aux espaces interpolants. 
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5. TRANSITIVITÉ ET RÉACTIVITÉ D'OPÉRATEURS 

5Д. Soient X G {O, 1, . . . } , {JEJO ^^^ suite finie d'espaces de Banach. On dit que la 
suite {E^]l est une échelle (d'espaces de Banach) dans l'espace E si 

(I) la suite {£^Jo ^st non-croissante, 

(II) ЦхЦ^^^ ЦхЦ^ ,̂, pour tout O ^ r ^ X - 1 et xeE,^,, 

(III) Eo = E, 

5,2. Soient F e B"^(£:), ^, x G (O, 1, ...} et {E,}g''^ une échelle dans E. On dit que 
l'opérateur Fest {g, %)-transitif relativement à l'échelle {Е^Уо^"" si 

(I) X G X>(F) et X G E^+^ entraîne Vx G E^ quelque soit a = 0, 1, ..., x, 

(II) il existe une constante b telle que, quel que soit a = 0, 1, ..., x, x G D ( F ) 
et X G E^ ^„, 

on a 

F^iU«^blH|,^,„. 

5,3» Proposition. Soient V, g, к et {EJQ^ ' " comme dans 5,2 ^ ,̂ en outre fi G R. 
Si l'opérateur V est {g, к) — transitif relativement à Véchelle {£^)g"^ ,̂ alors ц1 + F 
est {g, x) — transitif relativement à [E^^Q^'', 

5.4. Proposition. Soient V, g, x et {EJO^^^ comme dans 5,2 gf XQ G {0, 1, . . . } , 
0 ^ ?<o ~ ^- '̂ ^ ^opérateur V est [g, xytransitif relativement à Véchelle {Er}o^''^ 
alors il est aussi (^, Xoytransitif relativement à { E J O ^ ^ ° . 

5.5. Soient Ve £"^(£), ^, x e {O, 1, ...} et {E^}^o'^'' une échelle dans E, On dit que 
l'opérateur Fest [g, x) — réactif relativement à l'échelle {Ejg"^^ si 

(I) X G Î)(F) et Vx G £^ entraîne x G E^+^ quel que soit a = 0, 1, ..., x, 

(II) il existe une constante с telle que, quel que soit a = 0, 1, ..., x, x G D ( F ) et 
Vx G E^, on a 

l l x IL ^ g <̂ ||l̂ ->c||£ . 
Il 11*^0 + « — Il ll-'-'œ 

5.6. Propositioe. Soient V, g, x et (EJO^"^ comme dans 5,5 et, en outre, XQS 
G (o, 1, . . . } , 0 ^ Xo ^ X. Si Vopérateur V est {g, xyréactif relativement à Véchelle 
{E^}^'^'', alors il est aussi (g, Xç^-réactif relativement à Véchelle {Ejg'^'*°. 
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5,7. Lemme de Fieterpolation des puissances. Soient U e £'^(£), k, / e [0, I, ...} 
et [E^Q^^^^"^ une échelle dans E. Si 

(1) Ци) £ E, , 

(2) il existe deux constantes 0 < К ^ L telles que, pour tout x e D(U), 

K\\x\\,^u\\Ux\U^L\\x\\,^, 

(3) Vopérateur V^ est (2k, kl)-transitif et (2k, kfj-réactif relativement à Véchelle 

alors, quel que soit ^ = 0, 1, . . . , / + 2, 

(4) Ъ{^)^Е,,, 

(5) il existe deux constantes 0 < K^ ^ L^ telles que, pour tout x e ^{11"), 

Preuve . Prenant Q ~ 2k, x = Ik ttV = U^ dans 5,2 et 5,5, on en obtient en vertu 
de l'hypothèse (3): 

(6) E2k+m ̂  ^{U^) pour tout m = 0, 1, ..., //c, 

(7) U^ transforme E2k+m sur E^ pour tout m = 0, 1, ..., 2 / , 

(8) il existe deux constantes 0 < К ^ £ telles que, quel que soit m = 0, 1, ,,., //c 

Qt X e E2k+nt, on a 

Notons seulement que la suite {Er}l^^^ est non-croissante d'après 5,1 (I) et que 
visiblement £2fe ~ 3!)(l/^), car EQ = E d'après 5,1 (III). Les autres énoncés résultent 
immédiatement de 5,2 (l), (II) et 5,5 (I), (îl). 

Retournons à la preuve elle-même du théorème. On procède par récurrence finie 
sur ^ = 0, 1, . . . , / + 2. 

Le cas ^ = 0 est trivial avec KQ = LQ = l. 

Pour q = 1, les énoncés (4), (5) ne sont que les hypothèses (l), (2), il suffit de prendre 

Kl = K,Li = L, 

Ceci étant, il est clair que, pour compléter la preuve des énoncés (4), (5), il suffira 
d'établir le critère suivant: 

(C) les énoncés (4), (5) étant valables pour un q,0 ^ q ^ l, ils sont aussi valables 
pour q + 2. 

2*80 



Supposons donc que les énoncés (4), (5) soient déjà vérifiés pour un tel 0 ^ ^ ^ /. 
Posons m = kq dans (6), (7), (8) ce qui est admissible car kq ^ kl. Par conséquent 

(9) £2.4-., ^ Ци') , 

(10) U^ transforme Eik+kq sur £ j , , 

(11) ^II^IIE...., й \\ици^ й £||^IU...., 

quel que soit x e Ezk+kq-

On voit clair de (4), (5) qui sont supposés vrais et de (9), (10), (l 1) que 

quel que soit x e Ek(q+2)^ ce qui vérifie le critère (C). 

La peuve est ainsi toute faite. 

5,8. Théorème de l'interpolation des puissances. Soient A e £^(Я), к, / G [О, 1, ...} 
et {E.Yo^^^^-^ une échelle dans H. Si 

(1) Vopérateur A est non-négatif autoadjoint, 

(2) ^{^) ^^^ dense dans Ej,, 

(3) il existe deux constantes 0 < К ^ L telles que, pour tout x e Ъ(А), 

(4) Vopérateur A est (2k, kt)-transitif et Vopérateur I -{- A est (2k, kï)-réactif 
relativement à Véchelle {Е^^)^^^^\ 

alors, quel que soit ^ = 0, 1, . . . , / + 2, Vespace Ej^^ interpole Vopérateur Л^^ .̂ 

P reuve . Ecrivons (/ = (/ + A)^'^ (cfr. (l)) et vérifions les conditions ( l ) - ( 3 ) 

de 5,7. 

Les conditions (1), (2) de 5,7 découlent de nos (2), (3) en vertu de la proposition 2,13. 

La condition (3) de 5,7 est une conséquence immédiate de notre (4) en vertu de 5,3. 

Ceci étant, on conclut de 5,7 que 

(5) D((/ + AY') я E,^ 
(6) il existe deux constantes 0 < K^ ^ L^ telles que, quel que soit x e 

e Ц(1 + A)"'^), 

L'énoncé du théorème résulte de (5), (6) à l'aide de 2,9 (cfr. la définition 1,2). 
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6. OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS ELLIPTIQUES 

6Д. On se donne pour la section 6 les suppositions suivantes: 

(Hi) un entier d e {1, 2, ...} fixe, 

(H2) un ouvert Q ^ R^, non nécessairement borné, 

(H3) un entier /c e ( l , 2, ...} fixe, 

(H4) un système des fonctions a^ E Q -^ R, i,j eN^, Щ = | j | ^ k, 

(^5) Z ^ij{^)^i^j = ^y P^^^^ t^^t ^ G ß et pour tous les nombres f]ieR, 

ieN^, \i\ S К 

(Hg) une constante ^ > 0, 

(H7) YJ ^ij{i)^i^j ^ ^ Z ^?' P^^^ ^^^^ ^ G ß et tous les nombres riieR, 

ieN\\i\ = k, 

(Hg) a,-XO = ^ji{i) pour ^ G ß , UJeN', \i\ = | j | ^ k, 

6,2. On associe aux données de 6,1 un opérateur D G £"^(L2(iO)) de la façon 
suivante: x G X)(D) si et seulement si 

(I); xeWi'\Q), 

(II) pour tout |/| = \j\ s k, on a aijD^x e LLL{Q), 

(III) il existe un y G L2(ß) tel que, quel que soit z G С J ( 0 ) , 

(1) Z (üijDJx, D^z^L^^ç,^ = {y, z}jr^^^^. 

Puis, on pose Dx = y. 

R e m a r q u e . Dorénavant, D désignera toujours l'opérateur que nous venons de 
définir. Il s'agit donc du problème de Diribhlet pour les données de 6,1 (la condition 
aux limites est ЦЛ) ç W^2^\Q)). 

6.3. Lemme. Pour tout x e CQ[R^) et v = 1, 2, ..., rf, on a 

(1) ll^v^lILc/^^) = " f ^ W ^v x(^) àr} . 

6.4. Lemme de Nireiiberg. Pour tout x e CQ(R^), S > 0 et m e {0, 1, . . . } , 

j m ( m + l ) 

(1) E \\D'X\\1,^., g - ^ ; ^ ||X||1,(«., + e I Цо'хИ^^^«.) . 
| p | = m £"• | e | = m + l 
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a^ . 

La preuve par récurrence sur m en vertu de 6,3. 

6.5. Lemme. Pour tout x e CQ(R^), e > 0 et m G (O, 1, . . . ] , 

\ e'" y lp\=m+l 

La p reuve par récurrence sur m en vertu de 6,4. 

6.6. Proposition. / / existe une constante с telle que, quel que soit x e W^^^(^Q), on a 

(1) Mw.i^o, è c[\\x\\l,^, + E \\Щ1т'] • 
\i\=k 

Preuve . Pour x e C^(Q), cela résulte immédiatement de 6,5 en écrivant 

\i\=k 

Pour X € W2'\Q) général, on étend (l) par continuité, car CQ(Q) est dense dans 

6.7. Théorème fondamental des opérateurs elliptiques. Si a^ e M{Ù), alors 

(I) l'opérateur D est non-négatif autoadjoint, 

(II) X)(D) est dense dans Wi^\Q), 

( in) il existe deux constantes 0 < ä ̂  a telles que, quel que soit x e D(D), 

Preuve . On définit pour x e W2'\Q): 

\i\-\j\=k 

et pour л% V G l^ f X^2): 

(2) <x, j » = <x, з;>ь,(^) + E (atjD^'x, D'j^)^^^) • 

On vérifie aisément en utilisant 6,1 (H5), (Hg) que la norme (l) et le produit scalaire 
représentent sur W2'\^), une structure préhiîbertienne. Cet espace préhilbertien sera 
désigné par Г. 

Maintenant, on démontre qu'il existe une constante â > 0 telle que 

(3) ||[x||| ^ ä||x||^2<'^>(ß) pou r tout X€W2^\Q). 

On obtient d'abord de (l) et 6,1 (Hg) et (H7) 

\i\=k 

ce qui donne avec 6,6 l'inégalité (3). 
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D'autre part, comme â y G M(ß) on obtient aisément qu'il existe une constante a 
telle que 

(4) 11^ Il й a||x||j^^(fc)(ß), 

quel que soit x G WJ'^XO)' 

Il s'ensuit de (3) et (4) que 

(5) Г est un espace de Hilbert. 

Rappelons encore 

(6) Ъ{0) = Ъ{1 + D) ç WT{Q) . 

Vu la définition 6,2, on déduit aisément de l'hypothèse â ^ G M{Q) et de (5), (6) que 

(7) pour que x G Î ) ( D ) , il faut et il suffit que x è W^\Q) et qu'il existe un y G L2{Q) 
telle que <̂ x, z> = <y, z>|̂ 2(ß) po^ r̂ tout z G fF^''^(ß); ensuite (/ + D) x = y. 

Par conséquent 

(8) <(/ + D) x, x>^,(^) = !||x|iP , <(/ + D) X, y> ,̂(^) = «X, y» 

quel que soit x G X)(D), y G L2(i^). 

Maintenant, on va établir 

(9) / + D est biunivoque . 

En effet, soit (/ + D) x = 0. D'après (8) 0 = <(/ + O) x, x>|̂ ^(^) = Щхр ce 
qui entraîne, en vertu de (3), x = 0. 

(10) Щ1 + D) = L2{Q) . 

Pour le voir, soit y G L2(iQ). Le produit <y, z>jr̂ 2(ß) définit une fonctionnelle linéaire 
continue sur Ц^^^\и) et, en conséquence de (3), aussi sur Г. Cela implique, compte 
tenu de (5), l'existence d'un x G W2'\Q) tel que fx , z> = <y, z>jr,2(fi), pour tout 
z G PF^^^(ß). Mais cela signifie, d'après (7), que x G Î ) ( / + D) et (/ + D) X = y. 

(11) D(/ + D) est dense dans Wi^\Q) . 

Selon (3) et (4), il suffit de démontrer que T)(/ + D) est dense dans Г. Supposons 
que cela ne soit pas vrai. Alors il existerait un z G W^^\Q), Z Ф 0 tel que C »̂ z^ = 0 
pour tout X G î ) ( / + D), i.e., d'après (7), <(/ + D) x, z>̂ 2̂(ß) = ^ P^^^^ ^̂ ^̂ ^ ^ ^ 
G 3)(/ + D). Mais, en conséquence de (10), z = 0 ce qui contredit notre supposition 
faite ci-dessus: z ф 0. 

(12) I + D est symétrique . 
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Conséquence immédiate de (8). 

(13) | |(/ + D) x||^,(ß) ^ MLm PO î* ХЕЦ1 + D). 

Soit X e D(/ + D), x Ф 0. En vertu de (8) et (1) 

(14) <Dx, x>î (̂ß) ^ 0 pour X e T)(D) . 

Cela résulte immédiatement de 6,1 (H5) et de 6,2 car CS'(ß) est dense dans W2'\Q). 

Maintenant nous sommes dans les conditions de conclure la preuve. 

Pour démontrer (l), il suffit, vu (14), de démontrer que / + D est autoadjoint (cfr. 
[1], p. 34). L'opérateur / + D est biunivoqie d'après (9). On démontre aisément de 
(12) que (J + D)"^ est symétrique. Mais, d'après (10) et (13) (/ + D)"^ e £(L2(ß)). 
Alors (/ + D)~^ est autoadjoint. Comme / + D est densement défini d'après ( i l ) , 
il en suit (cfr. [1], p. 29) que I + D est aussi autoadjoint ce qui était à démontrer. 

L'énoncé (II) s'ensuit de (6) et ( i l ) , (III) de (8), (3) et (4) ce qui achève la preuve. 

6.8. Théorème de la racine carrée. Si a^ e M{Q), alors 

(I) î)(D'/̂ ) = ед«), 
(II) // existe deux constantes 0 < b "^ b telles que, quel que soit x e 3)(D), 

(1) 44w2i-4n) ^ \\4L2m + l l ^ ' ^^^ iL . ( f i ) й b | | x | | ^ , ( . ) ( ß ) . 

Preuve . D'après 2,10 (2), on a <Dx, x> = ЦО^'^^хр pour tout xe^(D). Les 
énoncés (I), (II) résultent de 6,7 (II), (III) à l'aide de 2,13. 

6.9. Théorème de la transitivité. Soit ^ G { 0 , 1,. . .}. Si â y G M^''I"^^X^), alors 
Vopérateur D est (2k, q)-transitif relativement à Véchelle {W2^(fi)]^^'^'^. 

Preuve . On peut écrire pour x G W2^^'^'^\Q) et |r| ^ q, en vertu de la formule de 
Leibnitz généralisée, 

(1) D- Y. D%a,jDJx)+ X D^^4a,jDJx) = 

= E E , 'f (D-a,.)(D-'^^-x), 

d'où notre énoncé résulte sans peine. 

6.10. Soit m G {1, 2, . . . } . On dit que l'ouvert Q appartient à la classe Ш^^^ (Q G 
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ЕШ^""^) s'il existe un système fini d'ouverts de R^ : O^, O2,..., 0„, ne {l, 2, . . . ] , 
vérifiant les conditions suivantes: 

(I) и Oi 3 Q' {Q' la frontière de Q), 

(II) pour tout p = 1, 2 , . . . , П, il existe un nombre 0 < Sp ^ со Qt une transforma
tion g biunivoque de la boule Bp = [^ : ̂  e R^, \i\ ^ ^p] ^^^ ^P ^^^^ ^^^ 

(1) g{è) e ß - pour ^еВр, ĉ , = 0 , 

(2) g{0 eQ pour ^GBp, ^, > 0 , 

(3) g{è) Ф Q pour ^еВр, ^, < 0 , 

(4) g^^) G M^^\Bp) pour tout v = 1, 2, ..., J . 

Pour m = 0, on désignera par Ш^^^ le système de toutes les domaines dans R^. 

6Д1. Théorème de la réactivité. Soit ^ e { 0 , 1,. . .}. Si üij e M^^^^'^^\Q) et Q e 
E Ш1̂ ^̂ "*"̂ \ alors Vopérateur I -\- D est (2k, q)-réactif relativement à Véchelle 

Preuve . Le cas ß = Ä"̂  et /c = 1,2,. . . peut être résolu par la méthode de diffé
rences finies. 

La même méthode s'utiHse pour résoudre le cas /c = 1 avec Q arbitraire (borné ou 
non). 

Les détails des ces deux cas seront publiés dans [ i l ] . 

Dans le cas général, il est probable que l'on peut se servir de la méthode de M. 
ScHECHTER dont l'exposition pour les domaines bornés se trouve dans [10]. En 
premier lieu, il s'agit de démontrer notre théorème pour a^j constantes et pour Q 
un demi-space (voir [10], p. 142—150). 

R e m a r q u e . Le théorème précédent est un peu hypothétique comme on le voit de 
la preuve. Mais on sait que d'autres conditions, impliquant la {2k, ^)-réactivité de 
l'opérateur D, sont connus — voir [4], [10]. 

Par exemple, dans [4], p. 216, théorème 4,2, 2, il suffit de prendre ô = ô ' = 
= L2(ß), Mo = 0, ö'i, = 0 et / = /с + <3 et on obtient immédiatement des conditions 
suffisantes pour la {2k, ^)-réactivité de D. 

Des résultats analogues s'ensuivent de [10], mais la formulation des hypothèses n'y 
est pas assez explicite. 

6,12. Théorème de l'interpolation des puissances. Soit т е { 0 , 1, . . . } . Si ÜIJE 
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^ ^̂ (max[o.h-i + fc(m-2)])^^^ ̂Г ß e !Ш "̂̂ '̂'̂ '̂'̂ '"~'> -̂*"̂ "̂ '"f̂ ''"̂ '̂ f̂ ''"" '"^ ülors, quel que soit 

X = 0, 1, ..., m, 

(I) D(D^^2) _ ^((jr + 0)^/2) Ç ^ f ^)(0) n ^^'"'"t'^''^^^(ß), 

(II) il existe deux constantes 0 < c^ ^ ü^ telles que, quel que soit x e T)(D^/^), 

P reuve . Le cas m = 0 est trivial. Le cas m = 1 résulte immédiatement de 6,8 

pour X = 1 et il est trivial pour x = 0. 

Soit enfin m ^ 2. Remplaçons (l) par 

(Г) T)(D^/^) = D((/ + Oy^) ç W^''\Q) . 

Alors les énoncés (l), (II) découlent immédiatement de 5,8, 6,8, 6,9 et 6,11 si l'on 
y prend q = m -2. D'autre part, D(D°) = £2(0) d'après 1,1 (8), ^(О^/^) = 
= Wi^\Q) et D(D^/2) ç T)(D) ç PFi'̂ X^) <i'après 6,2. Il est donc clair que l'on peut 
écrire, en vertu de l'énoncé (Г), déjà démontré, que 

Î)(D^/^) ç W^^'\Q) n ^f''"t'''^^^>(0) 

ce qui achève la preuve. 

R e m a r q u e 1. C'est le théorème fondamental pour nous. Comme le théorème 
6,11, sur lequel il s'appuie essentiellement, il est un peu hypothétique et c'est pourquoi 
les notes que voici seront utiles. 

(a) Pour m = 0 et 1, le théorème 6,12 est toujours valide. 

(b) Pour m ^ 2, le théorème reste valide sous les hypothèses suivantes: aij e 

G M^^'^''^^"'~^^\Q) et l'opérateur D est {2k, m - 2)-réactif. 

Dans les cas de la validité de 6,11, la (2k, m — 2)-réactivité de D s'ensuit des 
hypothèses de 6,12 (pour m ^ 2). 

Dans les autres cas, si l'on voulait utiliser d'autres conditions connues de la 
réactivité (voir la remarque dans 6,11), il faudrait choisir des hypothèses sur aij et Q 
de tel sorte qu'elles assurent la (2k, m — 2)-réactivité de D. 

Encore la question se posera qu'est-ce que cela signifiera dans les théorèmes des 
sections 7 et 8. Cela sera noté dans une série des remarques aux théorèmes respectifs 
de ces sections. 

R e m a r q u e 2. Il est facile à voir que 

(1) max [0, k(m ~ 1)] + к min [1, max [0, m — 1]] = km 

pour tout m e [0, 1, ...} à l'exception de m = 1, où le premier membre de (l) est 
égal à 0. 
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On peut donc supposer dans 6,12 simplement Q e SFP"*̂  et seulement dans le cas 
m = 1, qui est de peu d'importance, on poserait l'hypothèse plus forte que nécessaire. 

R e m a r q u e 3. Il est évident que 

Pff ^>(ß) n PF "̂̂ '"f̂ ''̂ ^̂ >(ß) , X e (0, 1, ...} , 

sont des espaces de Banach, sous-espaces de W2'^\Q), 

6,13. Théorème des domaines des puissances. Soit m G [0,1, ...]. Si ai j eM^'*' ^^"^^Q), 
alors, quel que soit x = 0, 1, ,.., m + 2, on a 

Preuve . Pour m = 0, c'est trivial. Pour m = 1, cela résulte de 6,10. Alors il 
suffit de démontrer l'énoncé suivant: 

Si W^^^\Q) ç ЦО^'^) pour un z = 0, 1, ..., m, alors Wf^^'-^^Q) ç î)(D(^+2)/2)^ 

Soit d'abord x e C^{Q). On voit clair de 6,12 que x e Î)(D) et Dx e Wf'^XQ) et, 
à fortiori, Dx e Wf^^ {x = 0, 1, ..., m). Nous avons donc C^(0) ç X)(D) et 
D{C^{Q)) ^ Wf^\Q). 

D'après 6,12, D transforme continûment X)(D) n Wf^^''^^\Q) dans Pff^>(ß). 
Comme C^{Q) est dense dans Ж^^^^^^^Щ, on en déduit aisément que W[^^^''^^XQ) Ç 
£ î)(D) (compte tenu que D est fermé d'après 6,7 et 2,3) et que D{W[^^^^^^\Q)) Ç 
ç Ж^^^Х^). Mais cela entraîne PF̂ ^̂ ^̂ ^̂ (̂iQ) ç T)(D(^+2>/2) ce qui était à démontrer. 

6Д4. Soit \d, k\ = [{djlk) + 1], le plus petit entier ^ (djlk) + 1. Evidemment, 
\d, k\ ^ 2. 

6Д5. Si О est un ouvert borné dans R^, on désignera par ô(^0) son diamètre. 

6Д6. Théorème du lissage. Si Q e Ш^^\ alors, quel que soit n e (0, 1, . . . } , 

(I) ^^^H'̂ i+">(ßO ç cu(">(ßO 

pour tout ouvert borné Q' ^ Q, 

(II) il existe une constante c„ telle que 

(1) ||^I|c(")(fi') й c„ ô{Q') !|z||p^^(kid.M+n)(ß), 

pour tout ouvert borné Q' я Q. 

Preuve . Voir la preuve du théorème 3,8 dans [4], p. 72 pour n = 0. Le cas général 
en résulte facilement. 
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7. RÉGULARITÉ DE L'ÉVOLUTION, GÉNÉRÉE PAR DES OPÉRATEURS 
ELLIPTIQUES 

Note . Dans toute la section 7, on reste dans le cadre des suppositions 6Д et Гор^_ 
rateur D est celui de 6.2. 

7Д. Théorème de la régularité de l'évolution parabolique. Soit l e [O, 1, ...}> ^j-

une constante N telle que, pour tout x e D(D^^^), h E LL{R^, L2{Q))y O^^^h ç 
ELL{R^, L2{Q)) et и ELL{R^, L2{Q)), qui vérifient 3,9 (il), (lll), et pour tout p ^ 

= 0, 1, ...,l, on a 

(1) X E W^^%Q) n frf'"t^'^^J>(0) , 

h E LLiR"^, Wi^P\Q) n Ф^^'^'^^'^Р^Щ) , 

(2) и E CCC(jR+, W^'^'XQ) n #f'"t^'^^i>(0) 

u{t) -> X (r -^ 0+) dans FFf ̂ ^(ß) 

et 

(3) W01k.(^p)(ß) S N ||x||^,c..)(ß) + \\Кт)У,<ирцо^ 

pour tout t E R^, 

Appendice. Les conditions x E Î ) (D^/^) , h E LL(JR + , £2(0)) et D^'^h e LL{R^, 1-2(0)) 

sowr satisfaites pour tout x E Wf%Q) et hELL{R^, Wf%Q)). 

Preuve . On utilise 6,7 (l), 6,12 et 4,1 où l'on prend a = ip , Q = #f^^(ß) n 

n wi^'^'^^'^P^^Q) dans 4,1 et m = Z et X = P dans 6,12. 

En ce qui est de l'appendice, on se sert de 6,13, 6,12 et 1,15. 

R e m a r q u e . Pour / ^ 2, on peut remplacer l'hypothèse de Q par la {2k, Щ - 2))-
réactivité de l'opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12). 

7,2. Théorème de la régularité de l'évolution parabolique et de son intégrale. Soit 
l E {0,1, . . . } . Si a,j E M^Hl+fcO(ß) ^^Q^ ^ш^ы)^ ^j^^^ .; ^^.^^^ ^^^ constante N 
telle que, pour tout XET){D^^% /Î G L L ( ^ ^ , £2(0)), D^̂ /̂i G L L ( R - ' , £2(0)) et и E 
ELL{R^,L2{Q% qui vérifient ensemble 3,9 (II), (III), et pour tout p = 0, 1, . . . , / , 
on a (1), (2), (3) comme 7,1 (l), (2), (З), 

(4) Гцт) dt G CCC{R^, nf^P^'>XQ) n WfXQ)) , 
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et 

(5) 

Г и{т) dT -^ О (г ^ 0^.) dans W^'^'^^^XQ) , 

Jo ||Ж2<'*(Р+2))(^) [_ JQ J 

Appendice comme dans 7,1. 

P reuve . On utilise 6,7 (l), 6,12, 4,1 et 4,2 où l'on prend a = ip , g = g^ = 
= W^'^\Q) n W^r''^''''\^^ Ô2 - Ш^'^'^-'Щ n Wf\ü) dans 4,1 et 4,2 et m = 
= / + 2, x = p e t x = P + 2 dans 6,12. 

R e m a r q u e . On peut remplacer l'hypothèse sur Q par la {2k, k/)-réactivité de 
l'opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12). 

7,3. Théorème de la régularité de l'évolution parabolique et de sa dérivée. Soit 
/ G { 0 , 1, . . . ] . Si aiJeM^^'^'^^^\Q) et иеШ^^^'^^^\ alors il existe une constante N 
telle que, pour tout x e D(D<̂ -̂ 2)/2>)̂  h E LL{R^, L2{Q)\ D^'^^'>"'heLL{R^,L2{Q)) 
et ueLL{R^, ^2(0)) qui vérifient 3,9 (II), (lll), et pour tout p = 0, 1, ,.., l + 2 et 
g = 0, 1, 2, ..., /, on a 

(1) X e Ж^^>(0) n W^r"^^'''\Q) , 

h € LL{R^, W^'P\Q) n ^^'"'"t^'^^^>(ß)) , 

(2) и G CCC(jR+, ]¥^2''Щ r^ ^f'"f'^''^^>(ß)) 

er 

w(0 ~> X (r -> 0+) Jans Pff ^X^) . 

(3) h{^W2i^p4^) è N \\^\\W2<^^P4^) ~^ 
||/î(T)||^.(^P)(D)dT 

pour tout t e R^, 

(4) il existe une dérivée u' telle que 

u' -he CCC{R'^, Wi'%Q) n Wi"''"^^''''^\Q)) 

et 

w'(0 - h{t) -> - D x (r -> 0+) dans Wi^^\Q) , 

(5) \\uXt) - h{t)\\^r^^k^Q^ ^ iV ||x||p̂ 2(ic(g-b2))(ß) + ||/г(т)||̂ г2(мa + 2))(ß)dт 

powr ôwt f G R^. 
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Appendice. Les conditions x G î)(D^^ + 2>/̂ ), h e LL{R'^, L2{Q)), DU^^)l^h e 
e L M ^ " " , b2(ß)) sont satisfaites pour tout x e î | - f ^ + 2))(^) et he LL{R'^, Wi^^^ + ^^Q)). 

preuve . On utilise 6,7 (I), 6,12, 4,1 et 4,3 où l'on prend d'abord a = ^p, Q = 
= fi''\Q) n ^^-'"t^'^^J>(ß) dans 4,1 et m = / + 2, X = /̂  ^'^^^ ^Л2 et puis Q, = 
= W^'^XQ) n Pf f •"'̂ '̂̂ ^̂ >(ß), 02 = Wi'^^-'^^ n # f И dans 4,3 et m =. / + 2, 
^ = q, X^^ + 2 <^^^^ 6,12. 

L'appendice résulte facilement de 6,13, 6,12 et 1,15. 

7,3*. Corollaire. Si, en plus dans 7,3, /г e CCC{R^, L2{Q)) et D^^^h e 
E CCC{R^, L2{Q)), alors, pour q = 0,l,...,l, 

(1) h e CCC{R'^, W^^'^XQ) n W^^'^^'^^'^Q)) , 

(2) u' peut être choisie telle que 

u' G CCC{R^, Wf'^XQ) n ^^'"'"'^''''^^(ß)) . 

Appendice. Les conditions additionnelles du corollaire sur h sont satisfaites par 
tout heCCC{R'-,Wi'%Q)). 

Preuve . C'est une conséquence facile de 4,3 en vertu de 6,12, 1,14, 7,3 (5) et 6,13. 

R e m a r q u e . Voir la remarque dans 7,2. 

7,4. Théorème de la régularité de l'évolution hyperbolique. Soit / G ( 0 , 1, . . . ) . Si 
les hypothèses de 7,1 ont lieu, alors il existe une constante N telle que, pour tout 
X G T)(D^/2), y G Ъ{0'^^), h G LL{R^, L2{Q)), D''4 G LL{R^, L^fß)) et и e 
G LL{R^, L2{Q)), qui satisfont ensemble à 3,13 (II), (III), et pour tout p = 0, 1, ...,l, 
on Q 

(1), (2) comme dans 7,1 avec y e Pff''̂ (iQ) n Ж^'"'"^^'М)(^)^ 

(3) \\u{t)\\jr2i^p)^Q) й N \\x\\w,i^<PHn) + 4y\\w2^^^^) + ^ \\K'^)\\w2^'<pHO)^'^ 

pour tout t e R^, 

Appendice. Les conditions x, y e D(D^/^), h G LL{R^, £2(0)) et D^'^h G LL{K^L2{Q)) 
sont satisfaites pour tout x, y e W^^'^\Q) et h e LL{R^^ Wf^XÙ)). 

Preuve . On utilise 6,7 (I), 6,12 et 4,4 en prenant a = y , g = Wt^X^) ^ 

n Î̂ "̂̂ »"C'̂ '̂ «])((2) dans 4,4 et m = /, X = P dans 6,12. 
Iv'appendice s'ensuit de 6,13, 6,12 et 1,15. 

^ e n i a r q u e . Voir la remarque dans 7,1. 
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7,5. Théorème de la régularité de l'évolution hyperbolique et de son intégrale. Soit 
l e (0, 1, . . . } . Si Ö,, GM(—f^'l^l^^<^-^^^X^) ^r ßG»l^+^min[i,n)^ ^ ;^ , , ^i ^^ .̂,̂ ^ ^„^ 

constante N telle que, pour tout x, y e T){ù^^^\ h e LL{R^, b2(ß)), D^^^h e ЩК"-, 
L2{Q)) et и G ЩК"^, L2{Q% qui satisfont à 3,13 (II), (Щ), et pour tout p = 0,l,...,l. 
on a 

(1), (2), (3) comme 7,4 (l), (2), (3), 

(4) 

et 

u{x) dt -» 0 (f -> 0+) dans Wf <'+i))(ß) , 

ы(т) dr 6 CCC{R^, IFi''<P+'»(ß) о Wi'\Q)) 

(5) W(T) d r 
|}F2(fe(P + i ) ) (ß) ^ 

^(i + Oiv[i \W2^^P4^) "^ Чк ll'^2<''^4ß) + ^ 11Ч )̂||.Г: C'^P)(ß) d t 

РОМГ tout t G i^^. 

Appendice comme dans 7,4. 

P reuve . Les énoncés ( l ) - ( 3 ) découlent naturellement de 7,4. Pour démontrer (4), 
(5), on utilise 6,7 (1), 6,12 et 4,5, en posant a = ip, Q^ = I f f ^^(ß) n W^^'''^^'^P\Q), 
Qi = Wi'^'^'\Q) n WfXQ) dans 4,5 et m = / + 1, ;̂  == p, ;̂  = p + 1 dans 6,12. 

R e m a r q u e . Pour l ^ 1, on peut remplacer l'hypothèse sur iß par la {2k, k{l - 1))-
réactivité de l'opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12). 

7,6. Théorème de la régularité de l'évolution hyperbolique et de son intégrale première 
et seconde. Soit l e (O, 1, . . . } . Si a,j G M<I'I ^^'\Q) et Q e W^^+^O^ ^/^^^ ц ^^^^^^ ^^^ 
constante N telle que, pour tout x, y e D(D^/^), h G LL(i^+L2(ß)), ^^^^h e LL{R^, 
£2(0)) etu € LL{R^, L2{Q)) qui satisfont à 3,13 (II), (III), et pour tout p = 0,1, ...,/, 
on a 

{!)~(5) comme 7,5 {!)-(5), 

(6) 

et 

' fu{a) da dt G CCCiR"^, I f f ^^^'»(O) n W['\Q)) 
0 Jo 

Г ri/((j) da d i - . 0 (̂  -^ 0) t/ans W^'^'^^\Q) , 
Jo Jo 

292 



(7) 
О J О 

der dl < 
Ï ^ 2 ( M P + 2 ) ) ( ^ 2 ^ 

^ (2 + 0 ^ M\W2^^P4^} + ЧУ\ W2(^P4Q) + t m\ W2^^'pЧ^) d i 

powr tout t e R^. 

Appendice comme dans 7,4. 

Preuve . Les énoncés ( l ) - ( 5 ) découlent de 7,5. Pour démontrer (6) et (7), on se 
sert de 6,7 (I), 6,12 et 4,6 en posant oc = ip , ß i = W^^P\Q) n }V^^'''^'''^''\Q), Q2 = 

= ^ f ^-^^»(ß) n # f > dans 4,6 et m = / + 2, X = p, z = p + 2 dans 6,12. 

R e m a r q u e . Voir la remarque dans 7,2. 

7,7. Théorème de la régularité de l'évolution hyperbolique et de sa dérivée. Soit 
/ G { 0 , 1, . . . } . Si a,,€M(--to,ui+M/-i)])(0) ê  0е5Ш(^^-ь^-^п[ЬШ^ ^ ,^ , , ц existe une 
constante N telle que, pour tout x G ^(D^^+i)/^)^ j e Î)(D^/^), h e LL(R^, L2(Q))y 
0^14 G LL{R^, L2{Q)) etue LL{R^, L2{Q% qui satisfont ensemble à 3,13 ( I I ) - ( I I I ) , 
et pour tout p = 0, 1, ..., / + 1, ^ = 0, 1 , . . . , /̂  on a 

(1) X G Pff ^^(ß) n Ж^'"t^'^^])(0) , 

(2) M G CCC(Pff ^X^) -̂  )^f'"'^^''^^^X^)) 

u{i) -^x {t~^ 0+) Jans I f f ^X^) , 

(3) l|w(?)||l^2(kg)(ß) й N \\x\\^r2ikg)(^Q) + 4bl|l^2(k9)(ß) + ^ 114̂ )11 >r2<''9>(n) dt 

dr (4) ||M(0|k,<M, + .))(fi) ^ iV ||х||„,^(.„ + п)(П) + ||y||^^(.,)(fi) + |̂ (т)1|и ,̂<,<,)(п) 

pour tout t e R*, 

(5) il existe une dérivée u' telle que 

u' e CCC{R^, W^^'XQ) r^ pf̂ n,in[fc,i«])̂ ß)) 

et 

u'{t) -^y {t-^ 0+) dans Wi'^XQ), 

(6) |1и'0)1к.<-..(«) й N |̂ ||x||̂ ,,.<,„»(fl) + 11>|̂ „̂„(й) + j II''(T)||^,,M.,„) drl 

pour fou« t e R^. 
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Appendice. Les conditions x G D(D<^ + I)/2)^ y ^ X){D^^^), h G LL(R^, ^2(0)), D^f^h e 

e LL{R^, L2{Q)) sont satisfaites pour tout xeW^^^^-^^Q) y eWf^Q) et h e 
eLL{R^, Wf\Q)). ^ _ 

Preuve . Les énoncés (l), (2), (4)-(6) résultent de 6,7 (l), 6,12 et 4,7 si l'on pose 
a = i^, e . - Wn^) n Wr^^^'^^^Ql Q, = i r f ^^-»(ß) n WfXü) dans 4 7 et 
m = / + l, ;f = ^, X = ^ + l dans 6,12. L'inégalité (3) s'ensuit de 7,4 (3) {p = q). 

L'appendice est clair de 6,13, 6,12 et 1,15. 

R e m a r q u e . Voir la remarque dans 7,5. 

7,8. Théorème de la régularité de l'évolution hyperbolique et de sa dérivée première 
et seconde. Soit l G {O, 1, . . . } . Si les hypothèses de 7,3 ont lieu, alors il existe une 
constante N telle que, pour tout x G Î)(D('+2>/2^^ y ^ j)/'Q(i+i)/2\ ^ ^ LL(R^ L (Q)) 
D('+l) /^A6LL(Я^L,(ß)) et и e LL{R\ L,{Q)) qui satisfont à 3,13 {n),\m),et 
pour tout p = 0, 1 ,2 , . . . , / + 2, g = 0, 1, ..., Z + 1, r = 0, 1 , . . . , /, on a: 

(1) xeWi^^^'\Q)nîVr'"^'"""X^), J 'e ^ f ' " ^ ' » ( ß ) n Ж ^ ( ß ) , 

h e ЩК"-, W'i*'"(ß) n ^i'"'"f*^'*'']>(ß)) , 

(2) и e CCC(R^, Wi^'Xü) n fF^"-'"t'-"']'(ß)) ' 

et 

u(t) -> X (/ + 0+) dans W^'"'\Q) , 

(3) |"(01к.<'^>(П) ^ ^ ЫуГг'-Ща) + î|b|ka<'...(fl) + t I ||Л(т)||„.^,.„(„) d r l , 

(4) ||"(0lk2<'=«'-'»(fl) ^ ^ ||^lk.<M,.u,(n, + ||>'||и',<.„(„, + г [|й(г)|и,<.„(й) d r l 

pour tout t бЛ''", 

(5) il existe une dérivée u' telle que 

u' e CCC(R'', Wi'^Q) n fFi'"'"f'-'«J>(ß)) 
et 

u'(t) ->• y (t-*0) dans PFl*«>(ß) , 

(6) ||м'(0|к.(^»)(П) â ^ ilxl^T.CM.-uXfl) + Ibika.M.fn) + Г II4^)11 и^,,.,)(й) d x l 

pour tout t e R*, 

(7) il existe une dérivée seconde u" telle que 

u" - he CCC{R*, Wt\Q) nPF<'"'"f*-''-3)(ß)) 
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et 

u"{t) - h{t) -^ Dx {t^ 0+) dans W^XQ) , 

(8) 

+ 2))(ß) + ||y||fr2(''('41)>(ß) + 

pour tout t e R^. 

Appendice. Les conditions x G î)(D<^ + 2>/2̂ ^ j ; G î)(D<^ + i>/^), h e LL{R^, L2{Q% 

0(/ +1)72;̂  G LLiR"^, L2{Q)), sont satisfaites pour tout x G Ц^^^'^-^^Щ, y e Wf^'"- '^Щ 
etheLL{R\Wi'^^'''^\Q). 

Preuve . Les énoncés (1) —(6) découlent de 7,7 si l'on y prend / 4- 1 au lieu de / 
ce qui est admissible grâce à nos suppositions. 

Pour démontrer (7), (8) on utilise 6,7 (l), 6,12 et 4,8 en y posant a = ^r, ö i = 

dans 4,8 et m = / + 2, X = y*, Z = '̂  + 1 et X = r + 2 dans 6,12. 
Pour l'appendice, on se sert de 6,13, 6,12 et 1,15. 

7,8*. Corollaire. Si, en plus dans 7,8, h G CCC{R^, LjiQ)) et D^'^h e CCC{R^, 
L2{Q)), alors, pour tout r = 0, 1, ..., /, 

(1) he CCC{R^, Wt\Q) n W[^'''^'''^''^\Q)) 

(2) u" peut être choisie telle que 

u" G CCC{R^, W^^'\Q) n W^r'^^^'^'^Q)) . 

Appendice. Les conditions additionnelles du corollaire sur h sont satisfaites par 
tout h e CCCiR"-, Wi^%Q)). 

Preuve . C'est une conséquence facile de 4,8* en vertu de 6,12, 1,14, 7,8 (8) et 6,13. 

R e m a r q u e . Voir la remarque dans 7,2. 

8. LISSAGE DE L ÉVOLUTION, GÉNÉRÉE PAR DES OPÉRATEURS ELLIPTIQUES 

N o t e . Dans toute la section 8, on reste dans le cadre des suppositions 6,1 et 
l'opérateur D est celui de 6,2. 

8,1. Théorème du lissage de l'évolution parabolique. Soit 5 G ( 0 , 1, . . . } . Si a^e 
G M^I^'-^''<l'''*i-^>-'^^X^) et Qe mW,k\+ks)^ ^i^^^ Ц ^^1^^^ ^^^ constante N telle que, 

295 



pour tout XGD(D(I'^'^I-^^>/^), hQLL{R'-,L2{Q)), О^^^^^'^+'^^Ч e ЩК"-, L2{Q)) et 
и e LL{R^, L2{ü)), qui satisfont ensemble à 3,9 (II), (III), et pour tout p = 0, 1,..., 
\d, k\ + s, X = 0, 1, ..., s, on a: 

( 1 ) - (3) comme 7,1 ( l ) - ( 3 ) , 

(4) X G CL/<^^)(r^'), h e LL{R\ CV^''\Q')) 

pour tout ouvert borné Q' ^ Q. 

et u{t) -^ X {t~> 0+) dans CU^^^-^Q') pour tout ouvert borné Q'"^ Q, 

pour tout t e R^ et tout ouvert Q' ^ Q. 

Preuve . Il s'agit d'une conséquence immédiat de 7,1 (/ - \d, k\ + 5) et de 6,16. 

R e m a r q u e . On peut remplacer l'hypothèse sur Q par la {2k, k{\d, k\ + s ~ 2))-
réactivité de l'opérateur D. 

8,2 — 8,8. Théorèmes du lissage, correspondant aux théorèmes et corollaires de la 
régularité 7,2 — 7,8. Les formulations précises à Г instar de 8,1 seront laissées au 
lecteur. 

Preuves . On prend l = \d, k\ + s dans 7,2 — 7,8 et utilise 6,16. 

N o t e . Soit Q borné. On voit aisément que les énoncés des théorèmes 8,3 et 8,8 

impliquent que les solutions и satisfont aux conditions aux limites de type de Dirichlet 
dans le sens classique, i.e. que les dérivées D' u(t) ((J) = 0 pour ^ e Q' et \r\ ^ 

^ к ~ 1 (D'' u{t) désigne le prolongement par continuité de D'' u(t) sur Q), 

Une observation analogue a lieu aussi dans 8,2 et 8,6 pour Jo м(т) dt et ß /о и{(т). 
. (т d t resp. 

9. APPENDICE DE LA RÉACTIVITÉ D'OPÉRATEURS 

9.1. Dans 5,1 et 5,5, nous avons introduit la notion de la réactivité d'un opérateur 
relativement à une échelle d'espaces. Ici nous allons étudier l'influence de la réactivité 
d'un opérateur à la réactivité d'autre. 

9.2. Théorème fondamental de la réactivité. Soient U e2^{É), g, x e {0, 1,...}, 
(Ejg'^'* une échelle dans E et À e R. Si Vopérateur satisfait aux hypothèses: 

296 



(а) XI + и est biunivoque et {XI -h U) ^ e £(£), 

iß) щи + с/)-Ч| < 1, 
(у) XI + и est {Q, x)-réactif relativement à [E^Y'^'', 

(S) 6 è 1, 

alors l'opérateur 

(1) и est biunivoque et U"^ e £(£), 

(il) и est [Q, xyréactif relativement à [EJQ^ '^ . 

P reuve . On peut écrire 
00 

(1) i/-^ = 1;я"(я/ +[/)-^'^+^\ 
n = 0 

En effet, la série dans le second membre est absolument sommable en conséquence 
de (a), (ß). Donc, l'identité (4) se vérifie par un calcul direct en multipliant le second 
membre de droite et de gauche par U = {XI + U) — XL 

Retournons maintenant à la preuve elle-même de la réactivité de l'opérateur U. 

Il résulte de (y) que 

(2) {М + иу'{Е,)^Е,^,, 

(3) \\{XI+U)-%,,^,,^^^,йb-^, 

quel que soit г = 0, 1, ..., %. 
On déduit aisément de (2), (3), compte tenu de 5,5 (l), (II), que 

(4) {XI + U)-'{E,)^E,^,, 

(5) \\{XI + U)-%^,^_,^^^,ub-' 

quel que soit s = 0, 1,,,., Q, r = 0, 1, ...,x. 

En vertu de (2) —(5) on obtient aisément par itération 

(б) (Я/ + u)-" (£,) £ £ , + , , 

(7) 1|(Я1 + t/)-[,(,^.,^,^) ^ b -

pour chaque г = 0, 1, ..., %, et <Î = 1, 2, . . . 

Soit donc 7 = 0, 1 , . . . , X fixe. On s'assure aisément qu'il faut encore vérifier, 
compte tenu de (l), 

(8) и-Щ)яЕ,,,, 

(9) l|t^-MU(E..E,.,) < « . 
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Pour ce but, soit p = 0, 1, . . . tel que pg ^ y ci {p -{• i) g > y. Un tel p existe et 
est unique d'après (ô). On va démontrer 

(10) {и + иу'''^'\Е)^Е,^,, 

(II) Ш1 + иГ''''%,Е.Е,.,,йь~^''^^к 

En effet, on obtient aisément par itération de (2), (3), compte tenu de 5,1 (III), 

(12) ( A / + t / ) - ' ' ( £ ) ^ £ p , , 

(13) 11(Я/ + 1/)-''1|й(.,Е„) ̂  b-" 
et encore d'après (4), (5) (r = pq, s = y — pq) 

(14) • ( A / + t / ) - 4 £ p , ) £ £ v > 

(15) 11(Я/ + 1/)-Чи,,^„,^>-^Ь-

ce qui donne, si l'on applique successivement (12) et (14) et (13) et (15), les relations 

(16) (Я/ + 1/)-<''+»>(£) = £ , , 

(17) l|(A/ + l / ) - ^^ - '> | | s , , , , ,>^b -< ' ' - " , 

d'où immédiatement, en vertu de (2), (3) (r = y) les relations (10), ( i l ) . 

Ceci étant, revenons à la vérification finale de (8), (9). 

Ecrivons 

(18) l/-^ = f Я"(Я/+ l/)-^"^'^ + f; Г ( Я / + l/)-^"-^i> = Ti + T2. 
n=0 n = p + l 

Il résulte de (6), (7) (r = y, g = 1, 2 , . . . , p + 2) 

(19) T i ( £ , ) ç £ , , , , 

(20) llT.IUc..,....)^i:W"b-<'-'. 
p 

z 
D'autre part, le second membre s'écrit 

(21) T2 = XP^\XI + l/)-(^+2) £ ;L«^^J _̂  ^ ) -« 
n = 0 

00 

Comme Ц ^ ^"(•^^ ,+ ^)'""ll£ ^ (1 - i^('^^ + ^У'\^~^ d'après (j?), il résulte de 

(21), (10) e"t (11) 

T2(£) £ £ , . , , , 

||T,lk,,.,^,,, ^ l i r^b- '^ -Xi - 1|я(я7 + i / ) - l | ) - , 
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d'où, en vertu de 5Д (il), (III), 

(22) T,(£,) ^ E ,^ , 

(23) llr.lU,.̂ ,,,,̂ , й |АГ^Ь-< -̂)(1 - щи + l / )- | | ) - . 
Les relations (18), (19), (20), (22) et (23) donnent immédiatement (8) et (9) ce qui 

achève la preuve. 

9,3. Soit A G 2"^(я). L'opérateur A s'appelle strictement positif s'il existe une 
constante с > 0 telle 

\2 (1) {Ax, x> ^ c\\x 

quel que soit x e Ъ[А). 

9.4. Corollaire. Soit Ае2^{Н), ^, x e {0, 1, . . . } , {^JS'"'' une échelle dans H 
et À "^ 0. Si Fopérateur A est autoadjoint, strictement positif et AI + A est (g, x)-
réactif relativement à Véchelle [E^l'^^, alors Vopérateur A est aussi {ß, x)-réactif 
relativement à la même échelle. 

Preuve . Vu 9,2, il suffit de prendre (7 = Л et de démontrer que 

(1) XI -^ A est biunivoque, {XI + A)~' ^ 2{Н) , 

(2) \\X{XI -^ A)-'\\<1, 

La propriété (l) est immédiate et (2) résulte de 9,3 (l) car 

<(yl/ + A)x,xy à (Я + c)\\x\\\ 

d'où ||(Я/ + л ) x|| ^ (Я + с) ||x|| ce qui entraîne 

\\X(XI + AY'W < — ^ < 1 . 

9.5. Corollaire. Dans 9,4 on peut prendre, sous les suppositions 6,1, l'opérateur D 
de 6,2 au lieu de A si le domaine Q est borné et aij = 0 pour \i\ < k. 

Preuve . C'est une conséquence immédiate de l'inégalité de Friedrichs. 

R e m a r q u e . Le corollaire 9,5 nous montre qu'il suffit d'étudier la réactivité de 
l'opérateur / + D sans se limiter aux domaines bornés et que la réactivité de D dans 
les domaines bornés en résulte sans peine. 

La réactivité de l'opérateur D lui-même (dans les domaines bornés) est la propriété 
bien fondamentale dans l'étude des solutions faibles des équations elliptiques (voir [4], 
chap. 4). 
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10. COMMENTAIRE 

10Д. L'idée du "transport" de l'interpolation de l'opérateur elliptique sur l'évolu
tion générée par lui, n'est pas nouvelle. Ce transport se réahse par l'intermédiaire 
de puissances fractionnaires du générateur. On trouve les traits pricipaux de cette 
méthode chez K. et L. MAURIN ([5], chap. XVHL et [6]) et chez YOSIDA ([8], chap. 
XV), autant que l'auteur sait. Mais dans ces travaux, il s'agit seulement de la régula
rité locale dans l'intérieur du domaine, Yosida se borne seulement à tout l'espace. 

Voilà pourquoi nous nous sommes proposé d'effectuer une analyse détaillée et, 
autant que possible, complète de la méthode du transport. Cette méthode a été 
formulée sous la forme abstraite comme le transport de l'interpolation des puissances 
convenables du générateur sur l'évolution, générée par lui. Dans cette direction, les 
théorèmes de la section 4 sont centraux, tout en étant assez simples. 

Dans les sections suivantes 5 — 8, nous avons cherché à trouver des conditions sous 
lesquelles la théorie générale du transport, exposée dans la section 4, est applicable, 
si le générateur est un opérateur elliptique formellement autoadjoint (voir 6,1 et 6,2). 
Il s'agit donc en première Hgne de trouver des conditions sur les coefficients et sur le 
domaine qui nous permettent d'interpoler les puissances d'un opérateur elliptique, 
formellement autoadjoint par les espaces de Sobolev. Mais il se montre que les résul
tats connus sur les opérateurs elHptiques, nécessaires pour nos buts, sont très in
complets. Donc, nous avons été forcé à nous occuper de ces questions et de donner 
la démonstration complète du théorème de la réactivité 6,11 dans certains cas impor
tants. Ce travail se trouve en préparation. 

10.2. Nous avons déjà signalé que les résultats de Maurin et de Yosida sont 
''locaux". Par contre, les nôtres sont "globaux" ou, comme on dit fréquemment, 
"jusqu'à la frontière". Une théorie complète des problèmes "locaux" sera présenté 
dans un autre travail. 

10.3. La théorie de Yosida embrasse aussi certains opérateurs elliptiques non-
autoadjoints. Une extension de notre théorie à ces opérateurs sera donnée dans la 
seconde partie de ce mémoire. 

10.4. Pour les opérateurs elliptiques autoadjoints du second ordre (/c = l) dans les 
domaines bornés, les résultats les plus proches aux nôtres sont ceux de LADYZENSKAJA 
[7]. Ils sont "globaux" comme les nôtres et il est donc possible de comparer les uns 
aux autres. 

Ladyzenskaja s'occupe d'opérateur de type 

d 

(1) Ox = X ^ii^ijJ^j^) + «00^ • 
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Les hypothèses de Ladyzenskaja 

d d 

(2) Z ör,Xc) ц,ц^ ^aoY^n], «0 > 0 , 
i j = l i = l 

(3) aoo(^) ^ 0 pour ^ G О 

permettent d'entraîner l'opérateur (l) sous notre scheme 6,1 et 6,2. 
Quant aux coefficients иф ^oo^^ ^^ domaine O, Ladyzenskaja suppose, dans la 

notation de [4], que 

(4) â -̂eC Î̂ '̂̂ l + ̂ XÔ), aoo e C^l^'^lp) , ß G Ш? !̂'̂ '̂ !̂ '̂̂ ^ 

avec IJ, /c| = \\d + 1] (cfr. 6,14), ce qui est visiblement plus restrictif que nos condi
tions dans 8,8 (s = 0), dans notre notation, 

(5) a,,.GM(l^'^"^^>(ß), aoo e М(1̂ '̂ 1)(Г2) , Q еШ^^'^'^^^^К 

Enfin, il faut encore comparer les conditions sur les valeurs initiales x, y et sur 
l'excitation h. Nous supposons dans 8,8 (s = 0) pour x, y 

(6) XGD(D(I '^'^I + 2 ) / 2 ) ^ 3;G2)(D<Î^'^I + ^> /2 ) . 

Par contre, Ladyzenskaja exige (dans notre notation) 

(7) X e Wi^''^\''^\Q) , X, Dx, ..., D^d '̂̂ l + D/^ix G ^ f ( O ) , 

On va montrer que les conditions (7) sont plus restrictives que (6). 
D'après (7) Dt('^'^l + i>/2]^ g W^^\Q). Mais, il s'ensuit de 6,8 que W^^\Q) = ^(D^/^) 

et donc X G X)(D'^^I'^''^1"^^^/^^'^^''^). Il faut encore comparer les valeurs [i( |J , /c| + 1)] + 
+ ieti(Kfe|+2). 

On obtient aisément que 

(8) LJ—^ + - = ^——^ pour d = 4^0 et J = 4Jo - 1, 
L 2 J 2 2 

v) ^ + - = L-̂ —' 4- - pour d =• ^dçi - 1 et J = 4Jo - 3 . 
\ jiL \ л./ j ^ <i^ 

Alors, en vertu de (8), (9), on obtient toujours x = X)(D Î'''̂ 1 '*'^^''^), ce qui est notre con
dition (6). Pour y, on déduit de (7) que y G X)(D'^<I^''^' •^2)/2]-1/2^ jj ^^^^ ^^^^ comparer 
[КИ' /c| + 2)] - i avec i ( | J , fc| + l). On obtient 

/1ЛЧ Г к Д | + 21 1 IJ, fcl + l 1 J ЛЛ . л ЛЛ 
(10) J--̂ ~J = i-^_J + - pour d = 4do Qt d = 4do - 1 

' L 2 J 2 2 2 
ГИД1 + 21 _ 1 ^ M ± l pour . 
L 2 J 2 2 

4 ^ 0 - 2 et d = 4c/o - 3 
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Alors, en vertu de (10), (il) on a de nouveau y e î)(D '̂'̂ ''''"*"̂ ^̂ )̂, ce qui est (6). 
Ainsi, nous avons vérifier que nos conditions (6) sont essentiellement moins restric

tives que (7) de Ladyzenskaja. 
Un résultat tout à fait analogue est obtenable pour l'excitation h (avec une diff'é-

rence plus grande en notre faveur). 

10.5. Encore quelques mots sur la théorie de L. Maurin dans [6]. Sans tenir compte 
qu'il s'y agit des problèmes „locaux", on peut comparer les conditions sur les valeurs 
initiales et sur l'excitation. A titre d'exemple prenons les valeurs initiales. L. Maurin 
exige (dans notre notation) 

(1) хеЦОР), уеЦО^-'^''), 

ой p = [Id] 4-2. 
On voit clair que cela implique toujours 10,4 (6) et, en plus, que les conditions (l) 

sont essentiellement plus restrictives que 10,4 (6). 

10.6. Il est clair que la détermination des valeurs et de l'excitation admissibles par 
intermédiaire des puissances de l'opérateur D est formellement simple, mais difficile 
à réaliser dans les cas concrets. 

Les critères plus restrictifs, mais plus appropriés pour application et independents 
de l'opérateur D, se trouvent dans les appendices des théorèmes des sections 7 et 8. 
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