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REGULARITE DE L’EVOLUTION LINEAIRE ISOCHRONE

MirosLAV Sova, Praha
(Regu le 11 mars 1969)

Le présent article est consacré & ’étude des équations de I’évolution linéaire iso-
chrone d’ordre un et deux

n u'(1) + Au(t) = h(r),

u(0,) = x,

(1) u'(t) + Au(t) = h(r),
u(0,) =x, u(0,)=y

ou A est un opérateur non-négatif autoadjoint dans un espace de Hilbert.

On peut montrer que I'étude des équations du type u®™(r) + A4 u(t) = h(r), u(0,) =
= Xy, ..., u" *(0,) = x, est, pour A4 non-négatif autoadjoint et n > 3, vide de sens.
Voir [12].

Le cas hétérochrone, ou le coefficient 4 dépend de temps, n’est pas considéré ici.

Les points centrals, ce sont la régularité et le lissage des solutions des équations
(I), (II) si Popérateur A est un opérateur différentiel elliptique. Il se montre qu’il
s’agit de deux problémes suivants: d’interpoler une puissance fractionnaire convenable
de A et de transporter cette interpolation en temps sur une solution donnée u.

Pour I’histoire et d’autre remarques, voir le commentaire a la fin de I’article.

Il y a dix sections: 1. Préliminaire, 2. Opérateurs non-négatifs autoadjoints,
3. Equations d’évolution, 4. Transport de I’interpolation sur I’évolution, 5. Transitivité
et reactivité d’opérateurs, 6. Opérateurs différentiels elliptiques, 7. Régularité de
I’évolution, générée par des opérateurs elliptiques, 8. Lissage de I’évolution, générée
par des opérateurs elliptiques, 9. Appendice de la réactivité, 10. Commentaire.

On voit de cette liste que les sections 1 —35 ont un caractére abstrait. Il serait peut-
étre bon que le lecteur lise ces parties abstraites parallelement avec ’exposition de
certains cas spéciaux qui sont considérés dans les sections 6—8.
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1. PRELIMINAIRES

1,1. On utilisera fréquemment les notions et notations courantes dans [1], [2]. En
outre, rappelons quelques différences. On désignera par: (1) R le corps des nombres
réels, (2) R* ’ensemble de nombres positifs, (3) R%, d = 1, 2, ... espace numérique

d
d-dimensionel, RY = R x ... x R, avec la norme [[&] = [(&,, &2 .. &) = X J&,
1 d r=1

(4) E,E,, E,, ... des espaces de Banach réels quelconques dont les normes sont écrites
simplement | .| ou si nécessaire | .|z, || g |- |50 -~ (5) H, Hy, H,, ... des espaces
de Hilbert réels quelconques avec les normes | .|, |- |a || [, --- et avec les produits
scalaires (.,.», (., > (o5 Dm,s --- (6) ¥(Ey, E,) 'ensemble des opérateurs linéaires
U avec 0 = DU) c E,, R(U) < E, (2"(E) = 2*(E, E)), (7) 2(E,, E,) ’espace
de Banach des opérateurs de £*(E, E,), partout définis et continus, avec la norme
usuelle qui s’écrit, si nécessaire, | .| ec, ) (}(E) = (E, E)), (8) U° = I pour tout
U e ¢*(E).

Les résultats utilisés dans ce qui suit sont a trouver dans [1], [2], [8], [9], en
particulier en ce qui est du calcul différentiel et intégral des fonctions vectorielles,
voir [9], chap. 1II.

1,2. Soient U € 2*(E) et Q un espace de Banach. On dit que I’espace Q interpole
'opérateur U supérieurement {inférieurement} si

(0 V)=
(I1) il existe une constante K telle que, quel que soit x € D(U),
1) [xlz + [Ux]e = K]x]o {[x]o = K(|x]z + [Ux]z)} -

Si I’espace Q interpole 'opérateur U tel inférieurement que supérieurement, on dit
simplement que Q interpole U.

1,3. Proposition. Soient U € 2*(E) et Q un espace de Banach. Lorsque (x) D(U) n
N Q est fermé dans Q,(B)I + U est biunivoque et (I + U)~" e &(E), alors 'espace Q
interpole I’opérateur U inférieurement si et seulement s’il I’interpole supérieure-
ment.

Autrement dit, sous les hypothéses (o), (B), I'interpolation inférieure ou supérieure
implique Iinterpolation (cfr. 1,2).

Preuve. Soit Q, I'espace de Banach D(U) n Q muni de la norme de Q. Dans le
cas de interpolation supérieure, Qo = D(U) et I + U est une transformation linéaire
continu de Q, sur E et, dans le cas de Uinterpolation inférieure, Q, = D(U) et (I +
+ U)™! est une transformation continue de E sur Q, ce qui s’obtient aisément
grace a I'identité (I + U)™! + U(I + U)™"' = I. Alors il suffit de se servir du théo-
réme de Banach du graphe fermé.

252



1,4. Proposition. Soient U € 2*(E) et Q un espace de Banach. Si I'opérateur U
est fermé et Pespace Q interpole Iopérateur U supérieurement, alors D(U) est
fermé dans Q.

La preuve est presque immédiate.

1,5. Soit U € 8*(E). On désigne par G(U) la complétion de I'espace D(U) muni
de la norme
I*low = [x] + Jux] -

Ii est clair que G(U) est un espace de Banach.

1,6. Proposition. Soit U € 8*(E). Si opérateur U est fermé, alors
(1) 6(U) = D(U),
(1) Pespace ®(U) interpole Popérateur U .

La preuve est immédiate.

1,7. Soit de{1,2,...} et Q un ouvert dans R’ On désignera par (1) Q > E
’ensemble de toutes les fonctions sur Q avec valeurs dans E, (2) CCC(Q, E) le sous-
ensemble de Q — E de toutes les fonctions continues sur @, (3) CC(2, E) le sous-
ensemble de CCC(Q, E) des fonctions bornées sur tout borné X < Q, (4) C(2, E) ~
I’espace de Banach des fonctions bornées f € CCC(Q. E) avec la norme ||f||¢ce,r) =
= sup | f(?)], (5) CU(, E) le sous-espace de C(Q, E) des fonctions uniformément

teQ

continues sur Q, (6) Q@ T E l'ensemble de fonctions mesurables de Q — E,
(7) MMM(, E) I'ensemble des fonctions de Q 3 E bornées sur tout compact X < @,
(8) MM(Q, E) I’ensemble des fonctions de Q =3 E bornées sur tout borné X < Q,
(9) M(9Q, E) I’espace de Banach des fonctions presque bornée f € Q =3 E, muni de la
norme

17l sy = sult)egss 7@ -

Soit encore 1 < p < oo. Alors on désignera par (10) LLL,(Q, E) I’ensemble des
fonctions f € Q 3 E pour lesquelles [y [ f(7)|?dr < oo sur tout compact X < @,
(11) LL,(Q, E) comme (10) avec [y [f()||?dr < oo sur tout borné X < Q,
(12) L(Q, E) 'espace de Banach des fonctions f € @ 3 E telles que [, [ f(7)]|? dt < oo,
muni de la norme :

I iacor = [ "Quf(r)nwr]‘“’.

Si E = R on omet le symbol R (on écrit C(Q) au lieu de C(€, R) etc.) Aussi I'indice p
est souvent omis si p = 1.

v
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1,8. Soit N = {0, 1,...} et de {1,2,...}. Les éléments de la puissance cartésienne
N%=N x N x ... x N seront appelés les multi-indices (de longueur d).
1 2 d

d
Pour i € N%, on écrit |i| = Y i,. Pouri,je N% i < jsignifiei, < j,,v=1,2, ..., d.
v=1

Dans les sommes, on écrit souvent z au lieu de Z etc.
i i

1,9. Soient d € {1,2, ...} et Q un ouvert dans R?. On désignera par C3'(%, E) I'en-
semble de toutes les fonctions ¢ € Q — E indéfiniment continfiment dérivables au sens
classique et aux supports compacts dans Q (la fermeture de {é : go(é) % 0} est une
partie compacte de Q).

On écrit C3(Q) au lieu de CJ(L2, R).

Si reN? est un multi-indice et ¢ € CJ(RQ, E), on désignera par D¢ la dérivée
partielle (0" [0&7") (07[0%) ... (9"[0E) ¢ au sens classique.

1,10. Soient d € {1, 2, ...}, Q un ouvert dans R? et r € N?. On dit que une fonction
x € Q - E posséde la dérivée r-itme (au sens de Sobolev) si x € LLL(Q, E) et s’il
existe une fonction y e LLL(Q, E) telle que, pour toute ¢ € C3(), on a

j oln) x(n) dn = j (') (n) ¥() dn .

Cette fonction y sera désignée par D"x.

11 est clair que cette dérivée est déterminée presque partout.

Soitv=1,2,...,detr=(0,...,0,1,0,...,0). Au licu de D"x, on écrit souvent
D x (la dérivée partielle premiére au sens de Sobolev par rapport 4 la variable &)

Soit m € {0, 1, ...}. On dit que une fonction x € Q — E est m-fois dérivable si elle
posséde la dérivée r-i¢me pour tout r € N%, |r| < m.

Dans tout Particle on ne considere que les dérivées au sens de Sobolev, que nous
venons de définir.

1,11. Soient d € {1,2, ...}, © un ouvert dans R’ et m = {0, 1,...}. Si &(Q, E) est
une des familles de 1,7 & I’exception de (1) et (6), on définit la famille #™(<Q, E)
comme suit: x € ®™(Q, E) si et seulement si Dx € $(Q, E) pour tout r € N%, |r| < m.

Si ®(%2, E) est en plus un espace de Banach (les cas @), (5), (9), (12)), on munit
@™(Q, E) de la norme

[xXlom@.ey = % 1D%]a,, .
Irlsm

La fermeture de C5'(Q, E) dans (@, E) sera désignge par ¢™(Q, E).

Comme dans 1,7, on écrit ™(Q) au lieu de Bm(Q, R) et 6™(Q) au lieu de
&™(Q, R). '

En outre, on écrit, comme d’habitude, W{™(Q) au ligy de 1™ o ~
est souvent omis. e L,”(Q) et I'indice p =1
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1,12. Lemme. Soitd € {1,2,...} et Q un ouvert dans R*. Pour tout x e M"(Q, E),

ona
(1) [x(€1) = x(Z2)| = [x[morem [€0 - &
pour presque tout £, &, € Q.

Preuve. Il est facile de construire une suite {Q,}7 des ouverts

) ve,=2q,
p=0
2
(3) V(—,Q,,)g Q pourtout pe{l,2,..},
p

ol V(g, K) est e-voisinage de ’ensemble K dans R’.
Posons maintenant pour p € {1, 2, }

1/p 1/p
4 x,(¢) = p"J j x(¢& +n)dn pour ¢eQ,,
0 (1]
d
(5) x (&) =0 pour £eQ\Q,.

En outre, on écrit pour pe {1,2,...},v=1,2,...,d,

1/p 1/p ’

(6) () =pdj' ,[ Dx(¢ +n)dp pour feQ,,
0 ]

) Y@ =0 pour £eQ-Q,.

Si I’on écrit (4) sous la forme

&it1/p Eat+1/p
x,(¢) = p* f J x(n) dn

&1 ga
on voit aisément que

(8) x, est continue sur Q,, pe{l,2,...}.

Par la méme méthode, on obtient que

) yM est continue sur Q,, pe{l,2,...}, v=1,2,...,d.

De plus, on obtient aisément de (4) que, pour pe {1, 2, ...}
(10) x, est dérivable sur Q,,
ay D, x8) = 1)
pour presque £ €Q,, v =1,2,...,d.
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11 s’ensuit donc de (8)—(11) que
(12) x, est continfiment dérivable sur Q,, pe{1,2,...}.

On peut donc utiliser le théoréme des accroissements finis et on déduit de (12)

(13) [xalén) = =& = én = & Z sup [;”(9)]

pour tout &, &, € Q,,.
D’autre part, il résulte du théoréme de Luzin que

(14) x,(&) = x(&), y(&) = Dy x(&) (p— )

presque partout sur Q.
On déduit aisément de (13) et (14) que

”x(f1) - x(fz)” = “51 - 62“ vglllef"M(Q,E) =<
< e - 52” ”x”M“)(Q,E)
pour presuge tout &, &, € Q, ce que implique (1)

1,13. Proposition. Soit de{1,2,...}, Q un ouvert dans R® et me{0,1,...}.
Pour tout x e M™*1(Q) et pour presque tout &, &, € Q, 0na

(1) 107 x(81) = D" x(&2)] = (€0 = ol [*[wemsnraey -

Le preuve résulte sans peine du lemme 1,12 par récurrence sur m.

Remarque. 11 est clair de 1,13 que nos espaces M™"*(Q, E), me {0, 1, ...},
coincident avec les espaces C™!(2) de [4] pour les ouverts bornés Q = R%.

1,14. Proposition. Soient U e £+(E) et Q un espace de Banach. Si Q interpole
inférieurement Iopérateur U, alors, pour toute fe LL(R*, E) et Uf e LL(R*, E)
{fe CCC(R*,E) et Uf e CCC(R*, E)}, on a fe LL(R*, Q) {f e CCC(R*, Q)}.

Preuve. Si fe CCC(R*, E) et Ufe CCC(R*,E), alors la conclusion fe
e CCC(R*, Q) résulte immediatement de la définition 1,2. Le cas général en découle
sans peine si I'on approxime f par les fonctions continues (p. ex. polygonales).

1,15. Proposition. Soient U, Q comme dans 1,14. Si Q interpole supérieurement
Popérateur U, alors, pour tout fonction fe LL(R*, Q) {CCC(R*, Q)}, on a fe
e LL(R*, E) et Uf e LL(R*, E) {f € CCC(R*, E) et Uf € ccc(R+ E)}.

La preuve est analogique a celle de 1,14.
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Remarque. Les propositions 1,14 et 1,15 peuvent étre généralisées dans divers
directions.

1,16. Proposition. Soit U e 8*(E) et fe R* — E. Si Popérateur U est fermé,
feLL(R*,E) et Uf e LL(R", E), alors, pour tout a > 0,

(1) J 0 (x) de e DU),

@ U (J:f(f) dr) - f :Uf(f) de.

Pour la preuve, voir [9] th. 3.7.12.

1,17. Proposition. Soient feR*™ > E et ®eR* —» L(E). Si feLL(R",E),
|®()] 1 + t pour tout t e R* et la fonction ®(.) x est continue pour tout x € E,
alors

(1) J 0 f ;<D(‘r ~ 6)f(0) do dr = f o (J.;_tQ(o') () da) dr =

_ j 0 J (:(D(a) f(z — 0)do dr = L <£"¢(T) 1(0) do) de

quel que soit t e R*.

Preuve. SoitteR* et Z = {(0,7):0 <o <t < t}.

La fonction &(t — 0) f(o) est évidemment mesurable sur Q et |®(r — o) f(0)]| <
< (1 + (t — 0)) | f(c)] d’ou on obtient aisément que ®(r — o) f(c) est intégrable
sur Q. En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire pour tout t € R*:

“ f 0 J:(D(r ~ 6) f(o) do dr = qu(r — 6) f(0) do dt =

- J 0 ( j :<P(r ~ 9)f(0) df) do = j 0 < j ;_ad)(r) £(0) dr) do

ce qui est la premiére ligne de (1).
La seconde se démontre de la méme fagon et enfin, I’identité

L: ( f (:db(f — 0) f(0) da) dr = j ; J:gp(,,) f(z = 0) do de

s’obtient par une substitution linéaire évidente.
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2. OPERATEURS NON-NEGATIFS AUTOADJOINTS

2,1. Dans toute la section 2, one se donne un espace de Hilbert H et un opérateur
fixe A € 2*(H), non-négatif et autoadjoint, c’est-a-dire

(1) {(Ax,xy 2 0 pour tout xeD(4) (non-négatif).

)] A* = A (autoadjoint) .

2,2. La décomposition spectrale de ’opérateur A sera marquée par Z. On trouve,
en vertu de 2,1 (2), que la masse de la mesure spectrale 2 est concentrée sur R*.

Rappelons encore que 1’on utilisera souvent dans les démonstrations la théorie des
fonctions d’un opérateur autoadjoint, étudiée en détails dans [1], chap. VIL. Les
démonstrations connues ou aisées seront omises.

2,3. Proposition. Lopérateur A est fermé et densement défini. Pour tout 1 > 0,
Popérateur AI + A est biunivoque (AI + A)™' e &(H) et [|(AI + A)™'| = 27"

2,4. Soit o > 0 et A = 0. On définit (AI + A)* comme suit: x € D((AI + A))
si et seulement si [° (4 + 0)** | P(do) x|* < co; puis on pose

(1) (AL + A) x = j "0 + oy P(do) x

2,5. Proposition. Pour tout 4 2 0, (AI + A)' = Al + A.

2,6. Proposition. Pour tout « =2 0, f =0 et 1 = 0,

It

(1) (AL + AY*0 = (A + Ay (AL + AY . |

2,7. Proposition. Pour tout 0 < f <o, A 20,
(1) DA + AY) 2 D((AI + Ay,
) |GI + 4Y x| < =] + (A1 + 4]

pour tout x € D((AI + A)).

2,8. Proposition. Pour tout « = 0 et A = 0, les opérateurs Al + A* et (/II + A)“
sont non-négatifs, autoadjoints, fermés et densement définis. Pour tout o = 0 et
A >0, les opérateurs Al + A* et (Al + A)* sont biunivoques et [AI + A*]™' et
[(A1 + A)] ' € L(E). :
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2,9. Proposition. Pour tout o = 0 et 1 > 0,

(1) D(4%) = DA + 4%) = D((A + A)),
@) <] < 27 + Ay ], Jas] < 27+ A s
©) G + Ay x| < 227 (<] + 4]

pour tout x € D(A%).

2,10. Proposition. Pour tout A = 0,
1) [AI + A)'?)P =21 + 4,
()] (A1 + 4)!72 x||* = 2]x[* + <Ax, x>
pour tout x € D(A).

Les preuves des propositions 2,5—2,10 sont faciles directement de la définition 2,4
en vertu du calcul opératoire (cfr. 2,2).

2,11. Proposition. Soient feR* > H et 0=<p<a Si feLLR* H).
. {CCC(R*, H)} et A*feLL(R*, H){CCC(R", H)}, alors A’feLL(R*, H).
.{CCC(R*, H)}.

Preuve. Pour fe CCC(R+, H), c’est une conséquence immédiate de 2,7. Pour
fe LL(R+, H), on procéde comme d’habitude en approximant f par les fonctions

de CCC(R*, H).
2,12. Sur D(A), on introduit une nouvelle norme

Ixl5 = (Ix[* + <ax, x>)"2

qui sera appelée la norme de Friedrichs.
On vérifie sans peine que I’ensemble D(A), muni de cette norme, devient un espace

préhilbertien.
Comme |x[/g = [x[, la complétion de D(A) peut étre immergée dans I'espace H
lui-méme et cette complétion sera désignée par F(A) et appelée I'espace de Friedrichs.

Remarque. Dans 2,12, il s’agit de la construction, bien connue et diie & Friedrichs.

2,13. Proposition. Pour 'opérateur A, on a
) F(4) = D(4'?) = D(I + A1) = D((I + A)'/?),
@ [xls = (I=[* + [4">x]?)"72 = (T + 4)""* x] .
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Preuve. D’abord, en vertu de 2,7 et 2,9 (1)

©) D(4) < D(4'?),

@ D(4) = D((I + 4)7),

®) D(4M2) = DI + 4'7) = DI + 4)"7).
D’aprés 2,10

(6) Ixls = (|x]* + [|A"2x]?)2 = |(1 + 4)'"* x|

pour tout x € D(A).
Maintenant, on va montrer

(7) 3(A) [ D(AI/Z) = b(I + A1/2) = D((I + A)l/z),
(8) I’identité (6) a lieu pour tout x e F(A4).

En effet, soit x € F(A4). D’aprés la définition 2,12 il existe une suite x; € D(A) telle
que x;, — x dans F(4). En vertu de (6) A'/%x, est convergente et, par conséquent,
comme A'/2 est fermé d’aprés 2,8, on a x € D(A4'/%) ce qui, avec (3) et (4), vérifie (7).
Enfin, (8) résulte immédiatement de (6) vu que, d’aprés 2,8, I'opérateur (I + 4)'2
est aussi fermé.

Pour compléter la preuve il suffit de démontrer, en vertu de (5), que

©) DI + 4)'7?) = §(4) -

Soit donc x € D((I + A)*/?). Comme D((I + A)'/?) est dense dans H d’aprés 2,8,
on trouve une suite y, € D((I + 4)"/?) telle que y, - (I + A)"/? x (k > o). Posons
x, = [(I + A)"?]7" y, ce qui est toujours possible d’aprés 2,8. En conséquence de
la méme proposition

(10) x> x et (I+ A)“‘h xp =y~ I+ A4)"7?x (k- ).

Mais il est clair de la définition de x, que x, € D(((I + A)'/?)*) et comme, d’aprés

2,6 et 2,5, D(((I + A)'?)*) = D(I + A) = D(A), on a x, € D(A). Ceci entraine vu

(10) que x, est convergente aussi dans §(4) et, par conséquent x € F(4), d’ou (9).
Cela acheve la preuve. ‘

Remarque. Cette proposition est, en principe, connue (cfr. [3], p. 621). Mais
notre formulation est un peu plus compléte et c’est pourquoi nous avons ajouté
la preuve.

3. EQUATIONS D’EVOLUTION

Note. Dans toute la section 3, on reste dans le cadre des suppositions 2,1.
En outre, 2 sera la décomposition spectrale de 4 € 8*(H) (cfr. 2,2).
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3,1. On posera pour x € H, t e R*

»

(1) 60x = [ A x - 2O,
@) ()% = "R+cos (1 Jo) P(do) x + 2((0)) x ,
3) (1) x = ”R+sm (t Jo) P(do) x .

Ces définitions sont bien justifiées. Notons encore, pour plus de sdreté, que 2({0})
signifie la masse de la mesure spectrale £ sur 'ensemble {0}.

3,2. Proposition. Pour tout t e R*,

(1) &(1), 4(1), (1) € &(H),
@) le@l <1, Je@l <1, 0] 1.

3,3. Proposition. Pour tout xe H et te R,

1) la fonction &(.) x est continue,
9] Ex—->x (t-0,),
@3) f 6(2) x dr e D(4) ,
4 A jtﬁ(r) xdr=x — &(t)x.

3,4. Proposition. Pour tout xe H et t € R*
1) la fonction %(.) x est continue,
) ¢(t)x > x (t—0,),
(3) jt Jw%(a) x do dr € D(4),
4) Ajrjt%(a)xda dt=x—%4(f) x,
5) j 6(5) x dr e D(4112),

0
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(6) e Jt%(r)x de = (i) x,

0

(7) la fonction &(.) x est continue ,
(8) FHx—->0 (t-0,),
©) j (}9’(1) x dv e D(A!2) |
(10) A‘/zjty(t) xdt=x — g(f)x .

3,5. Proposition. Pour tout x € D(A) et te R*,

t
(1) j () Axdt = x — &(t) x .
0
3,6. Proposition. Pour tout x e D(A'/*) et t e R,
t
(1) J (x) AVx dr = (1) x,
0
t
(2 j F(t) A *xdr = x — 6(t) x .
0

3,7. Proposition. Soienta 2 0,4 = Oet W = &, %, & resp. Pour tout x € D((AI +
+ AY)etteR*, ona

(1) W (1) x e DAL + AY),
) (I + Ay W) x = w(t) (A + AY x.

Les preuves de 3,2—3,7 résultent immédiatement du calcul opératoire (cfr. 2,2).

3,8. Proposition. Soient ue R* - H etne{l,2,...}. Si

(@) ue CCC(R*,H), ueLL(R*, H)
t [ty Th-1
®) j j j u(z,) d, ... de, € D(A)
0JO 0
pour tout t e R,
t T1 Tn—1
() u(t) + AJ J j u(t,)dt, ...dt, =0 pour tout teR*,
0Jo 0 . ,
alors u est identiquement nulle.
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Preuve. On procéde comme chez MAURIN [5] (chap. XVIII, § 2, p. 431) dans le
cas n = 2. Les détails de cette adaptation seront laissés au lecteur.

3,9. Théoréeme de Pexistence de Pévolution parabolique. Pour tout x e H et h e
€ LL(R™, H), il existe une et une seule fonction ue R* — H, appelée solution,
verifiant

(1) ueLL(R", H),

t
(1) J u(t) dt e D(A) pour tout teR™,

o

(1) u(t) + 4 Jrzt(t) dr = x + ‘[th(t) dr

0 0

pour tout te R™.

3,10. Théoréme de la structure de I’évolution parabolique. Pour tout xe H, h e
e LL(R", H) et u e LL(R*, H), qui vérifient 3,9 (11), (I1I), on a

(1 ue CCC(R*, H), u(t)—>x(t—0,),

) u(t) = () x + j &(t — ) h(x) de

0

pour tout t e R*.

Les preuves de 3,9 et 3,10 seront données simultanément.

Soient x € H, h e LL(R*, H) et soit u la fonction, définie par 3,10 (2).
1 est clair que, en conséquence de 3,2 et 3,3 (1), (2), que (1) a lieu.

Si I’on intégre 3,10 (2) sur (0, ), on obtient

G ﬁ)u(t) de = j ;é"(‘r) xde + J o J ;éa(f — ) h(e) do de

pour tout t € R*.
Il résulte de 3,3 (3), (4) que

) j " 8(0) h(x) do = D(4)

5) A f ;—ré”(a) h(z) do = h(z) — &(t — 7) h(z)

quelque soit te RY, 0 < 7 < 1.



Il est clair, vu 3,2 et 3,3 (1), (2) que I'on peut appliquer la proposition 1,17 d’ou,
en vertu de (4), (5), 2,3 et 1,16:

(6) J:ﬁk@-—@h@yhdreDM%
@) Aj;ﬂdr~ﬂh@ﬁhdr=£}@dr—£0—ﬂh@dr

pour tout t € R™. .

Ceci étant, les identités 3,3 (3), (4) et les formules (1), (3), (6), (7) déja démontrées,
nous permettent de vérifier sans peine les propriétés 3,9 (I)—(III) pour u, défini par
3,10 (2).

L’unicité, découlant facilement de 3,8, compléte les preuves de 3,9 et 3,10.

3,11. Théoréme de la structure de Pintégrale de I’évolution parabolique. Pour tout
xeH, he LL(R*, H) et u € LL(R*, H), qui vérifient 3,9 (1I), (1), on a

(1) fﬂﬂﬁebML

[

@) Ajkgm=x+Jﬂam—g@x—J%@-ﬂaﬂﬁ

0 0 0
pour tout t e R™.
Preuve. On voit sans difficulté que le théoréme 3,10 a lieu et donc les énoncées

(1), (2) s’ensuivent immédiatement de 3,10 (2) a I'aide de 3,3, 1,16 et 1,17.

3,12. Théoréme de la structure de la dérivée de 1’évolution parabolique. Pour tout
x € D(4), he LL(R*, H), Ahe LL(R*, H) et ue LL(R*, H), qui vérifient 3,9 (II),
(111),

(1) il existe une dérivée u' e LLL(R"; H) telle que u' — he CCC(R*, H)
et u'(t) — h(t) > —Ax(t - 0,),

2 - u()eD(4),

(3 : u'(t) + Au(t) =h(t),

@ ,4g=-g@Ax—£}@_ﬂAh@dr+M0

pour tout t e R™.
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Preuve. Il est clair que le théoréme 3,10 est applicable et donc, on peut exprimer u
par la formule 3,10 (2).

En outre, le second membre de (4) définit une fonction que nous désignerons par v.
1l est clair de 3,2 et 3,3 (1), (2) que

) ve LL(R*, H), v — heCCC(R*, H),
o(t) — h() > —Ax (1t —>0,).

Nous allons d’abord démontrer que

[

(6) u(t) — x = J‘tv(r) dt pour teR*.
11 résulte de 3,5 (1) que
™) J :L@(a) A h(z) do = h(z) — &(t — 7) h(z)

pour tout te R*, 0 < 7 < t.
Mais la proposition 1,17 nous donne, en vertu de (7), pour tout t e R,

®) J 0 J ;5(1 — 0) A h(o) d(o) dr = 'f ;h(r) dr — J (:@@(t — 1) h(e) de

ce qui avec 3,5 (1) implique (6).

En utilisant (5) et (6), on obtient immédiatement (1) et (4).

Pour obtenir (3), (4), on dérive 3,9 (III) par rapport a ¢ en tenant compte que I’opé-
rateur A est fermé d’aprés 2,3 et que encore les propriétés 3,9 (I), (II) ont lieu.

La preuve est ainsi compléte.
3,13. Théoréme de Pexistence de I’évolution hyperbolique. Pour tout x,y € H et

h e LL(R*, H), il existe une et une seule fonction ue R* — H, appelée solution,
veérifiant

0] ueLL(R*, H),
t T

() J‘ f u(o)do dt € D(4) pour tout teR™,
oJo

(1) u(t) + 4 (L j ;u(a) do df> —xtiyt f O '[ O'h(a) do de

pour tout te R*.
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3,14. Théoréme de la structure de Pévolution hyperbolique. Pour x, y€ H, he
e LL(R*, H) et u € LL(R*, H), qui vérifient 3,13 (1I), (I1I), on a

(1) ue CCC(R*, H), u(t)— x(t—0,),

(2 u(t) = (1) x + Jl%(t) ydr + jﬂ jr%(r — 0) h(o) do dt
pour tout te R™.

Preuve. On va prouver 3,13 et 3,14 ensemble.

Soit donc u la fonction défini par 3,14 (2). Il est immédiat, en conséquence de 3,2 (2)
et 3,4 (1), (2) que (1) a lieu.
En intégrant deux fois 3,14 (2) on obtient pour tout te R*

(3) ﬂﬁu(a) do dr = j;j;%(a)xdadr +.j'f'f<g(g)ydgdadz +

0J0JO

1T - amowie

Il résulte de 3,4 (3), (4) que

@) j 0 f “6(6) h(o) dé do € D(4),

) A j J :%(5) h(o) dé do = h(s) — %(x — o) h(o)

pour toutte R*,0 < 0 < 1.

En outre, si I’on écrit d’aprés 1,17 en vertu de 3,2 et 3,4 (1), (2),

LLLL%(Q — &) h() dt dg do dr =
I romomeyo

on obtient de (4), (5), 2,3 et 1,16

©) LLLL%@) h(o) d¢ de do dv & D(4) ,

o AJ: LL f:_"(g(g) h(o) d¢ de do dr =
- j 0 f ;h(a) do dr L ﬂ(g(r ~ 6) h(o) do d .
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Alors, les relations 3,4 (3)—(4) et les formules (1), (3), (6), (7) déja démontrées nous
permettent de vérifier aisément les propriétés 3,13 (I)— (III) pour u défini par 3,14 (2).

L’unicité, découlant immédiatement de 3,8, nous permet d’achever les preuves tel
de 3,13 que de 3,14.

3,15. Théoréme de la structure de Pintégrale de I’évolution hyperbolique. Pour tout
x,yeH, he L(R*, H) et u e LL(R*, H), qui vérifient 3,13 (II), (I1I), on a

1) J‘u(t) dr e D(4'?)

0

@ AMJtu(T) dr = #(0)x + J;y(f) yde + f 0 J ;.S”(r ~ 0) (o) do dr

0
pour tout te R*.

Preuve. Comme le théoréme 3,14 a évidemment lieu, on déduit (1) (2) aisément
de 3,14 (2) a l'aide de 3,4, 1,16 et 1,17.

3,16. Théoréme de la structure de Pintégrale seconde de I’évolution hyperbolique.
Pour tout x, y € H, h e LL(R*, H) et u € LL(R*, H), qui vérifient 3,13 (II), (III), on a

Q) J ; f;u(a) do dr e D(4),

@) Aﬁf;u(a)dadmx+zy+£fh(a)dadr_

—6(0) x — j;(g(z) yde — L f ;(g(r i 0) h(0) do dt

pour tout t e R™.

Preuve. Il est clair que le théoréeme 3,14 est applicable et par conséquent, on déduit
(1), (2) de 3,14 (2) a l’aide de 3,4, 1,16 et 1,17.

3,17. Théoréme de la structure de I’évolution hyperbolique et de sa dérivée premiére.
Pour tout x e D(A'?), ye H, h e LL(R*, H) et u € LL(R™, H) qui vérifient 3,13 (1I),
(1), on a

(1) A2 e CCC(R*, HY, A2 u(t) > A'2x (t>0,),
t

) A2 u(t) = (1) A'2x + F(1) y + J Pt — 7) h(z) de
0

pour tout t e RY,
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(3) il existe une dérivée u' telle que u' € CCC(R*, H) et u'(t) - y (1 > 0.),

@ f;u(‘r) dre D(4),

) w(l) + A j '

0

u(z) dr = x + j‘h(r) dr,

0

©) W(i) = — (1) A2x + 6(1) y + j "t — =) h(z) de

0

pour tout t e R*.

Preuve. Comme le théoreme 3,14 est évidemment applicable, on peut exprimer la
fonction u sous la forme 3,14 (2) et les énoncés (1), (2) en résultent grace a 3,4, 3,7 et
1,16.

En outre, le second membre de (6) nous définit une fonction que nous allons dési-
gner par v. Il est immédiat de 3,4 (1), (2), (7), (8) que

(7) ve CCC(R*, H), o(t)-»y (t—0,).

Il importe de démontrer d’abord
t

(8) u(t) — x =J u(t)dt pour tout teR*.
0

Mais c’est immédiat de 3,6 (2) et 1,17.

Donc, (7) et (8) impliquent (3) et (6).

Pour obtenir (4), (5), on dérive 3,13 (III) par rapport & ¢ compte tenu que I'opéra-
teur A est fermé d’aprés 2,3 et que encore les propriétés 3,13 (I), (1I) ont lieu.

3,18. Théoréme de la structure de la dérivée seconde de I’évolution hyperbolique.
Pour tout x € D(A), y e D(A'?), h e LL(R’r H) A'?h e LL(R*, H) et u e LL(R*, H),
qui vérifient 3,13 (II), (III), on a

(1) il existe une dérivée seconde u” € LLL(R*, H) telle que u’ — h e CCC(R*, H),
w'(t) — h(t) > —Ax (t - 0,),

) u(t) e D(4)

(3 u"(t) + Au(t) = h(r),

@) W(t) = — (1) Ax — S(i) A2y — j (¢ — ) h(2) de + h(r)
pour tout te R*.
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Preuve. Comme le théoréme 3,17 est évidemment applicable, on peut exprimer u’
sous la forme 3,17 (6).

En outre, le second membre de (4) nous définit une fonction que nous désignerons
par v. Il est clair de 3,4 (1), (2), (7), (8) que
5 ve LL(R*,H), v — heCCC(R*, H),
u(t) — h(f) > —Ax (t—>0,).

Nous démontrons d’abord que

t
(6) u(t)—y= f v(t)dt pour tout teR*.

0

I résulte de 3,6 (2) que
t—t
(7) &(0) A% h(z) d(c) = h(z) — €(t — 7) h(7)
0
pour toutte R*, 0 < 7 < t.

Mais si I'on se sert de 1,17, on déduit de (7) pour tout t € R*

®) j 0 J:&f(r — 6) A2 h(g) do dt = j h(r) de — J (1 — <) hx) de

) 0
ce qui avec 3,6 (1), (2) implique (6).
En utilisant (5) et (6) on obtient immédiatement (1) et (4).
Pour obtenir (2), (3), on dérive 3,17 (6) par rapport a t compte tenu que 'opéra-
teur A est fermé d’apres 2,3 et que encore les propriétés 3,6 (1) (2) ont lieu.

La preuve est compleéte.

3,19. Jusqu’a présent, nous avons étudié les problémes de Cauchy abstraits de
types:

) w(t) + Au(t) = h(r), u(0,)=x,
) u'(t) + Au(t) = h(r), u(0,)=x,, w(0,)=x,,

ou A est un opérateur non-négatif autoadjoint. Mais ces problémes ne sont que des
cas spéciaux du probléme général

(3) u™(®) + Au(t) =n(t), u(©0,)=x,, u(0,) ='x2, ., u"TD0,) = x,,

A restant ’opérateur non-négatif autoadjoint. Alors la question naturelle se pose si
I’on ne peut construire une théorie générale pour (3) qui résoudrait les cas (1), (2)
simultanément comme les cas spéciaux du probléme (3).
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Malheureusement, dans cette voie, on trouve des obstacles trés sérieux. C’est en
particulier la non-existence de I’intégrale compléte de I’équation homogene

@) u() + Au() =0, u(0,)=...=u""0,)=0, u"D0,)=x

pour n = 3 (cfr. 3,1).
Ces questions seront élucidées en détails dans Particle [12] qui se trouve en pré-
paration.

Mais ces faits ne sont pas surprenenats du point de vue de physique car on ne con-
nait aucune équation d’ordre trois ou supérieur en temps qui décriverait des phéno-
menes physiques évolutifs.

4. TRANSPORT DE L’INTERPOLATION SUR L’EVOLUTION

Note. Dans toute la section 4, on reste dans le cadre des suppositions 2,1.

4,1. Théoréme du transport de Pinterpolation sur P’évolution parabolique. Soient
o = 0, Q un espace de Banach et K,, K, deux constantes. Si

(1) D4 < Q,
) Iz + [4%2z]la < Ki]2]q
€) e = Ka(lz]w + | 4%2]|0)

quel que soit z € D(A%),

alors, pour tout x € D(A%), h e LL(R*, H), A*h € LL(R*, H) et u e LL(R*, H), qui
vérifient ensemble les propriétés 3,9 (1I), (III), on a

4 xeQ, heLL(R*, Q),

(5) ue CCC(R*,Q), u(t)— x(t—>0,) dans Q,

© 0o 5 Kk Iele + [ [9o ]
pour tout t e R*.

Preuve. Soient
(7 xeD(4%), heLL(R*, H), AheLL(R*,H)

etueR" — H tels que 3,9 (I)—(III) ont lieu.
L’énoncé (4) s’ensuit de (1), (3), (7) et 1,14
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En conséquence de (7), le théoréme 3,10 a lieu et on peut exprimer u par la formule
3,10 (2).
A P'aide de (7), 2,8, 3,7 et 1,16, on obtient de 3,10 (2):

®) A% u(l) = 6(1) A°x + f "8(1 — 7) 4" h(r) de

0

pour tout t € R™,
d’ou sans peine en vertu de 3,2 et 3,3 (1), (2):
) A*ue CCC(R*, H), A*u(t) - Ax (t—0,).

Alors I’énoncé (5) résulte de (9) et de 3,10 (1) a I’aide de (1), (3) et de la proposition
1,14.

L’inégalité (6) se déduit de (8) et de 3,10 (2) si I’on y fait des estimations d’aprés (2),
(3) et 3,2 (2).

La preuve est compleéte.

4,2. Théoréme du transport de l’interpol,ation sur Dintégrale de I’évolution parabo-
lique. Soient @ = 0, Q,, O, deux espaces de Banach et K, K, deux constantes. Si

(1 D(4) < Qi

@ Izl + [4%2]a < Kill2]o, »
pour tout x € D(4%),

©) DA = Q25

© lzo, < Ka(lz]lw + |47+ 2] )
pour tout z € D(A**1),

alors, pour tout x € D(A*), h e LL(R*, H), A*h e LL(R*, H) et u e LL(R*, H), qui
satisfont a 3,9 (1I), (111),

(5) xeQ,, heLL(R",Q,),

(6) jtu(r) dre CCC(R*, 0,), jtu(r) dt—>0 (t-0)) dans Q,,

0 j ;u(f) a 0

pour tout t € R*.

(7) l

<@+ ) KK, [uxug. + j [l dr]

Q2
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Preuve. Soient
(8) xeD(4%), he LL(R*, H) , A%he LL(R", H)

etueR* - H tels que 3,9 (I)—(III) ont lieu.
L’énoncé (5) s’ensuit de (8), (1), (2), 2,8, 1,4, 1,3 et 1,14

11 est, en outre, clair que le théoréme 3,11 est applicable. Par conséquent, I’idéntité
3,11 (2) a lieu.

11 en résulte en vertu de (8), 2,8, 3,7 et 1,16:
t t t
©) 4= f u(e) de = A% + J A* h(z) dr — (1) A% — j 8(t — 7) 4 h(z) de
0 0 0

pour tout t € R*, d’ou sans peine a I'aide de 3,2 et 3,3 (1), (2),
T t
(10) A“‘“J u(t)dte CCC(R*, H), A’“J u(t)dt >0 (t-0,).
0 0
En outre, il s’ensuit de 3,10 (1) que

. t t
(11) J u(t) dr e CCC(R*, H), J u(t)dt >0 (t-0,).
o 0o
Alors, (6) résulte facilement de (10) et (11) a 'aide de (3), (4) et 1,14.

En ce qui est de (7), on I'obtient de (9) et 3,11 (2) si I'on y fait des estimations
d’apres (2), (4) et 3,2 (2).

La preuve est achevée.

4,3. Théoréme du transport de ’interpolation sur la dérivée de P’évolution parabolique-
Soienta = 0, Q,, Q, deux espaces de Banach et K, K, deux constantes. Si

v DAY < 0,

) lzlo. < K|zl + [4%2]) pour tout z e D(4%),
©) D(A*) € Q,,

(4) y Izl + 47" z]ln < Kaz]o,

pour tout z e D(A**1),

alors, pour tout x € D(4**1), h ¢ LL(R*, H) A**'h € LL(R*, H) et u € LL(R*, H),
qui vérifient 3,9 (IT), (II1), on q '

) xeQ,, heLL(R*, Q,),
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(6) il existe une dérivée premiére u' telle que u' — h e CCC(R*, Q) et u(t) —
— h(t) > —Ax (t > 0,) dans Q,,

) [w() = K)o, < KK [nxngz ¥ j ;llh(f)llgz dr]

pour tout t e R™.

Preuve. Soient
(8) xeD(A**"), heLL(R*,H), A*"'heLL(R",H)
et u e LL(R*, H) tels que 3,9 (1), (I1I) ont lieu.

11 est clair que I’énoncé (5) est une conséquence immédiate de (8), (3), (4), 1,3 et 1,14.
11 s’ensuit de 2,7 et 2,11 que

9) xeD(4), AheLL(R*, H).

Vu (9), le théoréme 3,12 est applicable et on peut trouver une dérivée u’ e
e LLL(R*, H) qui est exprimée par 3,12 (4). Cela entraine, grace a (8), 2,8, 3,7 et 1,16:

T
(10) A(w'(t) — h(r)) = —&(1) A" 'x — J' &t — 1) A% () do
0
pour tout e R™.
Alors, on déduit aisément de (8) et (10) a ’aide de 3,2 et 3,3 (1), (2) que
(11) A*(u’ — h) e CCC(R*, H),
Aw'(t) — () » —4x (1t —>0,).
En outre, 3,12 (1) implique
(12) u — heCCC(R*,H), u(t)—h(t)—> —Ax t->0, .

En vertu de (1), (2) et 1,14, I'énoncé (6) découle de (11) et (12).

Pour démontrer (7), on fait des estimations d’apres (2), (4) et 3,2 (2) dans (10) et
3,12 (4).

La preuve est complete.

4,3*. Corollaire. Si, en plus dans 4,3, he CCC(R*, H) et A*h e CCC(R*, H),
alors '

(1) heCCC(R*, Q,),
2 : u'  peut étre choisie telle que u' e CCC(R*, Q,).

Preuve. Clest clair de 4,3 (1), (2), de 1,14 et de 4,3 (6).
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4,4. Théoréme du transport de Pinterpolation sur P’évolution hyperbolique. Soient
o, Q, Ky, K, comme dans 4,1. Si les hypothéses de 4,1 (1) — (3) ont lieu, alors, pour
tout x,y e D(A*), he LL(R*, H), Ah e LL(R*, H) et ue LL(R*, H) qui vérifient
ensemble les conditions 3,13 (II), (III), on a

) x,yeQ, heLL(R",Q),
%) ueCCC(R*,Q), u(f)->x (t—0,) dans Q,

©) [u(d)]e < KKZ[[nxn Filyo+ 1 j nhmngdr]

quel que soitte R™.

Preuve. Soient
(7 x,yeD(4%), heLL(R",H), A*heLL(R",H)
etue LL(R*, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu.

L’énoncé (4) s’ensuit de 4,1 (1), (3), de (7) et de 1,14.

En conséquence de (7), on peut exprimer u sous la forme 3,14 (2) d’ot ’on déduit
a I'aide de (7), 2,8, 3,7 et 1,16:

®) AW@:%@#x+[

J0

t T

%(t) A%y dt + j J‘ %(r — ) A* h(c) do dt
0J0

pour chaque t € R*, )

d’ou il est immédiat en vertu de 3,2 et 3,4 (1), (2),

) A*ue C(R*,H), A*u(t)—> A’x (t—>0,).

Alors I'énoncé (5) résulte de (9) et 3,14 (1) & I'aide de 4,1 (1), (3) et de la proposition
1,14.

L’inégalité (6) s’obtient de (8) et de 3,14 (2) si I’on y effectue les estimations d’aprés
4,1 (2), (3) et 3,2 (2). .

La preuve est compléte.

4,5. Théoréme du transport de Iinterpolation sur Pintégrale de Pévolution hyperbo-
lique. Soient , Q,, Q,,K,, K, comme dans 4,1. Si

(1) (2) comme 4,2 (1), (2),
(3) b(A"”/z) S0,,
(4) lzllo, = Kao(llz]ln + 47+ "/22]n)

pour tout z € D(47+1/2),
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alors, pour tout x,y e D(A%), he LL(R*, H), A*h e LL(R*, H) et ue LL(R", H),
qui satisfont 3,13 (II), (III), on a

(5) X,yte, hGLL(R+, QI)’

©) fu(r)dfeccc(w,gz), ftu(r)dmo (t>0,) dans 0,,
V] 0

SR, [nxn@ iy, + 1 j;nhmng dr]

Q2

™) l‘ J ;u(r) d

pour tout te R*.

Preuve. Soient
(8) x,ye®D(4%), heLL(R*,H), A*heLL(R", H)
et u e LL(R*, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu.

L’énoncé (5) s’ensuit de (1), (2), 1,3 et 1,14.

En vertu de (8), on peut exprimer A4'/2 fo u(7) dt sous la forme 3,15 (2), d’ott I'on
déduit 4 Paide de (8), 2,8, 3,7 et 1,16:

J 0

t t t T
(©9) Ax+ir2 [ u(z) dr = S(i) 4*x + j F(2) A%y de + f J P(x = o) 4 h(o) do d
] 0JO
pour tout t € R*, d’ott il est immédiat en vertu de 3,2 et 3,4:

T t
(10) A““/zju(r)dreCCC(R*,H), A«“/ZJu(f)dHo (10,).

[ ]

En outre il s’ensuit de 3,14 (1) que

T t
(11) ‘ J u(t)dt e CCC(R*, H), J u(t)dt -0 (t—0,).
0 0
Alors (6) résulte de (10) et (11) grace a (1), (2), 1,3 et 1,14.
L’inégalité (7) découle de (9) et 3,15 (2) & Iaide des estimations (2), (4) et de 3,3 (2).
La preuve est compléte.

4,6. Théoréme du transport de Pinterpolation sur Pintégrale seconde de I’évolution -
hyperbolique. Soient o, Q;, Q,, K;, K, comme dans 4,2. Si les hypothéses de 4,2 ont
lieu, alors, pour tout x, y € D(4*), h e LL(R*, H), A*h € LL(R*, H) et u € LL(R*, H),
qui satisfont a 3,13 (II)—(I1I), on a

(5) x,y€Q,, heLL(R*, Q,),
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(6) J‘, J\‘u(o) do dr e CCC(R™, Q,), f qu(a) dodt >0 (1—0,) dans Q,,
0JO 0JO

™) ﬂj}@wmh;o+aKx{WM+mﬁm+{ymMAq

N

pour tout t € R*.

La preuve est tout-a-fait analogue a celle de 4,5, mais on utilise 3,16 au lieu de 3,15.

4,7. Théoréme du transport de Pinterpolation sur 1’évolution hyperbolique et sur sa
dérivée premiére. Soient o, Q,, Q,, K, K, comme dans 4,3. Si
(1), (2) comme 4.3 (1), (2),
(3) D(ATH) = 0,5
@ [ P A P 1

pour tout z € D(A**1/2),

alors, pour tout x e D(4**'/?), y e D(A%), he LL(R*, H), A*h e LL(R*, H) et u e
e LL(R™, H), qui vérifient 3,13 (II)— (III), on a

(5) xeQ,, yeQ,, heLL(R*,Q,),
(6) MECCC(R+,Q2), u(t)—»x(t—»0+) dans Q,,
) wwuﬁmmpwm+wu+£ww&m]

pour tout t € R,

(8) il existe une dérivée u’ e LLL(R*, L,(Q)) telle que u’ € CCC(R*, Q,) et u'(f) -
-y (t->0,)dans Q,,

©) hwwmg&mﬁw&+wu+£wwhm]

pour tout t e R™.
Preuve. Soient
(10) xe DA, ye D(A%), he LL(R*, H), A%h)eLL(R*, H)

et u e LL(R™, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu.
L’enoncé (5) est une conséquence immédiate de (3), (4), (10), 1,3 et 1,14.
En outre, il s’ensuit de 2,7 et 2,11 que v

(11) | x e D(A2).
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Vu (10), le théoréme 3,17 est applicable et on peut exprimer A'/u et u’, grace
23,17 (2) et (6), 3,7 et 1,16, sous la forme

(12) A2 y(t) = G(1) A2 u(t) + (1) A%y + Jty(t — 1) A% h(7) dr,

(13) A () = =L (1) A2 u(t) + (1) A7y + f%(t — 1) A% h(7) dt

pour tout 7 € R*, d’ou on déduit en vertu de (10), 3,2 et 3,4
(14) A% 12y e CCO(R, H),  A** V2 u(t) > 4+12x (1 0,),
(15) A"’ € CCC(R*, H), A u'(f) > Ax (1> 0,).
Alors (6) et (8) résultent de (14) et (15) en vertu de (1)—(4), 1,3 et 1,14.
D’autre part (7) et (9) découlent de (12), (13) et 3,17 (2), (6) si I'on estime d’apres

@), (@) et 32 (2).

La preuve est compléte.

4,8. Théoréme du transport de Pinterpolation sur la dérivée seconde de I’évolution
hyperbolique. Soient « = 0, Qy, Q,, Q3 trois espaces de Banach et K, K,, K5
trois constantes. Si

(1) | D(4) < Qi

) Izlo. = Ki([lz]u + [4°] )
pour tout z e D(A%),

®) DA < Q,,

@ . (lzla + [4*722] ) < Ks|z]lo,
pour tout z € D(A’“’Z),

(5) D(4) = 05,

(6) (lz]a + (477 2] w) = Ksz],

pour tout z € b(A“l),

[llOi'S, pour tout x e b(Arx+1)’ ye D(Aa+1/2)’ h ELL(R+, H), Atz ELL(R+, H)
et u e LL(R", H), qui vérifient 3,13 (11), (1), on a

(7) erS! yEQZs hGLL(R+, Q2)a
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(8) il existe une dérivée seconde u” telle que u” — he CCC(R*, H) et u"(t) —
— h(t) > Ax (t > 0.,),

©) W) = h)o = KiKslx]oy + KiK [uynaz ¥ j ;uh(r)ngz dr]

pour tout t e R*.

Preuve. Soient

(10) xeD(4**'), yeD(4**"?), he LL(R*, H), A**'?he LL(R*,H), et ue
e LL(R*, H) tels que 3,13 (II), (III) ont lieu.

11 est facile a voir que (3)—(6), (10), 1,3 et 1,14 impliquent (7).
11 s’ensuit de 2,7 et 2,11

(11) xeD(4), yeD(4'?), A4'’heLL(R*, H).

Vu (11), on peut appliquer le théoréme 3,18 et exprimer u” sous la forme 3,18 (4)
ce qui implique en vertu de 3,7 et 1,16:

(12) A u"(t) — A*h(t) = —%(1) A" 'x — F(1) A= 12y —
- qu(t — 1) A** 12 p(7) de
pout tout t € R™. "
Alors, on obtient de (10) et (12) en vertu de 3,2 et 3,4
(13) A*(u" — h)e CCC(R*, H), A*(u"(t) — h(t)) >0 (t - 0,).
En outre, d’aprés 3,18 (1),
(14) u" — heCCC(R*,H), u'(t)—h(r)->0 (t->0,).

Maintenant, (8) résulte de (13), (14) en vertu de (1)—(6), 1,3 et 1,14.
Enfin, (9) s’ensuit de (12) et 3,18 (4) a I'aide des inégalités (2), (4), (6).
Cela achéve la preuve.

4,8*. Corollaire. Si, en plus dans 4,8, he CCC(R*, H) et A*h e CCC(R*, H),
alors

(1) h e CCC(R*, H)
(2 u” peut étre choisie telle que u’ € CCC(R*, H) .
Preuve. Une conséquence immédiate de 4,8 (1), (2), 1,14 et 4,8 (8).

Remarque. Les hypothéses (1), (2) dans les théorémes 4,1 —4,8 décrivent I'inter-
polation de certaines puissances de I'opérateur A4 (cfr. 1,2) et il s’agit vraiment du
comportement des solutions d’évolution relativement aux espaces interpolants.
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5. TRANSITIVITE ET REACTIVITE D’OPERATEURS

5,1. Soient x € {0, 1, ...}, {E,}¥ une suite finie d’espaces de Banach. On dit que la
suite {E,}’é est une échelle (d’espaces de Banach) dans I’espace E si

M la suite {E,}} est non-croissante,
(I1) Ixe = |x]e., pourtout 0<r<y—1 et xekE.,,,
(I10) E,=E.

5,2. Soient Ve 8*(E), 0, % €{0, 1, ...} et {E,}§** une échelle dans E. On dit que
I’opérateur V est (o, x)-transitif relativement a I’échelle {E,}$"* si

()  xeD(V)et x € E,4, entraine Vx € E, quelque soit o = 0, 1, ..., %,

(IT) il existe une constante b telle que, quel que soit o =0, 1,...,%, x e D(V)
etxekE, ,,

[Vxle. = blx],..-

5,3. Proposition. Soient V, o, x et {E}§"* comme dans 5,2 et, en outre ju€R.
Si Popérateur V est (g, %) — transitif relativement a Iéchelle {E,)§**, alors pl +V

est (0, %) — transitif relativement a {E,}§*"

5,4. Proposition. Soient V, 0, x et {E}{"* comme dans 52 et x,€{0,1,...},

0 < %, < . Si Popérateur V est (o, x)-transitif relativement a Iéchelle {E,}§™*,

alors il est aussi (g, %o)-transitif relativement a {E,}§" .

5,5. Soient Ve 8*(E), 0, x€ {0, 1, ...} et {E,}§*” une échelle dans E. On dit que
Popérateur Vest (g, x) — réactif relativement a I’échelle {E,}§** si

()  xe®D(V)et Vx e E, entraine x € E,,, quel que soit oo = 0, 1, ..., %,

(IT) il existe une constante ¢ telle que, quel que soit & = 0, 1,...,%, x € D(V) et
VxeE,ona

Ixlle,.. = e[Px]e. -

5,6. Proposition. Soient V, ¢, x et {E,}§"* comme dans 5,5 et, en outre, %y€
€{0,1,...},0 < %, < ». Si Popérateur V est (o, x)-réactif relativement a I’échelle

{EJ67, alors il est aussi (o, xo)-réactif relativement a I'échelle {E,}§**.
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5,7. Lemme de Vinterpolation des puissances. Soient U e 2*(E), k, 1{0,1,...}
et {E}"? une échelle dans E. Si
(1) D(U) < Ex,
(2) il existe deux constantes 0 < K < Ltelles que, pour tout x € D(U),
Klx[s = [Ux]e = L]x]e.

(3)  Popérateur U est (2k, kl)-transitif et (2k, kl)-réactif relativement a I'échelle
(g1

alors, quel que soit q = 0,1,...,1 + 2,
@) \ D(UI) < By,
(5) il existe deux constantes 0 < K, < L, telles que, pour tout x € D(U),

K |*le = [U]e = L] x| e, -

Preuve. Prenant ¢ = 2k, x = lk et V = U? dans 5,2 et 5,5, on en obtient en vertu
de I’hypothése (3):

(6) Ezerm S D(U?) pourtout m =0,1,... 1k,

W) U? transforme E,; 4, sur E,, pour tout m =0, 1, ..., 2/,

(8) il existe deux constantes 0 < K < Ltelles que, quel que soit m =0, 1, ..., lk
etxeEy, ,0na

Rl xaeem = [U] e = L] x] £2rs

Notons seulement que la suite {E,}3*"! est non-croissante d’aprés 5,1 (I) et que

visiblement E,, = D(U?), car E, = E d’aprés 5,1 (III). Les autres énoncés resultent
immédiatement de 5,2 (I), (1) et 5,5 (I), (11).

Retournons a la preuve elle-méme du théoreme. On procéde par récurrence finie
surq=0,1,...,1 + 2.

Le cas g = O est trivial avec K, = L, = 1.

Pour g = 1, les énoncés (4), (5) ne sont que les hypothéses (1), (2), il suffit de prendre
K, =KL, =L,

Ceci étant, il est clair que, pour compléter la preuve des énoncés (4), (5), il suffira
d’établir le critére suivant:
(C) les énoncés (4), (5) étant valables pour un ¢,0 < g <, ils sont aussi valables
pour g + 2.
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Supposons donc que les énoncés (4), (5) soient déja vérifiés pour untel 0 < g < I
Posons m = kq dans (6), (7), (8) ce qui est admissible car kq < ki. Par conséquent

(9) E2k+kq = Q(Uz)
(10) U? transforme E, 44, sur E,,,
(11) K”x“ffzuu = ”Uz'x“Ekq = E[Ix|[52k+kq

quel que soit X € Epp 4 kq-
On voit clair de (4), (5) qui sont supposés vrais et de (9), (10), (11) que

DU*™?) € Exgs2) 5
KR[x5qury = [072x]e < LoL]x] 5y
quel que soit x € Ey,+ 2y, €€ qui vérifie le critére (C)

La peuve est ainsi toute faite.

5,8. Théoréme de Pinterpolation des puissances. Soient A € *(H), k, 1€ {0, 1, ...}
et {E}61*? une échelle dans H. Si

(1) Popérateur A est non-négatif autoadjoint,

(2 D(A) est dense dans E,,

(3) il existe deux constantes 0 < K < Ltelles que, pour tout x € D(A),
Rlx|e. =[xl + <Ax, x>]"" < Lfx],,

(4)  Popérateur A est (2k, kl)-transitif et Uopérateur I + A est (2k, kl)- reactlf
relativement a I'échelle {E, Ju+2)

alors, quel que soit ¢ =0, 1,...,1 + 2, P'espace E,, interpole 'opérateur AVZ,

Preuve. Ecrivons U = (I + A)'/? (cfr. (1)) et vérifions les conditions (1)—(3)
de 5,7.

Les conditions (1), (2) de 5,7 découlent de nos (2), (3) en vertu de la proposition 2,13.
La condition (3) de 5,7 est une conséquence immédiate de notre (4) en vertu de 5,3.
Ceci étant, on conclut de 5,7 que

©)] D(I + A7) < Ey,

(6) il existe deux constantes 0 < K, < L, telles que, quel que soit x e
e (I + 4)?),

Kl*le, = (1 + 4" x| = L] x] e, -

L’énoncé du théoréme résulte de (5), (6) a I'aide de 2,9 (cfr. la définition 1,2).
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6,1.

(H,)
(H,)
(Hs)
(H,)
(Hs)

(He)
(H,)

(Hs)

6,2.

6. OPERATEURS DIFFERENTIELS ELLIPTIQUES

On se donne pour la section 6 les suppositions suivantes:
un entier d € {1, 2, ...} fixe,

un ouvert Q < R non nécessairement borné,
un entier k € {1, 2, ...} fixe,
un systeme des fonctions a;; € @ > R, i,j e N, |i| = |j| £ k,
Y ai(&)nm; = 0, pour tout &eQ et pour tous les nombres #; € R,
i|=]j| <k
fen il < k

une constante 3 > 0,

Y. ai&)nm; = 9 Y ni, pour tout £eQ et tous les nombres n; € R,
li|=]jl=k li|=k

ieN% |i| =k,

a; (&) = a;(¢) pour ¢e€Q,i,jeN |i| =|j| £ k.

On associe aux données de 6,1 un opérateur D e 8¥(L,(2)) de la fagon

suivante: x € D(D) si et seulement si

(),
(Im)
(1)
(1)

x e Wi(Q),
pour tout |i| = |j| £ k, on a a;;D’x e LLL(Q),

il existe un y € L,(Q) tel que, quel que soit z € C3(Q),

Z <a.'ijX, DiZ>Lz(s2) =<y, Z>L2(Q)'

lil=ljlsk

Puis, on pose Dx = y.

Remarque. Dorénavant, D désignera toujours I’opérateur que nous venons de

définir. 11 s’agit donc du probléme de Dirichlet pour les données de 6,1 (1a condition
aux limites est D(4) = W(Q)).

6,3. Lemme. Pour tout x e Ci(R%) etv=1,2,...,d,0na

®

” D,x

2y = — j x(n) D? x(n) d .
R4

6,4. Lemme de Nirenberg. Pour tout x € Cy(R?), e > 0et me{0,1,...},

™
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La preuve par récurrence sur m en vertu de 6,3.
6,5. Lemme. Pour tout x € C(R?), ¢ > 0 et me{0,1,...},

dm(m+1) 2 R
) I N 1
|p|=m+1

1 IIx ;(m) R §2m+1 2m+1dm2+
i 2™ (RY)

8"!
La preuve par récurrence sur m en vertu de 6,4.

6,6. Proposition. I/ existe une constante c telle que, quel que soit x € Wﬁ")(g), ona
(1) [x[[.0000) = e[[*]Z.c0) +|‘|§;k” D'x| L] -
Preuve. Pour x € C3°(Q), cela résulte immédiatement de 6,5 en écrivant
Ix[[5 .00 = [x[W,00me = ”"Uvzl'zw-”md) + l.?ékllDix"fz(Rﬂ)-
Pour x e W{"(Q) général, on étend (1) par continuité, car CZ(Q) est dense dans
WwH(Q).
6,7. Théoréme fondamental des opérateurs elliptiques. Si a;; € M(Q), alors
(I) ropérateur D est non-négatif autoadjoint,
(I1)  D(D) est dense dans W(Q),
(IIT) il existe deux constantes 0 < a < @ telles que, quel que soit x € D(D),
al|x]lw 000 = [[X] L0 + <Px. Dr,0]""? = @] x]w,0000) -

Preuve. On définit pour x € W¥(Q):

(1) Ix]] = [x]te + » Zl'l k(aiijx, D'x)p,]'?
il=1j]l=
et pour x, y € W{(Q):
(2) . £x, yy = <, y>L2(!)) +l'l IZI k<aiijX, Diy>L2(Q) .
i1=1jl sk

On vérifie aisément en utilisant 6,1 (H;), (Hg) que la norme (1) et le produit scalaire
représentent sur W§9(Q), une structure préhilbertienne. Cet espace préhilbertien sera

désigné par I.
Maintenant, on démontre qu’il existe une constante a > 0 telle que

(3) Ix]| = @|x|w,co@ pourtout xeW;”(Q).
On obtient d’abord de (1) et 6,1 (Hs) et (H;)
7 2 Ixlao + 8 2 10 Eo
ce qui donne avec 6,6 I'inégalité (3).
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D’autre part, comme a;; € M(Q2) on obtient aisément qu’il existe une constante @
telle que

) x| = alx]w,0e

quel que soit x € W(Q).
Il s’ensuit de (3) et (4) que

(5) I' est un espace de Hilbert.
Rappelons encore
(6) D(P) = D(I + D) = W5'(Q).
Vu la définition 6,2, on déduit aisément de 'hypotheése a;; € M(Q) et de (5), (6) que

(7) pour que x € D(D), il faut et il suffit que x € W(Q) et qu’il existe un y e L,(Q)
telle que €x, z) = <J, z)1,) Pour tout z e W§’(Q); ensuite (I + D) x = y.

Par conséquent
(8) <(I + D) X, x>L2(9) = !”xmz s <(1 + D) X, }’>Lz(n) = £x, y»
quel que soit x € D(D), y € L,(Q).

Maintenant, on va établir

) I + D est biunivoque .

En effet, soit (I + D)x = 0. D’aprés (8) 0 = {(I + D) x, x>0 = [[x[|* ce
qui entraine, en vertu de (3), x =0.

(10) R(I + D) = Ly(@).

Pour le voir, soit y € L,(2). Le produit <y, z);,q, définit une fonctionnelle linéaire
continue sur W{(Q) et, en conséquence de (3), aussi sur I'. Cela implique, compte
tenu de (5), Lexistence d’un x e WP(Q) tel que x, z) = <y, z)p,), POUr tout
z € W{(Q). Mais cela signifie, d’aprés (7), que x € D(I + D) et (I + D) x = y.

(11) D(I + D) est dense dans W§P(Q).

Selon (3) et (4), il suffit de démontrer que D(I + D) est dense dans I'. Supposons
que cela ne soit pas vrai. Alors il existerait un z € W§(Q), z + 0 tel que ¢x,z) =0
pour tout x e D(I + D), ie., daprés (7), (I + D) x, z)p, = 0 pour tout x e
e D(I + D). Mais, en conséquence de (10), z = 0 ce qui contredit notre supposition
faite ci-dessus: z + 0. S

(12) I + D est symétrique .
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Conséquence immédiate de (8).

(13) |(Z + D) x|

L) = ”x”Lz(Q) pour xe®(/ + D).
Soit x € (I + D), x + 0. En vertu de (8) et (1)

I(1 + D) x|y Z ([*] o)™ <(I + D) X, XD 10y =
= (|xla) ™" %] = %] cacon - |
(14) {Dx, Xy, = 0 pour xeDD).
Cela résulte immédiatement de 6,1 (Hs) et de 6,2 car CJ(Q) est dense dans W$9(Q).

Maintenant nous sommes dans les conditions de conclure la preuve.

Pour démontrer (I), il suffit, vu (14), de démontrer que I + D est autoadjoint (cfr.
[1], p. 34). L’opérateur I + D est biunivogie d’aprés (9). On démontre aisément de
(12) que (I + D)™* est symétrique. Mais, d’apres (10) et (13) (I + D)™ € (L,(Q)).
Alors (I + D)™* est autoadjoint. Comme I + D est densement défini d’apres (11),
il en suit (cfr. [1], p. 29) que I + D est aussi autoadjoint ce qui était 2 démontrer.

L’énoncé (II) s’ensuit de (6) et (11), (IIT) de (8), (3) et (4) ce qui achéve la preuve.
6,8. Théoréme de la racine carrée. Si a;; € M(Q), alors
) (D) = W(Q),
(I) il existe deux constantes 0 < b < b telles que, quel que soit x € D(D),
(1) blx[w,e0@ = (X[ 1oy + P25 L) = Bllx] w00y -
Preuve. D’aprés 2,10 (2), on a (Dx, x) = |[D'?x|? pour tout x € D(D). Les
énoncés (I), (II) résultent de 6,7 (II), (III) a Paide de 2,13.
6,9. Théoréme de la transitivité. Soit q{0,1,...}. Si a; e MY1*9(Q), alors
Popérateur D est (2k, q)-transitif relativement a I’échelle { W3 (Q)}5** 4.

Preuve. On peut écrire pour x € Wi***9(Q) et |r| < g, en vertu de la formule de
Leibnitz généralisée,

(1) DY Dia,Dx)+ Y Da;Dix) =
lil=1j| =k li|=]i| <k
' - . .
= Z _lsl_'_(Dsaij) (Dr+;+,—5x),
li|=Ti] sk ssr+i syl syl sy!

d’ou notre énoncé résulte sans peine.
6,10. Soit m € {1,2,...}. On dit que I'ouvert Q appartient 4 la classe M™ (Q e
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€ M™) il existe un systéme fini d’ouverts de R?: 0,,0,,...,0,, ne{l,2,...},
vérifiant les conditions suivantes:

(1)

(II) pour tout p = 1, 2, ..., n, il existe un nombre 0 < 9, < oo et une transforma-
tion g biunivoque de laboule B, = {¢£:¢eRY, ¢ < 9,} sur 0, tels que

N =

0; 2 Q" (2 la frontiére de Q),

p=1

(1) 9(¢) eQ" pour ¢eB,, ¢ =0,
@) g(¢) eQ pour ZeB,, & >0,
) ‘ g(¢) ¢Q pour ¢eB,, &<0,
(4) 9,(§) e M™(B,) pour tout. v =1,2,....d.

Pour m = 0, on désignera par M le systéme de toutes les domaines dans R?.

6,11. Théoréme de la réactivité. Soit g {0,1,...}. Si a;;e MU1*D(Q) et Q €

e MK alors Popérateur I + D est (2k, q)-réactif relatwement a Déchelle
(W@} .

Preuve. Le cas @ = R%et k = 1, 2, ... peut étre résolu par la méthode de diffé-
rences finies.

La méme méthode s’utilise pour résoudre le cas k = 1 avec Q arbitraire (borné ou
non).

Les détails des ces deux cas seront publiés dans [11].

Dans le cas général, il est probable que I’on peut se servir de la méthode de M.
SCHECHTER dont I’exposition pour les domaines bornés se trouve dans [10]. En

premier lieu, il s’agit de démontrer notre théoréme pour a; ; constantes et pour Q
un demi-space (voir [10], p. 142—150).

Remarque. Le théoréme précédent est un peu hypothétique comme on le voit de
la preuve. Mais on sait que d’autres conditions, impliquant la (2k, q)-réactivité de
’opérateur D, sont connus — voir [4], [10].

Par exemple, dans [4], p. 216, théoréme 4,2, 2, il suffit de prendre Q = Q' =
= LZ(Q), uy =0,9g;,, =0et] =k + g et on obtient immédiatement des conditions
suffisantes pour la (2k, g)-réactivité de D

Des résultats analogues s’ensuivent de [10] mais la formulation des hypotheses n’y
est pas assez explicite.

6,12. Théoréme de Pinterpolation des puissances. Soit m € {0, 1, } Si a; ;e
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e MMONIHKm=2D() o g gRmLOKm= DI Fkminllmax(0.m=11D glors guel que soit
x=0,1,...,m,

(M D(D*?) = D((I + DY'?) = Wi(Q) n wimntkad(Q)

(IT) il existe deux constantes 0 < ¢, < G, telles que, quel que soit x € D(D*?),

(1) Ellxwaem@ £ (%@ + [P35 ) £ &l x[wa0e0cm) -

Preuve. Le cas m = 0 est trivial. Le cas m = 1 résulte immédiatement de 6,8
pour x = 1 et il est trivial pour y = 0.

Soit enfin m = 2. Remplagons (I) par
() D(D*?) = D((I + D)?) = Wi(Q).
Alors les énoncés (I), (IT) découlent immédiatement de 5,8, 6,8, 6,9 et 6,11 si I'on
y prend g = m —2. D’autre part, D(D°) = L,(Q) d’apres 1,1 (8), D(D'?) =

= WP(Q) et D(D¥?) = D(D) = W(Q) d’apres 6,2. 11 est donc clair que 'on peut
écrire, en vertu de I’énoncé (I’), déja démontré, que

D(D¥?) = WEI(Q) A W;min[k.kx])(g)
ce qui achéve la preuve.

Remarque 1. C’est le théoréme fondamental pour nous. Comme le théoréme
6,11, sur lequel il s’appuie essentiellement, il est un peu hypothétique et c’est pourquoi
les notes que voici seront utiles.

(a) Pour m = 0 et 1, le théoréme 6,12 est toujours valide.

(b) Pour m = 2, le théoréme reste valide sous les hypothéses suivantes: a; ; €
e MUIT+km=2)(Q) et 'opérateur D est (2k, m — 2)-réactif.

Dans les cas de la validité de 6,11, la (2k, m — 2)-réactivité de D s’ensuit des
hypothéses de 6,12 (pour m = 2).

Dans les autres cas, si I’on voulait utiliser d’autres conditions connues de la

réactivité (voir la remarque dans 6,11), il faudrait choisir des hypothéses sur a; ; et Q
de tel sorte qu’elles assurent la (2k, m — 2)-réactivité de D.

Encore la question se posera qu’est-ce que cela signifiera dans les théorémes des
sections 7 et 8. Cela sera noté dans une série des remarques aux théorémes respectifs
de ces sections.

Remarque 2. Il est facile a voir que
(1) max [0, k(m — 1)] 4+ kmin [1, max [0, m — 1]] = km

pour tout m e {0, 1,...} a Pexception de m = 1, ou le premier membre de (1) est
égal a 0.
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On peut donc supposer dans 6,12 simplement Q € M*™ et seulement dans le cas
m = 1, qui est de peu d’importance, on poserait I’hypothése plus forte que nécessaire.

Remarque 3. Il est évident que
WED(Q) A Wmintekad(Q) | y e {0,1,...},

sont des espaces de Banach, sous-espaces de W{*¥(Q).

6,13. Théoréme des domaines des puissances. Soit me {0, 1, ...}. Si a; je MU +¥m(Q),
alors, quel que soit y = 0,1,...,m + 2,0n a

Wo(Q) = D(DY?).

Preuve. Pour m = 0, cC’est trivial. Pour m = 1, cela résulte de 6,10. Alors il
suffit de démontrer I’énoncé suivant: . ‘

Si W 0(Q) = D(D*'?) pour ‘un x = 0, 1, ..., m, alors W§*)(Q) = D(D**+2)/2),

Soit d’abord x € C(Q). On voit clair de 6,12 que x € D(D) et Dx € W{¥™(Q) et,
a fortiori, Dx e Wi (y = 0,1, ..., m). Nous avons donc CJ(Q) < D(D) et
D(C3(Q)) = Wi(Q).

D’aprés 6,12, D transforme continiment D(D) n W**?)(Q) dans W§¥(Q).
Comme C§(Q) est dense dans W§**2)(Q), on en déduit aisément que W *2)(Q) =
D(D) (compte tenu que D est fermé d’aprés 6,7 et 2,3) et que D(W§**2)(Q)) =
W{9(Q). Mais cela entraine W§**2)(Q) = D(D**2)/2) ce qui était & démontrer.

nn

6,14. Soit |d, k| = [(d[2k) + 1], le plus petit entier = (d/2k) + 1. Evidemment,
|d, k| = 2.

6,15. Si O est un ouvert borné dans R% on désignera par §(0) son diamétre.

6,16. Théoréme du lissage. Si Q €MD, alors, quel que soit n € {0, 1, ...},
1)) wHLkE(Q) = cU™(Q')
pour tout ouvert borné Q' < Q,
(IT) il existe une consfante c, telle que
(1) lzllcenian = € 8(2) 2] waaamismiay »
pour tout ouvert borné Q' < Q.

Preuve. Voir la preuve du théoréme 3,8 dans [4], p. 72 pour n = 0. Le cas général
en résulte facilement.
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7. REGULARITE DE L’EVOLUTION, GENEREE PAR DES OPERATEURS
ELLIPTIQUES

Note. Dans toute la section 7, on reste dans le cadre des suppositions 6,1 et 'opg_
rateur D est celui de 6.2.

7,1. Théoréme de la régularité de P’évolution parabolique. Soit I €{0, 1, NS Si
a. . € M(max[0,|i|+k(1—2)])(Q) et Q eg‘n(max[o,k(l'—1)]'i~l(min[l,mzu([0,l—'1]]) alors il exiSte
t,J s
une constante N telle que, pour tout x e D(D"?), heLL(R*, Ly(Q)), D)
e LL(R*, L,(Q)) et u € LL(R*, L,(R)), qui vérifient 3,9 (11), (1), et pour tout p <
=0,1,...,,ona
(1) x € W(Q) n Witk (Q)

h e LL(R*, W(Q) n Wimntkod(q)) |

) u e CCC(R*, W§P(Q) n Wimnt-kn ()
u(t) > x (t > 0,) dans W{P(Q)

et

Tt

(3) [u(®) w02 < N [“"”Wz("wn) + J I h(T)lle("")(Q):l
0

pour tout t € R™.

Appendice. Les conditions x € D(D?), h € LL(R*, L,(®)) et D*h € LL(R", L,(Q))
sont satisfaites pour tout x € W¥(Q) et h e LL(R*, W(Q)).

Preuve. On utilise 6,7 (I), 6,12 et 4,1 ol I’on prend o« = 1p, Q = pf/;kp)(g) A
A WminlekrD(Q) dans 4,1 et m = let y = p dans 6,12.
En ce qui est de I'appendice, on se sert de 6,13, 6,12 et 1,15.

Remarque. Pour I = 2, on peut remplacer I’hypothése de Q par la (2k, k(I — 2))-
réactivité de 'opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12).

7,2. Théoréme de la régularité de Pévolution parabolique et de son intégrale. Soit
1€{0,1,...}. Si a; ;€ MUI**(Q) et Q € M4V glors il existe une constante N
telle que, pour tout x € D(D'?), he LL(R*, L,(Q)), D'?h e LL(R*, Ly(Q)) et u e
e LL(R™, Ly(Q)), qui vérifient ensemble 3,9 (IT), (110), et pour tout p = 0,1, ..., 1,
on a (1), (2), (3) comme 7,1 (1), (2), (3),

t
(4) j u(r) dt e CCC(R™, Wé"“’””(g) A Wg‘)(Q)) ,

0
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et

J u(t)dt -0 (t - 0,) dans W{CH2(Q),
0

()

t | t
f (o) dril <@+ N [uxn - j 4@ dr]
0 W, k(p+2))(2) 0

pour tout t e R*.
Appendice comme dans 7,1.

Preuve. On utilise 6,7 (1), 6,12, 4,1 et 4,2 ou I'on prend a« = 4p, Q = Q, =
= W{P(Q) n WEmrk(Q), 0, = WHER(Q) A WP(Q) dans 4,1 et 42 et m =
=142, y=pety=p+ 2dans 6,12.

Remarque. On peut remplacer I'hypothése sur Q par la (2k, ki)-réactivité de
P’opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12).

7,3. Théoréme de la régularité de I’évolution parabolique et de sa dérivée. Soit
1e{0,1,...}. Si a; ;€ MUIE(Q) or Q e MPKED glors il existe une constante N
telle que, pour tout x € D(DU*2/2) e LL(R*, L,(Q)), D'*»2h e LL(R*, Ly(Q))
et ue LL(R™, L,(Q)) qui vérifient 3,9 (IT), (II0), et pour tout p =0,1,...,1 + 2 et
q=0,1,2,..,1, 0ona

(1) x € Wi(Q) n wimintkked(@) |

he LL(R+, Wékp)(g) A ngin[k,kp])(g)) i
(2) ue CCC(R‘L, Wé"")(Q) ~ W;min[k,kp])(g))
et

u(t) > x (t - 0,) dans WP(Q).

t

©) lu@®)lwowmrer < N [”x”Wz(kP)(Q) + -[ 1@ [ waceorcer df]
0

pour tout t e R™, .

(4) il existe une dérivée u’ telle que

u’ — he CCC(R*, Wi(Q) n wimt-ka(q))
et
w() = () > =Dx (1-0.) dans WE(@),

(5) ““’(t) - h(t)“Wz("q)(Q) =N [Hx” W (k(a+2))(Q) + J;]‘h(f)l’wz(k<q+2>)(ﬂ) dT:I

pour tout t e R*.
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Appendice. Les conditions x e D(D'*?/2) pe LL(R*, L,(9)), ) DU+2)2p ¢
e LUR™, L,(Q)) sont satisfaites pour tout x € Wk1+2)(Q) et h e LL(R*, W5+ 2)(Q)).

preuve. On utilise 6,7 (I), 6,12, 4,1 et 4,3 ou I’on prend d’abord a = 1, Q =
= WiP(Q) n WimnPD(Q) dans 4,1 et m = [ 4 2, y = p dans 6,12 et pujs Q, =
= W3(Q) o WmrI(Q), 0, = W Q) A Wi(Q) dans 43 et m = [ +2,
x =4 x =4 + 2dans 6,12.

L’appendice résulte facilement de 6,13, 6,12 et 1,15.

7,3*. Corollaire. Si, en plus dans 7,3, he CCC(R*, Ly(Q)) et D"?he
e CCC(R*, Ly(Q)), alors, pour q = 0,1, ..., 1,

(1) h e CCC(R*, W§(Q) n pi{minte-kaD(Q)) |
(2) ' peut étre choisie telle que
u’ € CCC(R*, W{(Q) n wimintekaD(Q)) .

Appendice. Les conditions additionnelles du corollaire sur h sont satisfaites par
tout h e CCC(R*, wi"(Q)).

Preuve. Cest une conséquence facile de 4,3 en vertu de 6,12, 1,14, 7,3 (5) et 6,13.

Remarque. Voir la remarque dans 7,2.

7,4. Théoréme de la régularité de I’évolution hyperbolique. Soit I € {0, 1, } Si
les hypothéses de 7,1 ont lieu, alors il existe une constante N telle que, pour tout
x € D(D"?), yeD(D"?), heLL(R", L,(Q), D"?heLL(R*,Ly)(Q)) et ue

e LL(R*, Ly(Q)), qui satisfont ensemble a 3,13 (II), (III), et pour tout p = 0,1, ..., 1,
on q

(1), (2) comme dans 7,1 avec y e W{P(Q) n Wi t4l(),

t
B)  [u)] sy < N[“x”wz(m(m T f T . dr]
0

pour tout t € R™.
Appendice. Les conditions x, y e D(D"?), h e LL(R", L,(Q)) et D"?h e LL(R " L,())
song satisfaites pour tout x, y € W*(Q) et h e LL(R", wE(Q)).

Preuve. On utilise 6,7 (I), 6,12 et 44 en prenant o« = ip, Q = W3 (@) n
N Wyminlk-kad(Q) dans 4,4 et m = I, y = p dans 6,12.
L:>appendice s’ensuit de 6,13, 6,12 et 1,15.

Remarque. Voir la remarque dans 7,1.
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7,5. Théoréme de la régulal‘i?é de Pévolution hyperholique et de son intégrale. Soit
le {0’ 1, } Si a; ej\/[(max[o,lll+k(l"l)])(sz) et Qeg‘n(kl-fkmin[l,l])’ alors il existe une
constante N telle que, pour tout x,y € D(DY?), h e LL(R*, Ly(Q)), D"?h e LL(R™,
Ly(Q)) etu e LL(R*, L,(R)), qui satisfont a 3,13 (11), (I0I), et pour toutp = 0,1, ..., 1,
ona

(1), (2), (3) comme 7,4 (1), (2), (3),

4) Jlu(r) dte CCC(R™, WP+ D)(Q) wd(Q)

0

et

'
-[ u(r) dt—> 0 (I - 0+) dans Wz("('+ 1))(9) ,

| J "u(e) de

0

(5)

Wykp+) (@) S

|
i

= (1 + t)N |:”x”Wz<""’(!l) + ’”y”Wz“‘”(!z) + tf ”h(T)”Wz(kp)(Q) d"v':|

pour tout t e R*.
Appendice comme dans 7,4.

Preuve. Les énoncés (1)—(3) découlent naturellement de 7,4. Pour démontrer (4),
(5), on utilise 6,7 (1), 6,12 et 4,5, en posant o = 1p, 0, = WED(Q) A W imintkkeD(Q),
0, = WrHD(Q) A W(Q)dans 4,5etm =1+ 1,y = p, x = p + 1 dans 6,12.

Remarque. Pour ! = 1, on peut remplacer ’hypothése sur Q par la (2K, k(I — 1))-
réactivité de ’opérateur D (cfr. les remarques dans 6,11 et 6,12).

7,6. Théoréme de la régularité de évolution hyperbolique et de son intégrale premiére
et seconde. Soit 1 € {0, 1,...}. Si a;; € MUIT¥(Q) et Q € M KD 410ps il existe une
constante N telle que, pour tout x,y € D(D'?), h e LL(R*LZ(Q)), D'?h e LL(R™,
Ly(Q)) etu € LL(R*, L,(R)) qui satisfont a 3,13 (1), (I11), et pour tout p = 0, 1, ...,
on a

(1)—(5) comme 7,5 (1)—(5),

>

t T

(6) J J u(o)do dr e CCC(R+, Wz(k("”’)(g) A [,V(zk)(g))
oJo

et

T T
J‘ J u(s)dodt - 0 (t - 0) dans Wék("””(Q) ,
0JO
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(7)

A

WL (kP+2) (g

L J;u(o) do de

t
S@2+1)N [“x”Wz“‘”(ﬂ) + 1]y woame) + tj () ||, m2y dT:'
(4]

pour tout t € R*,
Appendice comme dans 7,4.

Preuve. Les énoncés (1)—(5) découlent de 7,5. Pour démontrer (6) et (7), on se
sert de 6,7 (I), 6,12 et 4,6 en posant a = p, Q, = WE(Q) A ng‘"["»“'])(g), 0, =
= WT(Q) n WP dans 4,6 et m =1+ 2, y = p, y = p + 2 dans 6,12.

Remarque. Voir la remarque dans 7,2.

7,7. Théoréme de la régularité de P’évolution hyperbolique et de sa dérivée. Soit
1e{0,1,...}. Si a;; € M@IOHIFKE=DN(Q) of @ € gREI+EmIsLLI) 160 il existe une
constante N telle que, pour tout x e D(D““)/Z), y e D(DY?), h e LL(R™, L,(Q)),
D'2h e LL(R™, L,(Q)) et u € LL(R*, L,(Q)), qui satisfont ensemble a 3,13 (I1)— (1),
et pour tout p=0,1,...,1 +1,9g=0,1,...,1, on a

(1) x € WiP(Q) n Wimintkied(q) |

ye Wékq)(g) A W&min[k,’(ql)(g) s he LL(R+, Wz(kq)(Q) A Wgnin[k’kq])(g)) ,
)] u e CCC(W5*(Q) n Vf/gmin[h.kpl)(g))
et

u(t) - X (t — O+) dans Wékp)(g) ,

@) [@lwsone = N [uxumm O I f LG — df],

t
(4) ”u(t)”Wz“‘“’””(Q) =N I:“x"Wz("(““”(Q) + "}’szww(m + J‘ “h(‘f)[[wz(kq)(g) dt]
] )

pour tout t € R,
(5) il existe une dérivée u' telle que

u' € CCC(R™, W3 (Q) r pyminti-kad(@))
et
w(t)—>y (t-0)) days WH(Q),

© [v@]w.co@ =N [“x“Wz(kw“»(m + ”l’ﬂwz(w(m + J:"h(‘l?)uwz(kq)(g) dr]

pour tout t € R*.
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Appendice. Les conditions x € b(D(’“W), yeD(D'?), he LL(R* Ly(®)), D"?h e
eLL(RJ',LDZ(Q)) sont satisfaites pour tout x e W;k(”l))(g), ye pf/;kl)(g)’ et he
e LL(R*, W{V(Q)).

Preuve. Les énoncés (1),0 (2), (4)~(6) résultent de 6,7 (T), 6,12 et 4,7 si I’on pose
x = 1. 0= WHQ) WD), 0, e ) A (G) dan 47 e
m=1+1,y=4q,x=q+1dans 6,12 L’inégalité (3) s'ensuit de 7,4 3 (p=9).
L’appendice est clair de 6,13, 6,12 et 1,15.

Remarque. Voir la remarque dans 7,5.

7,8. Théoréme de la régularité de évolution hyperbolique et de sa dérivée premiére
et seconde. Soit 1€ {0, 1,...}. Si les hypothéses de 7,3 ont lieu, alors il existe une
constante N telle que, pour tout x e D(DI+2)/2) , ¢ D(DUI2), he LL(R*, Ly(Q))
DU*+D2p e LI(R*, Ly(Q)) et ue LL(R", L,(Q)) qui satisfont a 3,13 (In), (11), et
pour toutp =0,1,2,..,14+2,¢=0,1,.., 1+ 1,r=0,1,...,1 on a:

(1) x e WE(Q) 0 Q) -y e Wikt (@) (@),
he LL(R*, Wi*P(Q) n Wimintkkod(q)) |

® ue CCO(R*, WEP(@) n Witk q))

et

u(t) > x (t +04) dans W§D(Q),
() u@lwom@ =N [”x”Wz('“”(Q) + 1]y wacorey + 1 f [LG] PRT df]’

(4) ”u(l)uwz(k(qnn(m =N [[lxllWl(k(q+l))(Q) + Hy[lwzww(g, + ‘r ”h(‘t)“wz(kq)m) d‘L’]

pour tout t e R*,
(5) il existe une dérivée u’ telle que

u' e CCC(R +, Wz(kq)(g) A u"/gmin[k,kq])(g))

et
w(ty—>y (t=0) dans W{(Q),

©) IOl N | Ixsscan + Dlsooin + (1o o]

pour tout t € R,
(7) il existe une dérivée seconde u” telle que

u’ — he CCC(R™, Wi(Q) nwimitia(q))
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et
u’(t) — h(t) > Dx (t > 0,) dans W{(Q),

(®)

lu"(t) = B(®)]|w,0m@ = N [”x”VVz““'”’)(ﬂ) + [¥lwaocr e ey +

t
" j 4@ s dr]
0

pour tout t e R™.

Appendice. Les conditions x e D(DV*2/2), y e D(DU+1/2), he LL(R*, L,y(Q)).,
DUt D2 e LI(R™, Ly(R)), sont satisfaites pour tout x e W3 2(Q), y e W 1)(Q)
et he LL(R*, W' D(Q).

Preuve. Les énoncés (1)—(6) découlent de 7,7 si I'on y prend I + 1 au lieu de !
ce qui est admissible grace a nos suppositions.

Pour démontrer (7), (8) on utilise 6,7 (I), 6,12 et 4,8 en y posant a = 4r, Q; =
Wékr)(g) A ngin[k,kr])(g)’ 0, = Wz(k(r+1))(g) A Wgz)(g)’ 0, = Wz(k(r+2))(g) A ng)(g)
dans48etm=1+2,y=r,xy=r+ lety =r + 2dans 6,12.

Pour I’appendice, on se sert de 6,13, 6,12 et 1,15.

7,8*. Corollaire. Si, en plus dans 7,8, h e CCC(R™, L,(Q)) et D"*h e CCC(R™,
LZ(Q)), alors, pour tout r = 0,1, ..., 1,
(1) he CCO(R™, Wi(Q) n Wi D(q))
(2)  u" peut étre choisie telle que

u" e CCC(R™*, W(Q) n Wi+ D(Q)) .

Appendice. Les conditions additionnelles du corollaire sur h sont satisfaites par
tout h e CCC(R*, W¥)(Q)).

Preuve. C’est une conséquence facile de 4,8* en vertu de 6,12, 1,14, 7,8 (8) et 6,13.

Remarque. Voir la remarque dans 7,2.

8. LISSAGE DE L’EVOLUTION, GENEREE PAR DES OPERATEURS ELLIPTIQUES

Note. Dans toute la section 8, on reste dans le cadre des suppositions 6,1 et
I’opérateur D est celui de 6,2.

8,1. Théoréme du lissage de I’évolution parabolique. Soit s e {O, 1, } Sia;e
e MUIFKALK=22k(Q) of Q € MR - glors il existe une constante N telle que,
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pour tout xe DD e L[(R*, L,(Q)), DI *92p e LL(R*, L,(Q)) et
ue LL(R", Ly(R)), qui satisfont ensemble a 3,9 (II), (III), et pour tout p = 0, 1,...,
Id, k] +s5,4=0,1,..., s, 0n q:

(1)— (3) comme 7,1 (1)—(3),

4 xe CUM(Q), heLL(R*, CU(Q'))
pour tout ouvert borné Q' < Q.

(5) ue CCC(R*, CUM(Q))

et u(t) > x (t - 0,) dans CUW')(Q') pour tout ouvert borné Q' < Q,

(6) “u(t)” comgy = N 5(9') l:”x” Wtk el + )0y T Jt ” h(r)[l W (k1K1 +2)(0) dr]

pour tout t € R* et tout ouvert Q' < Q.
Preuve. Il s’agit d’une conséquence immédiat de 7,1 (I = |d, k| + s) et de 6,16.

Remarque. On peut remplacer I’hypothése sur Q par la (2k, k(|d, k| + s — 2))-

réactivité de I'opérateur D.

8,2—-8,8. Théorémes du lissage, correspondant aux théorémes et corollaires de la
régularité 7,2—7,8. Les formulations précises a linstar de 8,1 seront laissées au
lecteur.

Preuves. On prend ! = |d, k| + s dans 7,2—7,8 et utilise 6,16.

Note. Soit Q borné. On voit aisément que les énoncés des théoremes 8,3 et 8,8
impliquent que les solutions u satisfont aux conditions aux limites de type de Dirichlet
dans le sens classique, ie. que les dérivées D u(f) (§) = 0 pour e Q" et |r| <
< k — 1 (D" u(t) désigne le prolongement par continuité de D" u(f) sur Q).

Une observation analogue a lieu aussi dans 8,2 et 8,6 pour [§ u(r) dz et [§ [§ u(c) .
. o dt resp.

9. APPENDICE DE LA REACTIVITE D’OPERATEURS

9.1. Dans 5,1 et 5,5, nous avons introduit ia notion de la réactivité d’un opérateur
relativement 2 une échelle d’espaces. Ici nous allons étudier I'influence de la réactivité
d’un opérateur a la réactivité d’autre.

9,2. Théoréme fondamental de la réactivité. Soient Ue 2*(E), ¢, 2€{0,1,...},
{E,}§*” une échelle dans E et ) € R. Si Popérateur satisfait aux hypothéses:
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(®) AL + U est biunivoque et (AI + U)™" € &(E),
® 61+ <1

(v) AL + U est (o, %)-réactif relativement a {E,}**”,
B ez1,

alors I’opérateur

(I) U est biunivoque et U™" € £(E),
(IT) U est (o, x)-réactif relativement a {E,}§"*.

Preuve. On peut écrire

(1) U—l — Zﬂ."(ll + U)‘(n+1) .
n=0

En effet, la série dans le second membre est absolument sommable en conséquence
de (), (B). Donc, I’identité (4) se vérifie par un calcul direct en multipliant le second
membre de droite et de gauche par U = (I + U) — Al

Retournons maintenant a la preuve elle-méme de la réactivité de ’opérateur U.

11 résulte de () que

(2) (}’I + U)_l (Er) = Eg+r )
©) |G+ U) aggeen S 57"
quelquesoitr =0, 1, ..., .

On déduit aisément de (2), (3), compte tenu de 5,5 (I), (IT), que

©) (M + U)"'(E) < E.., ,
(5) [ + U)o poan S b7°
quel que soits =0,1,...,0, 7 =0,1, ..., %

En vertu de (2)—(5) on obtient aisément par itération
(6) (I + U)“(E,) S Eyy,»
) G + U) s, ppeny < b7

pour chaque r = 0,1,..,%,etqg =1,2,...
Soit donc y = 0,1, ..., % fixe. On s’assure aisément qu’il faut encore vérifier,
compte tenu de (1),

®) | UE) < E

ety

(9) “U~1“2(Ev’£p+v) < .
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Pour ce but, soit p = 0, 1, ... tel que pg < yet (p + 1)¢ > y. Un tel p existe et
est unique d’aprés (8). On va démontrer

(10) (AI + U)"**2Y(E) < E,.,,
(11) |G1 +U) " oep,,p = D72
En effet, on obtient aisément par itération de (2), (3), compte tenu de 5,1 (III),
(12) (Ml + U)"?(E) € E,,,
(13) |GI + U) " la.r,p < b7
ef encore d’apres (4), (5) (r = pg, s =y — pq)
(14) » A+ U)'(E, <E,,
(15) I+ U)  aynen = 071
ce qui donne, si I'on applique successivement (12) et (14) et (13) et (15), les relations
(16) (A1 + U)"®*V(E) < E,,
(17) IGr + U)~ " Plge,p, < 57T,

d’ol immédiatement, en vertu de (2), (3) (r = y) les relations (10), (11).
Ceci étant, revenons a la vérification finale de (8), (9).
Ecrivons

14 0
(18) U =YX+ U OY 4 Y A+ U OD =T, 4+ T,
n=0

n=p+1

1l résulte de (6), (7) (r =7,9 =1,2,..,p + 2)

(19) T,(E,) S E,4,,

() ITilscemu. S 2 a7,
D’autre part, le second membre s’écrit

(21) T, = 22*'(AI + U)"U”){Zjoz"(,u +U)™".

Comme || {20'1"(/“ +U)7"e £ (1= A + U) M|p)~" dapres (B), il résulte de
(21), (10) et (11)
TZ(E) = Ea+r ’
1Tl ety = 17107 2(1 = 201 + U) )7,
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d’ou, en vertu de 5,1 (IT), (I1I),
(22) Ty(E,) € E,+,
(23) I Telle, ey < [AP*1B7C*2(1 = 221 + U) M)
Les relations (18), (19), (20), (22) et (23) donnent immédiatement (8) et (9) ce qui

acheve la preuve.

9,3. Soit A € 8*(H). L’opérateur A s’appelle strictement positif s’il existe une
constante ¢ > 0 telle :

(1) (Ax, x> z c|x|*
quel que soit x € D(4).

9,4. Corollaire. Soit Ae 2*(H), o,x€{0,1,...}, {E}§"" une échelle dans H

et A = 0. Si Popérateur A est autoadjoint, strictement positif et AI + A est (Q, x%)-

réactif relativement a I'échelle {E,}§*”, alors lopérateur A est aussi (o, x)-réactif

relativement a la méme échelle.

Preuve. Vu 9,2, il suffit de prendre U = A et de démontrer que
(1) M + A est biunivoque, (A + A)™' € &(H),
()] [4a1 + 4)7'] < 1.

La propriété (1) est immédiate et (2) résulte de 9,3 (1) car

@1+ A)yx, x> 2 (14 o) [+,

d’ou [[(AI + A)x| = (2 + ¢) [|x] ce qui entraine

A
A1 + 4)7' ] £ —— < 1.
- A+c
9,5. Corollaire. Dans 9,4 on peut prendre, sous les suppositions 6,1, 'opérateur D
de 6,2 au lieu de A si le domaine Q est borné et a;; = 0 pour M < k.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de I’inégalité de Friedrichs.

Remarque. Le corollaire 9,5 nous montre qu’il suffit d’étudier la réactivité de
I’opérateur I + D sans se limiter aux domaines bornés et que la réactivité de D dans
les domaines bornés en résulte sans peine.

La réactivité de I’opérateur D lui-méme (dans les domaines bornés) est la propriété
bien fondamentale dans I’étude des solutions faibles des équations elliptiques (voir [4],
chap. 4).
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10. COMMENTAIRE

10,1. L’idée du “transport’’ de I’interpolation de 1’opérateur elliptique sur 1’évolu-
tion générée par lui, n’est pas nouvelle. Ce transport se réalise par I’intermédiaire
de puissances fractionnaires du générateur. On trouve les traits pricipaux de cette
méthode chez K. et L. MAURIN ([5], chap. XVIIL. et [6]) et chez Yosipa ([8], chap.
XV), autant que 'auteur sait. Mais dans ces travaux, il s’agit seulement de larégula-
rité locale dans I’intérieur du domaine, Yosida se borne seulement a tout 1’espace.

Voila pourquoi nous nous sommes proposé d’effectuer une analyse détaillée et,
autant que possible, compléte de la méthode du transport. Cette méthode a été
formulée sous la forme abstraite comme le transport de I’interpolation des puissances
convenables du générateur sur I’évolution, générée par lui. Dans cette direction, les
théoréemes de la section 4 sont centraux, tout en étant assez simples.

Dans les sections suivantes 5—8, nous avons cherché a trouver des conditions sous
lesquelles la théorie générale du transport, exposée dans la section 4, est applicable,
si le générateur est un opérateur elliptique formellement autoadjoint (voir 6,1 et 6,2).
Il s’agit donc en premiere ligne de trouver des conditions sur les coefficients et sur le
domaine qui nous permettent d’interpoler les puissances d’un opérateur elliptique,
formellement autoadjoint par les espaces de Sobolev. Mais il se montre que les résul-
tats connus sur les opérateurs elliptiques, nécessaires pour nos buts, sont tres in-
complets. Donc, nous avons été forcé a nous occuper de ces questions et de donner
la démonstration compléte du théoréme de la réactivité 6,11 dans certains cas impor-
tants. Ce travail se trouve en préparation.

10,2. Nous avons déja signalé que les résultats de Maurin et de Yosida sont
“locaux’’. Par contre, les notres sont “globaux’ ou, comme on dit fréquemment,
“jusqu’a la frontiere”. Une théorie compléte des problemes “locaux’ sera présenté
dans un autre travail.

10,3. La théorie de Yosida embrasse aussi certains opérateurs elliptiques non-
autoadjoints. Une extension de notre théorie a ces opérateurs sera donnée dans la
seconde partie de ce mémoire.

10,4. Pour les opérateurs elliptiques autoadjoints du second ordre (k = 1) dans les
domaines bornés, les résultats les plus proches aux nétres sont ceux de LADYZENSKAJA
[7]. Ts sont “globaux” comme les nétres et il est donc possible de comparer les uns
aux autres.

LadyZenskaja s’occupe d’opérateur de type

d
(1) Dx = ), D{a;;D;x) + agox .

ihj=1
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Les hypothéses de LadyZenskaja
d

d
@ ) ai &) nm; = 00'21’1.‘2 » >0,

i,j=1
(©)] ago(€) 20 pour EeQ

permettent d’entrainer opérateur (1) sous notre schéme 6,1 et 6,2.
Quant aux coefficients a;;, ag, et au domaine Q, LadyZenskaja suppose, dans la
notation de [4], que

(4) a; € CUHED(Q) | ggy e CUEH(Q), Qe MIEH+2:0)

avec |d, k| = [3d + 1] (cfr. 6,14), ce qui est visiblement plus restrictif que nos condi-
tions dans 8,8 (s = 0), dans notre notation,

(5) ay e MUKED(Q) | gy e MUSHN(Q) | Qe MUSH*+2)

Enfin, il faut encore comparer les conditions sur les valeurs initiales x, y et sur
Iexcitation h. Nous supposons dans 8,8 (s = 0) pour x, y

) x € D(DUH*2/2) |y ¢ D(DUHH+DIZ)

Par contre, LadyZenskaja exige (dans notre notation)

@) x € WK+ 2(Q),  x, Dx, ..., DMK+ D21y ¢ ro(Q) |
y e WHED(Q) [y, Dy, ..., DIUKI+DI21), ¢ Q) .

On va montrer que les conditions (7) sont plus restrictives que (6).

D’aprés (7) DU+ 1/2ly ¢ Jr#(Q). Mais, il s’ensuit de 6,8 que WP(Q) = D(D'/?)
et donc x e D(DLI4KI+1/21+1/2) 7] faut encore comparer les valeurs [3(|d, k| + 1)] +
+ teti(|d, k| + 2).

On obtient aisément que

(8) I:Id kl+1]+%=M|d’kL+2 pour d = 4d, et d=4d, -1,
(0)[ 5 ]+%=|d’kg+—2+% pour d=4dy, —2 et d=4d, - 3.

Alors, en vertu de (8), (9), on obtient toujours x = D(DU**/2), ce qui est notre con-
dition (6). Pour y, on déduit de (7) que y e D(DII4*I1*2)/21-1/2) ] faut donc comparer
[3(d, k| + 2)] — % avec ¥(|d, k| + 1). On obtient

(10) [1%]—%=&%—+—1+% pour d = 4d, et d=4d,— 1
(11) ['d_’i‘i—z]—%=w’_k|2_ii pour d =4ddy—2 et d=4d, —3.
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Alors, en vertu de (10), (11) on a de nouveau y e D(DI4¥*1/2) ce qui est (6).

Ainsi, nous avons vérifier que nos conditions (6) sont essentiellement moins restric-
tives que (7) de LadyZenskaja.

Un résultat tout a fait analogue est obtenable pour I'excitation h (avec une diffé-
rence plus grande en notre faveur).

10,5. Encore quelques mots sur la théorie de L. Maurin dans [6]. Sans tenir compte
qu’il s’y agit des problemes ,,locaux‘, on peut comparer les conditions sur les valeurs
initiales et sur ’excitation. A titre d’exemple prenons les valeurs initiales. L. Maurin
exige (dans notre notation)

1) x e D(D?), yeDDrP~1?),

ou p = [4d] + 2. :
On voit clair que cela implique toujours 10,4 (6) et, en plus, que les conditions (1)
sont essentiellement plus restrictives que 10,4 (6).

10,6. 11 est clair que la détermination des valeurs et de I’excitation admissibles par
intermédiaire des puissances de ’opérateur D est formellement simple, mais difficile
a réaliser dans les cas concrets.

Les critéres plus restrictifs, mais plus appropriés pour application et indépendents
de I'opérateur D, se trouvent dans les appendices des théorémes des sections 7 et 8.
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