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SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SYSTEMES OSCULATEURS
D’UNE CONGRUENCE DE DROITES

KAREL SvoBODA, Brno

(Regu le 15 mai 1969)

1. Soit L une congruence non-parabolique de droites dans un espace projectif Py
(N = 5) a N dimensions dont les foyers engendrent deux surfaces focales douées,
I’une et I’autre, précisément d’un réseau conjugué. Considérons une droite particuliere
quelconque p de L. On a le long de p les espaces osculateurs de Ldes différents ordres,
un tel espace S, d’ordre k (k = 1) étant par définition 'union linéaire des espaces
osculateurs d’ordre k des surfaces focales de Laux foyers situés sur p. Simultanément
avec Lenvisageons I’ensemble L, engendré par les espaces osculateurs S, d’ordre k le
long des droites de L. Nous appellerons L, systéme osculateur d’ordre k de la con-
gruence L.

Cela étant, considérons un repére mobile de Py formé de N + 1 points analytiques
linéairement indépendants A4; (i = 1,..., N + 1). Le mouvement infinitésimal du
repere en question est exprimé par le systéme suivant d’équations différentielles

N+1

(1) d4, =Y 0ld; (i=1,..,N +1)
j=1

dont les coefficients satisfont aux équations de structure

N+1
) do’ =k21w’§ Aol (i,j=1,..,N+1).

En supposant encore que [4,4, ... Ay,;] =1ona
3) ol + o5+ ...+ oVl =0.

Nous admettons gue les paramétres dont dépend le repére envisagé soient complexes
et que toutes les fonctions qui figurent dans les considérations suivantes soient analy-
tiques.

Choisissons un nombre entier n de maniére que 3 < n < 3(N + 1) et supposons
que dim S, = 2k + 1 (k = 1,...,n — 1). Faisons correspondre, a une droite quel-
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conque p de L, un repére mobile de maniére que A,, 4, soient les foyers situés sur p
et que [Ay ... Ay Aypsq] resp. [A; ... AyAayy o] soit I'espace osculateur d’ ordre k
(k =1,...,n — 1) de la surface focale (4,) resp. (4,) au point A, resp. 4,. On
a alors évidemment S, = [A; ... Ayio] (K =1,..,n = 1).

Cela étant, les suppositions faites au sujet du choix du repere en question sont
exprimées par les équations

4 @3fi=0, W3i*'=0 (i=1,...,n-1),
) 0oy =0, ), =0 (i=1..,n—1;s=2i+3,..,N+1)

a condition de supprimer dans (5) les équations qui résultent pour i = n — 1 si
N = 2n — 1. Dans ce qui suit, nous supposons que les formes

(6) w:f:wla wg:wz

soient linéairement indépendantes.

38}

Les conditions d’intégrabilité des équations écrites dans (5) pour i = 1,...,n —
sont

2i+1 2i+3 2i+2 2i+4 .
w3 A w3y =0, @3 " Awyi; =0 (l=1,-~-,n—2)-
On en obtient, en vertu de (6), les équations

2i+3 _ _2i+3 2ivd _ 2i+4 .
@2i+1 = U2i+1W01 5 Wripy = %5420, (l =1,..,n— 2)

qui entrainent, d’apreés les formules de structure (2), les relations extérieures

2i+3 2i+3(, 2i+3 2i+1 1 N
o; A {do3ii] + i@} — il + op —w3)} =0,
2i+4 2it4(, 2i+4 2i+2 2 Mo .
wy A {do3ils + 3iis(03iit — w3l o) —w)} =0 (i=1,...,n—2).

Sans restreindre la généralité, on peut poser a3i1; = 1, 03153 =1(i=1,...,n — 2)

de sorte que I’on a les équations
(7 wyiil=0, o3iii=0, (i=1,..,n-2)
avec les conditions d’intégrabilité
(®) o A (03113 — 03ii] + o] — 03) =0,
0, A3~ ol tol—0})=0 (i=1,.,n-2).

Por aller plus loin, appliquons les formules de structure (2) aux équations (4).
Nous avons

2i+2 2i
W) A W31~ Wy AWy =0,

2i—-1 2i+1 .
W A 03— w, Aw3ii = (i=1..,n-1)
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et ces formules entrainent les équations

2i 2i+2
(9) wii_, = —jilio, + o 0,,
2i-1 _ 2i-1 2i+1 .
w3 = o oy — a3l o, (i=1,...,n).

On a en outre, dans le cas de N > 2n — 1, les relations extérieures

o, A0l =0, o,Aw),=0 (j=2n+1,..,N+1)

qui résultent par différentiation extérieure des équations écrites dans (5) pour i
= n — 1 et qui entrainent

(10) (1)'5-,,_1 = V{wl s w’;;,, = ')’Jza)z (] = 2n + 1, ,N + 1).

Les formules de structure appliquées aux équations (9) donnent les relations
extérieures

2;+2 2i+2 2i 2i—-1 3 2i
Wy A {d 2i+1 T 0‘2;+1(0’2 w3l + o] — ws) — W3i+1

|

2i 2i 2i 2i-1 2 4 2i-2
Wy A {dazi—x + °‘2i—1(w2i — W3-y + w3 — (04) W3;-1 } =

2i—-1 2i—1 2i—1 2i-3
oy A {da3i7t + 0T (w30 — @3l + 0] — @3) — w3} —
2i+1 2i+1 2i—-1 2i 2 4 2i—1
— oy A {da3il; + 93153 (0321 — 03 + 0F — 0f) — 0353} =0,
N+1
n+2 2n+2 2n 2n—1 3 Jj \2n
w; A {da2n+1 +ogii(@m — 0l + o] —03) — Y Yo'} -
j=2n+1

— W A {daZn—l + “2»-—1(69% w%:_} + w% - w:) wz»-—z}

20— n=1(, 2n—1 2
w; A {dady !+ adn (@il — ooh + 0] — 03) — w3 ) —
N+1
2n+1 2n+1 2n—-1 2n—1
— 0, A {dognis + agnis(wonl1 — o+ @5 —wf) = Y ?20’ } =
j=2n+

i=1...,n—10]=0 0;'=0).

I faut supprimer dans les deux derniéres équations les sommes Zy{wf-" et Zy’z'cuf."" '

J J
dans le cas de N = 2n — 1. Les relations précédentes montrent qu’il est possible de
particulariser le repére choisi de maniére a prendre Wit =0, 31 =0 (i =

=1,...,n — 1). Cela étant, nous posons o} = a;, a3 = tty, Gjnis = —Bs, Uonss =

= — B, et nous avons, d’apres (9), les équations

(11) a)f = 00, , (Dig—l

2n .
0’ Wop-1 = ﬁZwl ’

1 2i—-1 2n—1 .
wy =00, w3 =0, o '=po, (i=2..,n-1)
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ol «,a, # 0 et les relations extérieures quadratiques

(12) o, A 03+ w, A {doy + 2,203 — 0] — 0})} =0,

o, A {du, + 0,(20] — 03 — ©3)} + 0, A 0y =0,

w; A w%:+1 — Wy A (D%f:f =0,

0y A3 — 0y A 035y =0,

N+1
wy A0S — oy A {dBy + Bi(@3 Tl — oo + 03 — o)+ Y el =0,
Ned j=2n+1
; A {dB; + Byl — 0l + o) — ©3) + 22 1y{wf~"} —w, A 0PI =0
j=2n+

(i=2..n-1),

les sommes mentionnées plus haut étant a supprimer dans le cas de N = 2n — 1.
D’aprés les calculs précédents, la congruence Lse trouve déterminée par les équa-

tions différentielles (4), (5), (7), (10), (11) dont.les conditions d’intégrabilité sont

données par (8), (12) et, dans le casde N > 2n — 1, par les relations extérieures

N+1
(13) oy A {dy] + y{(e] - onll + o] — 03) +k 22 17’;0’{( + Bz)’{zwz} =0,
=2n+
. . . N+1 . .
w, A {dyl + pi(0) — 0l + @3 — i) + Y Yol + Byie} =0
k=2n+1

(j=2n+1,...N+1; k *j)

qui résultent des équations (10). »
En définitive, en choisissant convenablement le repere mobile associé a la congruen-
ce Len question, on a le systeme suivant d’équations différentielles fondamentales

(14) d4, = 04, + 00,4, + 0,4,
dA, = 0,0,4, + 034, + w,A,,
........ o k |
) 2ie
dAyioy = ), 03 Ak + 032 Ay + wAsiry s
k=1
2ic2 )
dd,; = ) w34 T+ w3y, + 04545,
k=1
......... o k .
d4,,-, = kzl 031 Ak + O Ay + Proy Ay, + Y Vo4,
= s=2n+1
2n-2 N+1
dAZn = z wgnAk + BleAZn—l + w%:Aer + Z ySZwZAs ’
K1 s=2n+1
......... o k
d4;, = kzl WA,

(i=2...n=1;j=2n+1,..,N + 1),
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les expressions Y yjw A, et ) y;w,A; ainsi que les équations exprimant dA; étant
S S

a supprimer si N = 2n — 1.

Le systeme précédent (14) coincide, dans les cas particuliers de N = 2n — [ et
N = 2n, avec ceux considérés dans [1]. Dans le cas de N = 2n — 1, le systéme L, _,
peut étre régardé, dans I’espace corrélatif a P,,_,, comme une congruence non-para-
bolique appelée dualisation de la congruence L. Dans ce qui suit, nous allons nous
borner au cas le plus général en supposant que la dualisation de L posséde deux
surfaces focales. Cette supposition est exprimée par I'inégalité ff, & 0. Dans le
cas de N = 2n, le systéeme L, _, se présente, dans I’espace corrélatif a P,,, comme la
dualisation de la congruence L. Dans la suite, nous ne considérons que les congruences
dont la dualisation est une surface. Cela exige de supposer y2"*y3"*! % 0.

2. Nous allons nous occuper des considérations relatives a la déformation pro-
jective du systéme osculateur L,_, d’ordre n — 2 d’une congruence de droites L. Le
nombre n étant choisi a ’avance, nous pouvons simplifier les notations employées
jusqu® & présent de maniére & remplacer les symboles S,_, et L,_, parS et L.

Soit L une autre congruence non-parabolique plongée dans un espace projectif Py
et I’ le systéme osculateur correspondant d’ordre n — 2 de L. Nous introduisons
pour L des notations analogues a celles employées pour L, en indiquant avec des
accents toutes les expressions relatives & L. Pour abréger, nous posons

(15) =0/ -l (i,j=1.,N+1).

Considérons une correspondance biunivoque C : L — L entre Let L ainsi que la
correspondance C : L — L induite, d’une maniére naturelle, par C entre L et L.
Rappelons qu’une correspondance C est dite développable si elle porte chaque
surface développable contenue dans L dans une surface développable contenue dans L.

Nous dirons que C : L — L' est une déformation projective d’ordre r (r = 1) si,
pour chaque couple d’éléments correspondants S e Let §" e I (§" = CXS), il existe au
moins une homographie réguliére K : Py — P}, de maniére que KL et I’ ont un
contact analytique d’ordre r en §' = CS. Dans ce cas, on dit que K réalise la déforma-
tion projective C d’ordre r.

Dans ce qui suit, nous allons chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour
la déformation projective C d’ordre r = 1 et r = 2. Une homographie K réalisant la
déformation projective C d’ordre r = 1 ou. r = 2 sera appelée resp. homographie
tangente ou osculatrice a C.

Pour qu’une correspondance C : L— I puisse étre regardée comme une déforma-
tion projective d’ordre r, il faut et il suffit qu’il existe une homographie K : Py — Py,

N+1
(16) KA, =Zlc{A;, det|e]] £0 (i,j=1,..,N +1)
=
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de maniére que I'on ait, dans le cas de r = 1, les relations

(17) K[A1 A2n-—2] = [All A,Zn—Z] >
(18) Kd[A, ... Ayy—y] = d[A] ... Ay—5] + A} ... Asy5]

et, dans le cas de r = 2, la relation ultérieure suivante

(19) Kd*[A4; ... Ay,_] = d*[A] ... A5, _,] + 29d[A] ... 43,_,]
(mod [4] ... 45,-,])
ol § est une forme de Pfaff convenable. On en obtient les conditions cherchées pour
la déformation envisagée en portant dans les équations précédentes les expressions
2n-2 )
(0) 4[4y o Ayyms] = (T ) [41 . 4] -
— 01[A; . Agys Ay Ag ]+ 0y[A; . Ay A, 345,]
et
@) P[4y ... Asns] = () [As ... Agu_s] —

2n—2
- {do, + (2 zl ol — oinl3 + wg::})} [4, ... App-sAry-245,-1] +
iz

2n—-2
+ {dw, + »,(2 _ZI o] — o3n’; + oI} [Ay .. Azp-aAon—3A42,] —

— Bo@,)? [Ay ... AzpesAzy—245,] +
+ ﬂl(wz)z [Al A2n—4A2n~3A2n—1] -

N+ 1
- -zZ+ 1)’?(@1)2 [z P POV PPV W I
N+ 1

+ Z v;(wl)z [Al oo A2n—4A2n—3As:| +

s=In+1
+ (0)1)2 [A1 AZn—6A2n—4A2n—3A2n—2A2n—1] -
- (072)2 [Al AZn—6A2n—5A2n—'3A2n—2A2n] +
+ 20,05[A; ... Agy_yAzn-1A2,)
relatives a L, ainsi que les expressions analogues pour L. Dans ces formules et dans

celles qui suivent, nous laissons de coté les remarques relatives a la restriction cor-

respondante dans le cas particulier de N = 2r — 1.
Cela étant, nous allons démontrer le résultat suivant:

Piwoposition 1. La correspondance C: L— I, induite par une correspondance
C: L—~ L, est une déformation projective du premier ordre si et seulement si C est

développable.
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Démonstration. Supposons que € : L — L' soit une déformation projective du
premier ordre. On a alors, en vertu de (17),

(22) =0, C=det|dd|=1 (i,j=1,...2n =25 s=2n—1,..,N +1).

Pour abréger, désignons par C,,_, resp. C,, le déterminant qui résulte de C en
y remplagant la (2n — 3)-iéme resp. (2n — 2)-i¢me ligne par c},_, ..., Con_; IeSp.
Chm - €312 et, en outre, par C! le complément algébrique de ¢! dans le détermi-

nant C. Cela étant, on obtient sans aucune espece de difficulté

(23) K[A1 A2n—4A2n—2A2n—l] = —C2n~1[A; A’Zn—Z] +

2n-2 ) ) N+1 )
+ Zl (—l)l-ICIZn—Zé( 22 cén*][_All cee A:’~1A:‘+l AIZn'ZA;]) s
.= j=2n-1
K[A; ... Ay sAsy—343,] = Co[A] ... Ay 2] +
2n—2 X . N+1 .
+ Zl (=1) Chu-a 22 1clz,,[A; v Aj ALy L AL, 0 AT))
i= Jj=2n-—

Faisant usage de (20) et (23), I’équation précédente (18) nous donne les relations
-2
(24) 8 = Cyp—y05 + Cr00, — i;rﬁ ,
ChposClhin-1 =0, Chpch, =0 (i=1,..,2n—4;j=2n-1,..,N+ 1),
Con3cim-1=0, C323¢5 =0,
CoZich,-y1 =0, ChZic), =0 (j=2n+1,..,N+1),
Cuin =0, CuEdt =0,
Cniich, =0, CZich, =0 (j=2n+1,..,N +1),
Canlicm_io) + Conlicm ‘o, = o,
CorZicm-101 + Cl3cm, = o).
Or, la forme des équations écrites dans la seconde ligne et le fait que K doit étre
réguliére met en évidence que Cj,_; =0 C},_, =0 (i = 1,..., 2n — 4). De plus,

comme det |C/| =1 (i,j = 1,...,2n — 2), on peut s’arranger que C;,_3Cn_3 —
— C322C323 = 1 ou bien

(25) Cdet|ell =1 (i,j=1,...,2n — 4).

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que C2"Z3 = 0. On a alors
(26) e =0, ¢i,_; =0 (j=2n+1,'...,N+1)

tandis que, d’aprés la supposition signalée dans (16), c3n~1 + 0 ce qui entraine
C3"22 = 0. Dans ce cas, on a maintenant C3"_3 = 0 et il en résulte

(27) e t=0, ,=0 (j=2n+1,..,N+1)
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tandis que ¢2" % 0. On a donc encore C3"Z3 = 0 et les deux derniéres équations (24)
prennent la forme

(28) C%: gCg: }wl = cUl k] CE: %C%,l(l)z = wZ

de sorte que la correspondance envisagée C : L — L est développable.

Inversement, il est aisé de voir que chaque correspondance induite par une cor-
respondance développable est une déformation projective du premier ordre. La pro-
position précédente est ainsi démontrée.

D’aprés ce qui précéde, I’homographie K la plus générale qui réalise la déformation
projective du premier ordre est déterminée par les équations (16), (22), (25), (26),
(27) et

Ch3=0, Cp23=0, Ci_,=0, Can3=0 (i=1,..,2n—4).
En éppliquant le théoreme de Laplace, on en déduit
(29) =0, &T3=0, =0, 22=0 (i=1,..2n—4)
et

(30) Comnlicm_3=1, Cupliemi=1.

Or, rien n’empéche de poser dans (28)

(31) Chiicmi=1, Chliagn=1.

Cela étant, on a, en vertu de (22), (25), C3i23 = c3n23, Conl3 = con_3 et les équa-

tions (29) et (30) donnent

2n—3 _ 2n—1 __ 2n—2 2n _ _—1
Con-3 = Cap—1 =0, C3p-2C3, =0 (0'*0)-

En définitive, les homographies tangentes A C sont données par les équations
2n—4

(32) KA, = Z A, (i=1,...,2n — 4 det]|cf| = 1),

2n—-4

k ’ b ’
KAy—3 = 3, Can_3di + 645,35,
k=1 :

2n—4

— k ’ —1 47
KAz, = Z Can—24s + 07 A2
k=1

2n—2

KAZn—l = z C;n—lAI; + aA,Zn—l >
k=1

2n—-2

KA4,, =Y .4, + 0745,
k=1
N+1

KA;, =Y 4, (j=2n+1,..,N+1).
k=1
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On en voit que chaque homographie réalisant la déformation projective du premier
ordre C: L — I porte les espaces osculateurs d’ordre n — 3 et n — 1 des surfaces
focales de la congruence Ldans ceux de la congruence L.

De plus, nous avons C,,_; = ¢ 'c3"23, C,, = 0¢3"~? ce qui permet, d’aprés
(24), d’écrire la forme 9 sous la forme

2n—-2
(33) 8 =0t jo, + ocin P, — Y T
i=1
En tenant compte de (29) nous avons, d’aprés (28), w, = o}, 0, = w). Faisant
usage de (15), on en obtient, d’aprés (6) et (7), les équations

(34) Biti=0, 2" =0 (i=1,..,n-1).

Les équations de structure appliquées a (34) donnent les relations extérieures
o A (EI =) =0, 0 A=) =0 (i=L..n-1)

qui entrainent

2i 2i 2i+2 2i .
(35) Tzi'ii - T3i- i = fri-1@; » Tz::z =13 = [0, (l =1,..,n— 1)~

3. Les considérations suivantes seront consacrées a 1’étude de la déformation pro-
jective du second ordre des systémes osculateurs envisagés. Les résultats correspon-
dants dépendent, d’une maniére essentielle, de la dimension N et nous allons nous
occuper, en premiére ligne, du cas général de N = 2n.

Proposition 2. Soit N = 2n. Chaque correspondance C : L— L, induite par une
correspondance développable C : L — L, est une déformation projective du second
ordre.

Démonstration. Supposons que C : L' — I soit une déformation projective du
second ordre et qu’elle soit réalisée par une homographie K de la forme (32). Cela
étant, on trouve facilement, mod [4] ... 45,_,],

(36) K[Al A2n—4A2n—2A2n—1] = [A/1 AVZn—4A,2n—2A12n—1] >
K[A1 AZn—4A2n—3A2n] = [A'1 A,2n—4A’2n—3A’2n] ’
K[A1 Azn-4Azn—2A2n] = ‘7—2["1'1 A’zn-4A;n—2A’2n] s
K[A; ... Asp_4Azn—3A20-1] = 0*[A} ... Ayy_sAon—345._1],

N+1

K[Ay ... Ayp_g4Azn—2As] = 22 1a_lc;[A'1 . Y LY. Wi I8
t=2n—
N+1

K[A1 Azn-4A2n—3As] = Z O'C;[All A,Zn—4A,2n—3A;]

t=2n—1

(s=2n+1,...N + 1),
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K[Al A2n—6A2n—4A2n—3A2n—-2A2n—1] =
= Co(can-dcam_% — i e3[4 . As,_yAs s A5, 1] +
+ Coo?(c3n=dean 3 — e icon 3) [AL .. Apy_yAsy A5, 1] +
+ Coocin i[A] ... Ay oAb, sAby 3 A, 545 o] +
+ Co"""%::i[Ai A’2n—6A,2n—4A’2n—3A,2n—2A12n—1] s

K[A1 A2n—6A2n-5A2n—3A2n~2A2n] =
= Coo ™ X(e5n=5enm3 — aam3eanz3) [AL . Ay, sl -0 45,] +
+ Cole3n=5e2n73 — ean3ean 3) [A1 . Ahy_udl, 345, +
+ Coa—lc%:g[/‘i’x con Aoy oAby s Ay 3 A5, -2 A5, +
+ C00-1c§::5[AI1 con Ay Asy 4 Asn 345, 2A%,] 5

K[A; ... Ay gAsn_14s,) = [A] ... Aoy 3 Ay, A5,] +

-1,2n-3 ’ ’ ’ ’ -1,2n-2 ’ ’ ’ ’
+ 07 e iAo Ay sy, 3As,] + o Czn—1[A1 "'AZn—4A2n—ZA2n] -

2a—3 ’ ’ ’ ’ 2n—2 ’ ’ ’
— 0Cyy [A1 AZn—4A2n—3A2n—1] — 0Cyy [A1 vor Aoy s Aoy -

ou Co = det [c]| (i,j = 1,...,2n — 6).
Faisant usage de (20), (21), (33), (36), on obtient par un calcul direct de (19)

(37)

(38)

(39)

(40)

N+1 N+1
v 2 t 2n—1 v =2 -1 t .2n
By =3B+ 0 Y v , Br=0" B +o0 Y yie”,
t=2n+1 t=2n+1
N+1 N+1
s __ -1 t s s __ t s —
YW=0""Y ¢, Y5=0 Y 9y (s=2n+1,..,N +
t=2n+1 t=2n+1
N+1
t 2n—1 2n—-3 2n-5
Z Y1€: = 2¢5,-1 + €3 = 0f2,_3,
t=2n+1
N+1
t 2n 2n-2 2n—-4 __ _-—1
> 2" = 20+ oy =0 Saoas
t=2n+1
2n—4 __ 2n—-5 __ 2n—2 __ 2n—3 __
€n3 =0, ¢5,2,=0, ¢521=0, ¢33, °=0,

—-1,.2n—-5 __ 2n—4 __ 2n—5 __ 2n—4 __
Coo™ cay5 =1, 3,25 =0, ¢3,22=0, Coocz,—4 =

les fonctions f5,- 3, f2,-, €tant définies dans (35).

ZA,Zn— 1] ’

1),

L,

Les équations précédentes expriment les conditions nécessaires pour que C soit
une déformation projective du second ordre. Or, on voit facilement qu’elles sont aussi
suffisantes. Les considérations plus détaillées montrent que les équations précédentes
ne donnent que les conditions pour les coefficients des homographies osculatrices 4 T.
Il en résulte facilement que, dans le cas en question, il existe des homographies jouis-
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sant des propriétés voulues de sorte qu’une correspondance quelconque C: L— L'
du type considéré est une déformation projective du second ordre.

4. Nous allons nous adresser au cas spécial de N = 2n — 1. Pour cela introduisons,
d’apres [1], 1a forme invariante * = 8, B,w,, qui a été appelée forme hyperplanaire
de L.

Proposition 3. Soit N = 2n — 1. La correspondance C:L- L, induite par une
correspondance développable C : L — L, est une déformation projective du second
ordre si et seulement si p* = @*'.

Démonstration. On vérifie facilemenet que les conditions nécessaires et suffisan-
tes pour qu’une correspondance C du type considéré soit une déformation projective
du second ordre ont la forme (37), (38), (39), (40) en y effectuant les restrictions
relatives au cas de N = 2n — 1. En particulier, les relations (38) n’entrent pas en
ligne de compte et les équations (37), (39) se réduisent a

(4 By =0B, Br=0"p,,
2n— - n— n— -
c2n—§ - 26%:—3 = af2n—3 s C%n-; - 2c§n 2= g 1f2n-2 .

1l résulte de (40) et (41) que la correspondance C : L — L induite par une correspon-
dance développable C : L — L est une déformation projective du second ordre si et
seulement s’il existe une fonction ¢ # 0 satisfaisant aux deux premiéres équations
(41). Or, cela a lieu précisément si §;8, = B1B5. La proposition précédente se trouve
ainsi démontrée.

D’aprés [1], la déformation projective du second ordre C: L — I se réduit, dans
le cas considéré de N = 2n — 1, a la déformation hyperplanaire.

Proposition 4. Soit (L, L') un couple de congruences qui se trouvent plongées dans
des espacesa N = 2n — 1 dimensions et pour lesquelles il existe une correspondance
développable C : L — L induisant une déformation projective du second ordre
C:L- I Les congruences L formant avec une congruence donnée L un couple du
type considéré existent et dépendent d’une fonction de deux variables.

Démonstration. Sansrestreindre la généralité, on peut choisir 62 = 1 de sorte que,
en vertu de (41), B, = B}, B, = B5. D’apres (4), (5), (11), (34), les congruences en
question se trouvent définies par le systéme suivant
4) @i2=0, =0 (i=1..,n-1),

5,-1=0, 5, =0 (i=1,..,n—2;s=2i+3,..,2n)),
il =0, B =0 (i=1..,n-1),

2i 2i-1 _ .
T3i-1 =0, 13, =0 (1=2,---,n)-

Il
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On en obtient par différentiation extérieure

2i+1 2i-1 2i+2 2i :
o A (155 —12i21) =0, o, A (15353 - Tzi) =0 (i=1,..,n-1),

2i 2i-2
W) A Ty — W3 A T3-1 =0,
2i-3 2i-1 _ .
Wy ATy o, A3y =0 (i=2,..,n-1),
2n 2n—1 2n—-2 __
By A (Tzn — Ti—1) — W2 A T3 1 =0

2n 2n 2n—1\ __
®; A Tyy-3 — f1o; A (Tzn - Tzn—l) =0.

B

Il est aisé de voir que le systéme (42) est en involution et que sa solution générale
dépend d’une fonction arbitraire de deux variables.
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