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INTERPOLATIONSFUNKTOREN,
FOLGENIDEALE UND OPERATORENIDEALE

ALBRECHT PIETSCH, Jena

(Eingegangen am 8. Juni 1970)

Bekanntlich besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Idealen im
Operatorenring des unendlichdimensionalen separablen Hilbertraumes und den
Idealen im Ring aller beschrinkten Zahlenfolgen (vgl. [4], [5], [12]). In der vorlie-
genden Arbeit wird gezeigt, daB man diese Zuordnung fiir eine groBe Klasse von voll-
standigen normierten Operatoren- bzw. Folgenidealen besonders elegant und einfach
durch die Verwendung von Interpolationsfunktoren beschreiben kann (Vgl. [1],

[2]. [6D)-

1. INTERPOLATIONSFUNKTOREN

Ein Raumtripel {E,, E, | E} besteht aus zwei Banachraumen E, und E,, die stetig
in einen separierten topologischen linearen Raum E eingebettet sind. Fur zwei
Raumtripel {E,, E, | E} und {F,, F, | F} bezeichnen wir mit

L({E,, E, | E}, {Fo, F, | F})

die Menge aller Operatorentripel {T,, T, | T}, die dadurch charakterisiert sind, daB

sich die beiden beschrinkten linearen Operatoren Ty € L(Eo, Fo) und T, € L(E,, F)

als Einschrinkungen eines stetigen linearen Operators T ergeben, der E in F abbildet.
Aus jedem Raumtripel {E,, E, | E} kann man die Banachraume

E,=EonE;, |x]|s=max(|x]o, |x]1).
und

Ey =Eo + E;, x|z =inf {|xo]o + |x1]1 : x = X0 + X1, xo € Eo, x; € Ey}
erzeugen. Eine Abbildung @, die jedem Raumtripel {E,, E, [E} einen Banachraum Eg
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zuordnet, heiBt Interpolationsfunktor, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(E) Der Banachraum E,, ist eine Teilmenge von E mit E, < Eq < Ej, und es gelten
die Ungleichungen

Ixlls = |x]o fir xeE, und |x|e = |x|; fir xeE,.

(R) Fiir jedes Operatorentripel {To, Ty | T} € L({Eqo, E, | E}, {Fo, F, | F}) definiert
die Einschriankung von T auf Eg einen Operator

T € L(Eg, Fp) mit | Ty|| < max (| Ty, | T}]) -
Die Zuordnungen
A :{Eq,E,|E} > E, und X:{EyE,|E}~E;

sind Interpolationsfunktoren.

Lemma 1. Fiir drei Interpolationsfunktoren &4, &, und ® wird durch den Ansatz

Do,P;

°
¥ : {Eo, E,|E} —> {Eqy Eq,|[E} — Ey
ein Interpolationsfunktor ¥ = {®,, ®,, <D} definiert.

Beweis. Aus

E, < Eo, und |x|s 2 |x|e, fir xeE, (i =0,1)
folgt

E;  Eg, N Eo, « Ey und  |x|4 2 max (|x[oo; [x[0) Z |x]v -
Andererseits gilt wegen
Ep, < Ey und |x|e, = x|z fir xeEq, (i =0,1)
auch
Ey < Eg, + Eg, < E;.
Zum Nachweis der Ungleichung
Ixlle 2 x|z fir xeEy
bestimmen wir zu einer vorgegebenen Zahl & > 0 eine Darstellung
X =2Xo+X; mit Xo€Eq,,X €Ep, und x|y + &2 |Xo]o, + X1, -

Dann ergibt sich sofort die Beziehung
Ixly + & 2 x,]o0 + Ixilos Z [Xolls + Ixallz 2 %]
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Da fiir jedes Operatorentripel {To, Ty | T} € L({Eo, E; | E}, {F,, F, | F}) die Aussa-
gen
To,€ L(Eo, Fo,) und [Ty | < max(|Tof, [T) (i =0,1)

gelten, hat man

TyeL(Ey, Fy) und |Ty| < max (| To,], |To.[) < max (| o], [T:]) -

2. FOLGENIDEALE

Die Menge I, aller beschrinkten Zahlenfolgen (t,) ist ein kommutativer Ring
mit der Norm 4,(z,) = sup |,|-

Eine Teilmenge a von I, heiBt Ideal, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(O) Esgilt(1,0,0,...)€ea.

(A) Aus(a,), (z,) € a folgt (s, + 1,) € a.

(I) Aus (a,) €, und (1,) € a folgt (v,7,) € a.

(P) Fir jede Permutation 7 der natiirlichen Zahlen folgt aus (z,) € a stets () € a.

Eine Abbildung a, die jeder Folge (z,) eines Ideals a eine nicht negative Zahl
a(t,) zuordnet, wird als Norm bezeichnet, wenn sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:

(NO) Es gilt (1,0,0,...) = 1.
(NA) Fiir (a,), (t,) € a gilt a(,, + 7,) < «(0,) + a(T,).
(NI) Fir (a,) €1, und (z,) € a gilt a(0,1,) < 4,(0,) a(7,).

(NP) Fiir jede Permutation r der natiirlichen Zahlen und (x,) € a gilt a(7,,)) = a(t,).

Ein Folgenideal a auf dem eine Norm a gegeben ist, heit normiert.

Satz 1. Jeder Interpolationsfunktor @& ordnet zwei beliebigen vollstindigen
normierten Folgenidealen [ay, ay] und [a,,a,] ein vollstindiges normiertes
Folgenideal [ag, ag] zu.

Beweis. Da man nach Voraussetzung aus dem Raumtripel {a,, a, | I,} durch
den Interpolationsfunktor @ einen Banachraum a, mit der Norm a, erhélt, miissen
nur noch die Eigenschaften (I) und (NI) sowie (P) und (NP) nachgewiesen werden.
Zu diesem Zweck betrachten wir eine beliebige Folge (a,) € I,. Dann wird durch den
Ansatz

S(Tn) = (O'"T")
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ein Operatorentripel {So, S, | S} € L({ay, a, | 1.}, {a0, @y | 1,,}) mit [| S, = |S,] =
= Ag(0,) definiert. Fiir jede Folge (z,) € a,, gilt deshalb

(0aT4) = S(z,) € ag
und

a,,(a,,t,,) = ad,(S(‘c,,)) = "Son ad)(tn) = loo(a'n) ao(r,,) .
Demnach sind die Bedingungen (I) und (NT) erfiillt. Der Beweis fiir die Eigenschaften
(P) und (NP) ergibt sich analog.

Die Menge I, aller absolutsummierbaren Zahlenfolgen (t,) mit der Norm
"l(Tn) = Z lT,,l
n

ist das kleinste vollstindige normierte Folgenideal. Das vollstindige normierte
Folgenideal, das man mit einem beliebigen Interpolationsfunktor @ aus den extrema-
len: Folgenidealen [l,, A, ] und [ly, 4,] erhilt, wird im folgenden mit [lg, 9] be-
zeichnet. Wir sagen, daB ein vollstindiges normiertes Folgenideal [a, a] die Interpola-
tionseigenschaft besitzt, wenn es auf diese Weise erzeugt werden kann. Es gibt voll-
standige normierte Folgenideale ohne diese Eigenschaft (vgl. [13]).

Durch den Ansatz

Pty oo To Terrs --) = (T o000 T 0, ..0)

wird eine Folge von Operatoren P, € L(I,, I.,) definiert. Ein vollstindiges normiertes
Folgenideal [a, «] heiBt minimal bzw. maximal, wenn die folgende Bedingung
erfillt ist:

(Min) Fir alle (z,) € a gilt (t,) = « — lim Py(t,).
k
(Max) Aus lim a(Py(,)) < oo folgt (z,) € @ und «(z,) = lim a(Py(z,)).
k k

Aus den Ergebnissen von B. S. MITIAGIN [7] kann man die nachstehende Aussage
ableiten. »

Satz 2. Jedes minimale oder maximale vollstindige normierte Folgenideal
besitzt die Interpolationseigenschaft.

Fiir die von A. CALDERON [2] entdeckten komplexen Interpolationsfunktoren &,
(0 < 6 < 1) und die Ideale I, (1 < p < o) der absolut-p-summierbaren Zahlen-

folgen (r,) mit der Norm
AT lp(T,,) = {thnlp}l/p

ergibt sich insbesondere
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Satz 3. Die (minimalen und maximalen) vollstdndigen normierten Folgenideale
[1,, 4,] besitzen die Interpolationseigenschaft, denn mit @ = 1[p gilt

By : {Ios by |1} = 1,

Anstelle der komplexen Interpolationsfunktoren @, kann man auch die von J.
Lions und J. PeeTre [6] konstruierten reellen Interpolationsfunktoren @, ver-
wenden. In diesem Fall gilt mit § = 1/p ebenfalls

Py, {los Iy |1} = 1,

Allerdings ergibt sich dabei auf I,,‘nur eine zu 4, dquivalente Norm.

Wir zeigen nun, dafl die Menge aller vollstindigen normierten Folgenideale mit
der Interpolationseigenschaft gegeniiber Interpolation abgeschlossen ist.

Satz 4. Fiir jeden Interpolationsfunktor & iibertrdgt sich die Interpolationseigen-
schaft von zwei beliebigen vollstindigen normierten Folgenidealen [a,, #y] und
[ay, @,] auf das interpolierte vollstindige normierte Folgenideal [ag, #5).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Interpolationsfunktoren @, und @, mit

[0, @] = [log Ao,] und [a;, ;] = [lo,. 4e,] -

Deshalb gilt nach Lemma 1 mit ¥ = {&®,, ®,, ¢} die Identitat

[ag, @p] = [y, Ay] -

3. OPERATORENIDEALE

Die Menge L(H, H) aller beschrinkten linearen Operatoren T, die den unendlich-
dimensionalen separablen Hilbertraum H in sich selbst abbilden, ist ein nicht-
kommutativer Ring mit der Norm |.|.

Eine Teilmenge A(H, H) von L(H, H) heiBt Ideal, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(O) Fire,fe H gilt e ® f € A(H, H).
(A) Aus S, Te A(H, H) folgt S + Te A(H, H).
() Aus'X,YeL(H, H)und Te A(H, H) folgt YTX € A(H, H).

Eine Abbildung a, die jedem Operator T eines Ideals A(H, H) eine nicht negative
Zahl a(T) zuordnet, wird als Norm bezeichnet, wenn sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:
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(NO) Fire,fe H gilta(e ® f) = |e| || /]
(NA) Fir S, Te A(E, F) gilt «(S + T) < «(S) + o(T).
(NI) Fir X,Ye L(H, H) und Te A(H, H) gilt o(YTX) < Y] «(T) |X|.

Ein Operatorenideal A(H, H), auf dem eine Norm a gegeben ist, heiBt normiert.

Auf Grund eines fundamentalen Satzes von J. W. CALKIN kann man eine einein-
deutige Zuordnung zwischen den Operatorenidealen A(H, H) und den Folgenidealen a
herstellen. (A(H, H) — a): Dem Operatorenideal A(H, H) + L(H, H) entspricht das
Ideal a aller Zahlenfolgen (z,), fiir die der Operator

T= Zr,,e,, ®fn

zu A(H, H) gehért. Diese Eigenschaft ist nicht von der speziellen Wahl der Ortho-
normalsysteme (e,) und (f,) abhingig. (a —» A(H, H)): Dem Folgenideal a = I
wird das Ideal aller Operatoren Te L(H, H) zugeordnet, die sich mit einer Zahlen-
folge (7,) € @ und zwei geeigneten Orthonormalsystemen (e,) und (f,) in der Form

T=7)160f
n
darstellen lassen.

Offenbar geht bei dieser Zuordnung jede auf einem Operatorenideal A(H, H)
definierte Norm « in eine Norm

«t,) = a(z”:Tnen ® fn)

auf dem entsprechenden Folgenideal a iiber. Bis jetzt konnte jedoch noch nicht
gezeigt werden, daB auch umgekehrt jede Folgenidealnorm eine Operatorenideal-
norm liefert. Im Spezialfall [1,, A,] 1Bt sich diese Vermutung allerdings leicht be-
stiatigen. Man erhilt auf diese Weise das kleinste vollstandige normierte Operatoren-
ideal [S,(H, H), 0,].

Satz 5. Jeder Interpolationsfunktor ® ordnet zwei beliebigen vollstindigen nor-
mierten Operatorenidealen [Ay(H, H), @y und [A,(H, H),a,] ein vollstindiges
normiertes Operatorenideal [Ag(H, H), ag) zu.

Beweis. Da man aus dem Raumtripel {Aq(H, H), A,(H, H) | L(H, H)} durch den
Interpolationsfunktor & einen Banachraum Ag(H, H) mit der Norm a, erhilt,
miissen wir nur noch die Eigenschaften (I) und (NI) beweisen. Zu diesem Zweck
betrachten wir zwei beliebige Operatoren X, Ye L(H, H). Dann wird durch den
Ansatz

S(T) = YTX
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ein Operatorentripel
{So, S; | S} € L({As(H, H), A\(H, H) | L(H, H)}, {A,(H, H), A(H, H) | L(H, H)})
mit |So|| = ||S4]| = Y] |X| definiert. Fiir jeden Operator Te A(H, H) gilt deshalb

YTX = S(T) e Ag(H, H)
und
26(YTX) = 2o(S(T)) = |Sa| 2a(T) = [¥] [X] ao(T).

Das vollstandige normierte Operatorenideal, das man mit einem beliebigen Inter-
polationsfunktor @ aus den extremalen Operatorenidealen [L(H, H),|.||] und
[S,(H, H), 6,] erhalt, wird im folgenden mit [Sg(H, H), 64] bezeichnet. Wir sagen,
daB ein vollstindiges normiertes Operatorenideal [A(H, H), ] die Interpolations-
eigenschaft besitzt, wenn es auf diese Weise erzeugt werden kann.

Lemma 2. Fiir jeden Operator Te Sy(H, H) und zwei beliebige Orthonormal-
systeme (e,) und (f,) gilt

(Te,. fu)) €lo und  do((Te,, 1)) < 0o(T).
Beweis. Durch den Ansatz A(T) = (Te,, f,)) wird ein Operatorentripel
{Ao, A, | A} € L(L{H, H), S,(H, H) | L(H, H)} {l,, 1, | 1,.})
mit | A,| = | 4,] = 1 definiert. Fiir Te So(H, H) gilt deshalb wie behauptet

(Tew f1)) = Ao(T)€lo und  Ay((Te,, f,)) < || 4o| 6o(T) = q¢(T) .

Lemma 3. Fiir jede Folge (t,) €l und zwei beliebige Orthonormalsysteme (e,)
und (f,) gilt '
Y1ne, @ fn€So(H, H) und o4(Y 1,6, ® f,) < Ao(1s) -

Beweis. Durch den Ansatz B(t,) = Y 1,¢, ® f, wird ein Operatorentripel
n

{Bo. By | B} € L({lo, I | 1.}, {L(H, H), S,(H, H) | L(H, H)})
mit ||Bo| = ||B,|| = 1 definiert. Fiir (z,) € I, gilt deshalb wie behauptet

Ytn ® fu = Bol1,) € S4(H, H)

und
a,,(;t,,e,, ® fa) = ||Ba| 4alt,) < 4o(t,) -

Nun ergibt sich unmittelbar das
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Theorem. Fiir jeden Interpolationsfunktor & sind die vollstindigen normierten
Operatoren- bzw. Folgenideale

[So(H, H),05] und [lg, Ag]
einander zugeordnet, und es gilt

oo(T) = sup {4o((Tes 1)) : (&), ()}

und

AO(Tn) = G@(Z‘t”e” ® f n) .
n
Wir geben nun einige einfache Folgerungen an.

Satz 6. Jedem vollstindigen normierten Folgenideal [a, a], das die Interpola-
tionseigenschaft besitzt, wird durch den Ansatz

AH,H) ={T= ;t,,e,, ® fo: () €a,(e) (fu)} -

und
«T) = «ft,)

ein vollstindiges normiertes Operatorenideal [A(H, H), ] zugeordnet.

Satz 7. Fiir zwei Interpolationsfunktoren &, und @, sind die Aussagen
[SQO(H’ H)’ o'00] = [sﬁx(H’ H)’ o.@1] und ["’0’ A"Do] = ["1’1’ }'91]

dquivalent.

Fiir die den Folgenidealen [I,, 4,] zugeordneten Operatorenideale [S,(H, H), o,]
ergibt sich insbesondere der bekannte (vgl. [9]) .

Satz 8. Mit 0 = 1/p gilt

@ : {L(H, H), S,(H, H) | L(H, H)} > S,(H, H) .
Die entsprechende Beziehung (vgl. [10])

@, : {L(H, H), S,(H, H) | L(H, H)} - S,(H, H)

besteht auch fiir die reellen Interpolationsfunktoren. Dabei erhilt man auf S,(H, H)
allerdings nur eine zu ¢, dquivalente Norm.

Satz 9. Wenn zwei vollstindige normierte Folgenideale [a,, ay] und [a,, ]}
und somit auch die zugeordneten vollstindigen normierten Operatorenideale
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[Aq(H, H), o] und [A(H, H), a,] die Interpolationseigenschaft besitzen, sind fiir
jeden Interpolationsfunktor & die Ideale [aq, ap] und [Ay(H, H), %y einander
zugeordnet (vgl. [11]).

4. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Interpolationsfunktoren ‘lassen sich mit gutem Erfolg fiir die Konstruktion
von vollstindigen normierten Operatorenidealen [A, a] iiber der Klasse aller Ba-
nachraume ausnutzen (vgl. [8], [9]). Ist namlich [S,, o,] eine beliebige Fortsetzung
des Operatorenideals [S,(H, H), 6,], so wird fiir jeden Interpolationsfunktor &
durch den Ansatz

& : {L(E, F), S\(E, F) | L(E, F)} — S4(E, F)

(E, F: Banachraume) ein vollstindiges normiertes Operatorenideal [S,, 64 definiert,
das dann natiirlich Fortsetzung von [So(H, H), 6] ist.
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