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UBER EINIGE MANNIGFALTIGKEITEN MIT LINEAREN
ERZEUGENDEN

JOSeEr VaLA, Brno

(Eingegangen am 31. Januar 1971)

Die Fragen der Deformation des Kongruenzenpaares wurden besonders im Buche
{3] behandelt. In der Abhandlung [4] betrachtet man die geometrischen Eigen-
schaften eines solchen Paares in dem einzigen projektiven dreidimensionalen Raume.
In den letzten Jahren untersucht man im Raume ungerader Dimension die soge-
nannten Pseudokongruenzen [2] In dieser Abhandlung verallgemeinert man die
Ergebnisse von [4] fiir die Paare der torsalen Pseudokongruenzen.

a) Im (2m — 1)-dimensionalen projektiven Raume P,,_; (m Z 2) betrachten wir
das Paar P der Mannigfaltigkeiten V, V. Die Mannigfaltigkeit V ist durch die m-
parametrige (hinreichend glatte) Gesamtheit der (m — 1)-dimensionalen linearen
Riume P,,_, gebildet. Ahnlich besteht ¥V aus der m-parametrigen (hinreichend glatten)
Gesamtheit der (m — 1)-dimensionalen linearen Riume P, _,. uy, u,, ..., u,, seien
die Hauptparameter, die die Lage der Erzeugenden P,,_,, P,_, auf der entspre-
chenden Mannigfaltigkeit V, bzw. V bestimmen. Diese Parameter sollen alle Werte
aus dem Gebiet 4 einnehmen. Das Paar P besitze die Korrespondenz C : V(P,,_,) —
-» V(P,_,), wobei die zueinander zugeordneten Erzeugenden P, _i, P, _, stets
denselben m Zahlen u, u,, ..., u,, aus 4 entsprechen. Fiir alle Werte (uy, u,, ..., u,,) €
€ 4 sollen die sich entsprechenden Erzeugenden P,,_,, P,,_; keinen gemeinsamen
Punkt haben.

Im Raume P,,_, betrachten wir ein bewegliches Koordinatensystem mit den
Eckpunkten A, A, ..., 4,, A, 4,, ..., 4,,. Fir jede gegebenen Werte der Haupt-
parameter aus dem Gebiet 4 sollen die Punkte 4, 4,, ..., 4,, unabhingig sein und
sollen zum Raume P, _, gehéren. Ahnlich sind die Punkte 4,, 4,, ..., A4, fiir alle
angefiihrten Werte der Hauptparameter unabhangig und liegen in den zugehérigen
Réumen P,,_,. Fiir die infinitesimale Bewegung des Bezugssystems gilt dann:

(1) dA4; = 0iA, + &34, d4;, = &4, + B34, &

i=1,2,...m, s=1,2,...,m.
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Nach den Strukturgleichungen des projektiven (2m — 1)-dimensionalen Raumes
folgt daraus:

(2) Do = [0, 0f] + [0}, @3], D& = [of, @} + [ @3],
D&} = [ w] + [@f @], D@} = [, i + [&) @] -

Die Formen &3, @] sind die Hauptformen.

Der Beriihrraum 1y, der Mannigfaltigkeit V im Punkte
M = x'A;

ist der lineare Raum der niedrigsten Dimension, der die Punkte A,, 4,, ..., 4,,, dM
enthilt. Nach den Gleichungen (1) folgt leicht:

(3) dM = dx'A4; + X'wid; + XA, .

Unter der Bezeichnung

~S

@ =aldu,; Qs k=1,2,..,m;
ist der Raum 7,, durch die Punkte

i sl i s271 L1, sm7g
Ay Ay, oo Ay Xlab Ay, XaT A L X" Al

bestimmt. Es gilt:
dimty <2m —1.

Im allgemeinen Fall fallt der Raum 7,, mit P,,,_; zusammen. In dem anderen Falle
ist M der Brennpunkt der Erzeugenden P, _ der Mannigfaltigkeit V. Es gilt dann:

(4) |x‘al, x'a, ..., x'a"| = 0.

i i

(Die Zeilen der Determinante auf der linken Seite sind mit den Wertens = 1,2, ..., m
bestimmt.)

Wenn wir die Gesamtheit von m festen Zahlen u,, u,, ..., u,, aus 4 und x, x,, ...
..., X,, als Veridnderlichen betrachten, dann bilden die Brennpunkte des zugeordneten
Raumes P,,_, die Punktmannigfaltigkeit ¥, ;. Diese Mannigfaltigkeit ist algebraisch
m-ter Ordnung. Wenn wir alle diese Mannigfaltigkeiten fiir (uy, u,, ..., u,) < 4
untersuchen, dann biiden sie die Mannigfaltigkeit V.

Ahnliche Beziehungen gelten auch fiir die Mannigfaltigkeit V. Die zugeordneten
Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir wie im vorangehenden Falle, man muf} aber
noch das Zeichnen — zufiigen.

b) Im Raume P,,_, betrachten wir 2m Punktmannigfaltigkeiten (4,), (4,), ...
.o (4,), (4y), (4,), .., (4,,), die von den Hauptparametern uy, u,, ..., u,, abhingig
sind. Wir werden voraussetzen, daB fiir jede m Zahlen (ul, Uy, ey u,,,) < A4 die sich
zugeordneten Punkte dieser Mannigfaltigkeiten linear unabhangig sind. Die Scheitel
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des beweglichen Koordinatensystems wihlen wir in den sich entsprechenden Punkten
dieser Mannigfaltigkeiten. Wir wiihlen die gleiche Bezeichnung wie im Abschnitt a).
Ebenso gelten die Gleichungen (1), (2) Wir haben dann folgende Hauptformen:
&% %, fir i,s = 1,2, ..., m; o, @ fir solche Werte von i,s = 1,2, ..., m, fiir
welche i # s gilt.

Die durch die einander entsprechenden Punkte 4, A4,, ..., 4,, bestimmten Raume
bezeichnen wir mit P,,_,, dhnlich kann man die Raume P,,_, definieren. Wie im
Abschnitt a) kann man die Mannigfaltigkeiten ¥, ¥ bestimmen. Wir werden voraus-
setzen, daB fiir alle Gesamtheiten von m Zahlen von (uy, u,, ..., u,) < 4 die Dimen-
sion der Berithrriume der Mannigfaltigkeiten (4,),(4,), ..., (4,). (4,), (4,). ...
... (4,,) gleich m ist. Weiter soll (4,), (4,), ..., (4,) = V;, (4y), (4,), ....{4,,) = V,
gelten.

Fiir einen beliebigen Wert von i = 1,2, ..., m ist der Berithrraum der Mannig-
faltigkeit V im Punkte A4; durch die Punkte ‘

Als AZ’ LR Am’ (I)fzs
bestimmt; nach (4) sind die Formen
(5) @, af, ..., aF

linear abhingig. Im folgenden werden wir voraussetzen, daB fiir alle Werte von i =
=1, 2, ..., mund fiir alle Gesamtheiten von (uy, u,, ..., u,) < 4 die Beriihrraume 1,
die Dimension (2m — 2) haben. Man kann fiir jeden Wert von i gerade (m — 1)
unabhingige Formen

m—1

Vis Vis oo ¥

so wihlen, daB die Formen (5) ihre linearen Kombinationen sind.
Der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit (4;) = ¥}, im Punkte A4; schneidet den zu-
gehorigen Raum P,,_; in der Geraden ¢;. Diese Gerade nennt man die Torsalgerade

- der Mannigfaltigkeit (A4;) im Punkte A;. Fiir die Torsalrichtungen haben wir folgen-
de Gleichungen:

(6) p=0,92=0,..,9" ' =0.

Betrachten wir den zum Punkte A; gehorigen Beriihrraum der Mannigfaltigkeit (4,).
Jede im System (6) angefiihrte Gleichung bestimmt in diesem Raum den Unterraum
von der Dimension (m — 1). Dieser Unterraum enthilt die Gerade 1;. Der belicbige
durch die Gerade ¢; gehende Beriihrunterraum von der Dimension (m — 1) kann
durch die lineare Kombination der Gleichungen (6) bestimmt werden. Diese Beriihr-
unterrdume bezeichnen wir als Torsalunterrdume der Mannigfaltigkeit (A;) im
Punkte 4;. . R
Auf jeder der Mannigfaltigkeiten (4,), (4,), ..., (4,,) ist durch jede Angabe von m
Werten u;, u,, ..., 4, aus 4 immer ein Punkt gegeben. Dadurch entsteht die Kor-
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respondenz B der Mannigfaltigkeiten (4,), (4,), ..., (4,,). @ sei die Pfaffsche Form in
den Differentialen du,, du,, ..., du,,. Betrachten wir die Gesamtheit von m festen
Werten (uy, u,, ..., u,) = 4 und die Relation

(7) Q=0.

Dadurch ist in jedem der sich zugeordneten Punkten A, 4,, ..., 4,, ein (m — 1)
dimensionaler Beriihrunterraum der Mannigfaltigkeit (4,), bzw. (4,), ..., bzw. (4,,)
gegeben. Wenn i irgend ein Wert von 1, 2, ..., m ist und durch (7) im Punkte A; der
Torsalunterraum bestimmt ist und wenn diese Beziehung fiir alle Werte von u, u,, ...
..., u,, aus dem Gebiet 4 gilt, dann folgt nach (6):

(8) Q=gqiyi +qivi + ...+ 47

m—1

qt, q2, ..., q"" " sind die Funktionen, die allgemein von den Hauptparametern und
von den sekunddren Parametern abhéngen.

Die Korrespondenz B nennt man fiir die gegebenen Werte u,, u,, ..., u,, aus 4
singuldr, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist: 1. Durch die
einzige Gleichung (7) sind in allen zugeordneten Punkten A4y, 4,, ..., 4,, die Torsal-
unterriume gegeben. 2. Es existieren zwei unabhingige Gleichungen (7) und die Zahl i
(aus der Gesamtheit 1, 2, ..., m) so, daB durch jede dieser Gleichungen in den zuge-
horigen Punkten A, 4,, ..., 4;_{, A;+y, ..., A,, die Torsalunterraume gegeben sind.

Wir werden jetzt die vorangehenden Ergebnisse fiir den Fall m = 2 beniitzen. In
diesem Falle sind (4,), (4,) die Brennflichen der Geradenkongruenz V. Die Geraden
t4,» t4, fallen mit der zugehorigen Erzeugenden der Kongruenz V' zusammen. Wenn B
singuldr ist, dann sind alle Formen &3, i, s = 1, 2, die Kombinationen der einzigen
Form. Diese Form bezeichnen wir mit w.

Fiir die Kleinschen Bilder der Erzeugenden (A,, A,) der Mannigfaltigkeit V gilt
dann:

(9) d(Al’ Az) = (w} + w%) (Al’ Az) + ol ;

I' ist die Kombination der K-Punkte (4,, 4,), (4, 4,), (4,, 4;), (4,, 4;). Nach
(9) ist das Kleinsche Bild der Mannigfaltigkeit V im allgemeinen eine Kurve, die
Kongruenz zerfillt in eine Regelfliche.

¢) Im folgenden werden wir wieder m > 2 voraussetzen. Die Mannigfaltigkeiten
(A4,), (4,), ..., (4,), V sollen dieselbe Voraussetzungen wie (4,),(4,), ..., (4,),V
erfiillen. Fiir die Mannigfaltigkeit ¥ kann man die gleichen Betrachtungen wie fiir
durchfiihren. Die zugeordneten Bezeichnungen muf3 man aber noch mit — ergianzen.

Satz 1. Wenn keine der Korrespondenzen B, B fiir keine Werte u,, u,, ..., U,
aus A singuldr ist, dann kann man die infinitesimale Bewegung des Bezugssystems
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durch die Gleichungen

(10a) d4; = w4, + ofw'A4,,

(10b) da; = yi@,A, + DA, ,
ihs=12..,m, r=12,..,(i=1,G(+1),...,m,

ausdriicken. w,, w,, ..., w,, sind die linear unabhdngigen Pfaffschen Hauptformen.
Dasselbe gilt fiir die Formen @, @, ..., ®y; @7, Y; sind die Funktionen der
Hauptparameter und im allgemeinen auch der sekunddren Parameter.

Die Behauptung beweisen wir fiir die Verhltnisse (10a), fiir (10b) ist der Beweis
analogisch. Zuerst werden wir m > 2 voraussetzen. Wir suchen die Hauptformen
Wy, Dy, ..., ®, S0, daB fiir jeden Wert von i = 1, 2, ..., m das folgende System der
Gleichungen gilt:

(11) o, =piyl+ pityi 4+ pm T D
W, =Py A PPy TR,

) o 1@G-1)1 2(i-1),,2
wi—y = pi" "y + piiT

G+ 2(i+1),2
Wipr=p;" 0y + Pi(l Vi

o+ p(irn—l)(l:—l),y(irn—l)’
+ .+ p(i'”_l)(l+l)y‘im~1)v

@, =Py + P A T
- Das zum bestimmten Wert von i angehérige System (11) bezeichnen wir mit R,
alle Systeme R; bilden das System R. Die Form o, befindet sich in den (m — 1)
Gleichungen des Systemes R (i = 1).

Betrachten wir nun den (m — 1) dimensionalen linearen Raum H,,_, und in diesem
Raum das Bezugssystem von m festen unabhiangigen Eckpunkten E,, E,, ..., E,,.
A sei die Abbildung: du; —» E,, du, - E,, ..., du,, —» E,,. Setzen wir voraus, dal}
jeder der Hauptparameter und der sekundiren Parameter einen bestimmten Wert
einnimmt. Bei dem festen Wert von i (i = 1) bilden dann die linearen Kombinationen
der Bilder von Formen 9}, 97, ...,y" " den linearen (m — 2) dimensionalen Raum
H,,_,. Unter Voraussetzung von allen Werten von i + 1 haben die zugeordneten
Raume H,,_, im Allgemeinen einen Punkt gemein. Zu diesem Punkt gehort dann
eine Hauptform (mit konstanten Koeffizienten). Wenn wir aber bei einer Wahl der
Parameter die zugehorigen Ridume mindestens eine gemeinsame Gerade haben, dann
existieren zwei unabhiangige Hauptformen, die in den zugehdorigen Punkten A4,, 45, ...
..., A,, die Torsalunterraume bestimmen. Diesen Fall miissen wir nach der Voraus-
setzung des Satzes ausschliessen. Aus folgenden Gleichungen (sie gelten fiir alle Werte
von du,, du,, ..., du,,):

(12) p2'vz + 3 + o+ ST = pilyl + P39S +
e PETONTY = = gl PR P
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kann man die Koeffizienten pi*, ..., p" ="' i = 2,3, ..., m, bis auf die Umnormung
berechnen. Daraus bekommt man die Form w;. Ahnlich kann man die Formen
Wy, ®3, ..., 0, finden.
Zwei verschiedene Fille sind dann moglich: a) fiir jeden Wert von i = 1,2, ..., m
bekommt man im Gebiet 4 die (m — 1) unabhidngigen Formen w;, w,, .
oy @i_ 1, Wiy 1, ... Wy, b) das vorangehende Verhiltnis gilt nicht. Wir werden jetzt
die beiden Falle behandeln.

a) Fiir den festen Wert von i betrachten wir das zugeordnete System R;, wo die
Koeffizienten schon berechnet sind. Aus diesem System kann man 7}, y?, ..., y" ™1
als lineare Kombinationen der Formen w,, w,, ..., w;_y, ®;4, -.., @, berechnen.
Daraus bekommen wir die Formen &, @7, ..., @7. Wenn wir die zugeordneten
Koeffizienten mit ¢{; i,s = 1,2,..,m; r=1,2,..., (i = 1), (i + 1), ..., m; be-
zeichnen und wenn wir alle Werte von i betrachten, dann bekommen wir die Glei-
chungen (IOa). Es sind noch zwei Falle moglich. Entweder sind die Formen @, w,, ...
..., w,, linear unabhingig, oder gilt das vorangehende Verhiltnis nicht. Im ersten
Falle ist der Satz erfiillt. Betrachten wir den zweiten Fall. Nach der Voraussetzung

sind die Torsalunterraume durch die lineare Kombination der Gleichungen
0, =0 0,=0,..,0_,=0 0,,,=0,..,0,=0

gegeben, das gilt fiir jeden Wert von i = 1, 2, ..., m. Es sollen jetzt solche Werte der
Parameter existieren, daB fiir diese Werte die Formen w,, w,, ..., ®,, linear abhingig
sind. Dann existiert ein fester Wert von i (i = h) so, daB fiir diese Werte der Para-
meter

(13) o, = %oy + 720, + o+ T s + T o o+ X0,

gilt. Fiir alle Mannigfaltigkeiten (4;), i = h, bestimmt die Gleichung w, = 0 den
Torsalunterraum in dem zugehorigen Punkt A;. Im Punkte A4, sind die Torsalunter-
raume durch die lineare Kombination der Gleichungen

w; =0, 0,=0, .., 0,_.:,=0, 0,1 =0,...,0,=0

gegeben. Nach (13) ist aber die Gleichung w, = 0 die lineare Kombination dieser
Gleichungen. Durch die Gleichung w;, = 0 ist auch im Punkte A, der Torsalunter-
raum gegeben. Nach den Voraussetzungen des Satzes 1 haben wir diesen Fall aus-
geschlossen. Umgekehrt unter der Voraussetzung, daB fiir die bestimmten Werte
von uy, u,, ..., u, aus dem Gebiet 4 die Korrespondenz B singuldar nach 1 ist und
a) gilt, folgt die lineare Abhingigkeit der Formen wy, 5, ..., 0.

b) Es existiert ein fester Wert von i (i = n), daB fiir einige feste Werte von
Uy, Usy, ..., U, aus 4 die Formen

(14) W1y Wy veey Wy gy D 1s + ey Dy
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linear abhingig sind. Dann existiert ein solcher Wert von i (i = b, i & n), daB die
Form w, die lineare Kombination der iibrigen Formen (14) ist. Es ist auch méglich,
daBl die Formen bis auf eine Umnormung mit der Form w, zusammenfallen. Durch
die Gleichung w, = 0 ist in allen zugeordneten Punkten A; (i + b) der Torsal-
unterraum gegeben. Im Punkte A4, sind die Torsalunterrdume durch die lineare Kombi-
nation der Gleichungen

(15) 0w, =0, w,=0, .., w,_,=0, 0.y =0, .., w, =0

m

gegeben. Im allgemeinen ist die Form w, die lineare Kombination der Formen in
den Gleichungen (15) (Offenbar mit Ausnahme der Form ,). Es ist auch méglich
daBl die Form w, bis auf eine Umnormung mit irgendeiner der Formen der Glei-
chungen (15) zusammenfallt. Die mit b) bezeichneten Fille sind nach den Voraus-
setzungen der Gleichung | ausgeschlosen.

Setzen wir nun den Fall m = 2 voraus. Wenn B, B nicht singuldr sind, dann folgt
leicht:

(16) d4, = 014, + 034, + 02w,A, + 0,4, ,
d4, = wiA, + 034, + 0w, 4, + ¢3'w,4,,
dA, = Y2@,A4, + Y1’@,4, + @14, + D14,

1
1
de = l/’él(—u_lAl + '»b%ICEIAz + _);

d) Im folgenden werden wir wieder m = 2 voraussetzen. Die Gleichungen der
infinitesimalen Verriickung des Koordinatensystems sollen die Form (10a), (10b)
haben. Wir schliessen alle im Satze 1 eingefiihrten singuldren Falle aus. i soll jetzt
einen bestimmten Wert von 1, 2, ..., m annehmen. Durch die Gleichungen

(17) 0, =0, 0w,=0, ..., 0;_;, =0, v;,, =0, ..., 0w, =0

ist auf der Mannigfaltigkeit V' die Schichte der einparametrigen Systeme der Riume
P, gegeben. In jedem von diesen Systemen sind die Punkte A; (i ist fest) singuldr
in dem Sinne, daB der Beriihrraum dieses Systemes im Punkte A; mit der entspre-
chenden Erzeugenden P, _, zusammenfillt. Die angefiihrten Systeme bezeichnen
wir als die zum Werte i gehorigen Torsalsysteme der Erzeugenden P,,_,. Ahnlich
sind durch die Relationen

(18) 0, =0,0,=0, ..., %;_, =0, By =0, ..., @, =0

auf der Mannigfaltigkeit ¥ die zum Werte i gehérigen Schichten der Torsalsysteme
der Erzeugenden P, _, gegeben.

Fiir den festen Wert von i sind durch (17) auf der Mannigfaltigkeit V die Torsal-
systeme gegeben; mit denselben Gleichungen sind im Allgemeinen auf der Mannig-
faltigkeit V die nicht torsalen Systeme gegeben. Wenn aber fiir jeden Wert von i
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(i=12.. m) dem Torsalsystem wieder ein Torsalsystem entspricht, dann bezeich-
nen wir die Korrespondenz C : V — V als rorsal. Bei jedem Wert voni = 2,3,...,m
ist dann @, die lineare Kombination der Formen wy, w,, h = 2,3, ..., m, h & i.
Die Formen w,, w3, ..., w,, sind aber linear unabhingig. Daraus folgt, dal @, nur
von der Form w, abhingig ist. Ahnliche Sitze gelten auch fiir die Formen @,, @3, ...

.., @,. Nach dem Beweis des Satzes 1 folgt, daB man die Formen w;, w,, ...
veey Wpy Dy, Dy «. ., Oy bis auf die Umnormung bestimmen kann. Es kann also

(19) D; = o;

firi =1, 2, ..., m gelten. Wir werden das im Folgenden voraussetzen.

Satz 2. Wenn die Mannigfaltigkeiten (A;), (4,), ..., (A,), (4,), (42), .., (4,,)
die Voraussetzungen der Abschnitte b), c) erfiillen und wenn die Korrespondenz
C :V — Vtorsal ist, dann kann man die infinitesimale Bewegung des Bezugsystems
durch die Gleichungen
(20) d4; = i, + oYw,A;, d4; = YTw,A, + @A, ;

i“7s

Lhs=1,2,...m, r=1,2, .‘.,(i — 1), (i + ]), e m
ausdriicken. Es gilt noch

(20a) o} = Afw, @ = 1fo, fir o=1,2,...m; i,s=12..,m i%s.

¢, A sind allgemein von den Hauptparametern und von den sekundiren Para-
metern abhédngige Funktionen.
Die Behauptung folgt aus den Gleichungen (10a), (10b), (19). w}, &; sind fiir

i #+ s die Hauptformen, das ist durch die Gleichungen (20a) ausgedriickt.

e) Im Folgenden werden wir voraussetzen, da das Koordiratensystem der
Form (20), (20a) ist. Betrachten wir die zweiparametrigen Geradenmannigfaltigkeiten
Vi, = V, die bei der Giiltigkeit der Gleichungen

(1) W3 =04 =...=w, =0

durch die Geraden (4, A,) gebildet sind. Diese Mannigfaltigkeiten sind im Allge-
meinen anholonom. Betrachten wir eine Gerade (4, A,). Der Berithrraum der
Mannigfaltigkeit V;, lings der Geraden (4,, 4,) ist nach den Gleichungen (20),
(20a) durch die Punkte

(22) Ay, Ay IS AL I A, + oA, IS A, + o3 A 23 A,

c=23,...,m e=1,34, ..., m, bestimmt. Diesen Bertihrraum bezeichnen wir
mit 7'2, Die Erzeugende der Mannigfaltigkeit V, in welcher (4, 4,) liegt, bezeichnen
wir wieder mit P,,_,. Betrachten wir jetzt den linearen Raum P,,_; U t'%. Nach (22)
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ist allgemein die Dimension dieses Raumes gleich (m + 1). Eine niedrigere Dimen-
sion kommt nur in dem Falle vor, daB die Punkte

oY A, 93 A,
abhingig sind. Dann ist aber jeder Punkt der Geraden (4, 4,) der Brennpunkt der
Mannigfaltigkeit V. Im Folgenden werden wir voraussetzen, daB fiir keine Werte
von uy, Uy, ..., U, aus 4 die Gerade (4, 4,) zur Mannigfaltigkeit V,;_, gehort. Den

Raum P,,_, U t'? bezeichnen wir dann mit P,,, . In diesem Raum kann man das
Koordinatensystem mit den Eckpunkten

(23) A=A, A, =A,, .. A, =A,, A, =174, + o4,
A,y =754, + 03 A4

wihlen. Mit ¢ bezeichnen wir die Differentialrichtungen, fiir die

w3 =0s=...=w,=0
gilt. Weiter werden wir folgende Bezeichnung beniitzen:
01(8) = n1, 03(8) = n3, ..., @)N(8) = mh, @1(3) = &Y, @(S) = T3y ..., D(0) = 7.
Daraus folgt:
(24) 04, = niA, + 0,24, + 0,4, , 04, = 13d, + 0,434, + 0,4, .

Betrachten wir durch (4, 4,) gehende Geradenmannigfaltigkeit V,, = V bei der
Giiltigkeit der Relation (21). Der Beriihrraum 7!? der Mannigfaltigkeit V,, lings
der Geraden (4, 4,) ist durch die Punkte

@5 Ay, Ay, 1AL ICA, + VA, TS A, + YiiA,, 194,

bestimmt. Wir werden wieder voraussetzen, daB keine der Geraden (A4, 4,) fiir
(uy, uz, ..., ) = A zur Mannigfaltigkeit ¥/, gehort. Lings der Geraden (4, 4,)
betrachten wir den Raum P,.; = P,_; U T2, Iia Raume P, , untersuchen wir
das Koordinatensystem mit den Eckpunkten

(26) Ay =4, A, =4,, .. A, =A,, A,., = V32A, + IS4,
A\m+2 = lpSZIAS + ):21;1‘2 .
Daraus folgt dann:

(27) 5‘4‘1 = ﬁ:/fl + wlzcl‘l"{c + wl“i\mq.l ’ 6/42 = ﬁ%/‘i‘z + wzzgzléle + wlz‘i‘mfz .

Betrachten wir die Korrespondenz Cy, :(4,, 4,) - (4,, 4,). Die sich entspre-
chenden Geraden sollen zu den gleichen Werten der Parameter (Ugs Uiy oo tty) = 4
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gehoren. Zu jedem Paar der Geraden kniipfen wir die Kollineation
n: (A, 4;) - (45, 4,)

zu, die durch die Gleichungen

(28) A = Ay, mA; =045, 00, F0

gegeben ist. Alle Kollineationen 7 bilden die Korrespondenz C°. Fiir alle Werte von
Parametern u, u,, ..., u,, aus 4 betrachten wir die Kollineation

K:Puiy— Puyy
durch folgende Relationen:

(29) KA, = oA;, KA,y = A+ T Ay + A,
K.y =S+ 3 Apiy + 5 s
Auf der Mannigfaltigkeit V untersuchen wir die Kurve
M = x4, + x,4, .

Die Korrespondenz C,, bezeichnen wir als Punkthalbdeformation, wenn fiir alle
Werte von x,, X,, fiir alle Richtungen 6 und fiir alle Werte von Parametern u, u,, ...
..., u,, aus 4 die folgende Relation gilt:

(30) K oM = §(C°M) + OC’°M (mod 43, 4, ..., 4,,) .

O ist die Pfaffsche Form.

Fiir jede m Werte uy, y, ..., 4, aus 4 gehdrt zur Geraden (4;, A,) der durch
(A3, Ay, ..., A,,) bestimmte Raum. Diesen Raum bezeichnen wir als den zu (4,, 4,)
gehorenden Ergianzungsraum. Im Falle m = 2 ist der Ergdnzungsraum leer. Auf
dhnliche Weise kann man den zur Geraden (4, 4,) gehdrenden Ergéinzungsraum
bestimmen. Die Dimension des Berithraumes der Mannigfaltigkeit ¥ im Punkte A,
ist gleich (2m - 2). Es existiert eine feste Zahl « aus der Gesamtheit 1, 2, ..., m, so
daB der erwithnte Raum nicht durch den entsprechenden Punkt 4, geht. Wenn dieses
Verhiltnis fiir alle Werte u,, u,, ..., u,, aus 4 gilt, dann bezeichnen wir 4 mit 4,.

Satz 3. Die Geraden (A,, A,) sollen fiir keine Werte von uy, u,, ..., u,, aus 4,
zu V', gehdren. Die Torsalgeraden der Mannigfaltigkeiten (A,), (A4,) in den
entsprechenden Punkten sollen mit dem zu (A,, A,) gehérenden Ergdnzungsraum
keinen Punkt gemein haben. Dasselbe soll fiir (4,), (4,), (A, A,) gelten. (In der
Bezeichnung muf man nur — zufiigen.) Dann ist C nur in dem Falle die Punkt-
halbdeformation, wenn

(31) VI LIt
gilt.
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Beweis. Nach den angefiihrten Voraussetzungen und nach den Gleichungen (20),
(20a) gilt

(32) MBYE0, P +0, 22'+0, I *0.
Wir bekommen dann leicht:

(33) M = 6x, A, + 6x,4, + x,[mi A, + 024, + w0, 4,4, ] +
+ x,[m34, + 0,254, + 0,4,,,] ;

(34) KoM = A [o,0x; + x,(niey + wic}) + xy(w,25%0, + wye3)] +
+ Ay[0,0x, + x4(w,47 05 + @y0}) + x,5(n30, + w1¢3)] +
+ A[x(02] 05 + 0¢}) + xy(w,2570, + w,¢3)] +

1+ Ay 2[x10,¢]

n +1 +1
+ Apei[x10,¢TT + xa0¢%

s=3,4,...,m (s +1,2);

+ +
m+ 2 +x2w1C'; 2]

(35) OC"M + OC'M = /‘Il[Qlé-\'l + X001 + X017 + X20,0,25° + QXIQJ +
+ Az[@zéxz + x,00, + »\'16012%191 + szzﬁg + 9-“2@2] +
+ f‘is[xlwlzsxlgl + xzwl)_fzzgz] + I‘Im+ 1[x1w291] + f‘fm+2[x2Q2w1] s
s=13,4,....,m

Nach der Definition der Punkthalbdeformation miissen die Koeffizienten bei

Ay, Ay, Ay, Ays in der rechten Seiten der Relationen (34),(35) identisch fiir alle
X1, X, ®y, @, gleich sein. Wir bekommen folgende Bedingungen:

(362) ¢, =0, A2, = 13%0,,

(36b) ©d0r + Ql(ﬁ} — 1) — o] = —6¢, ,

(36¢c) ¢t =0, 1o, = y,,

(36d) 30, + 0,(75 — 73) — w5 = —Co,,

(36¢) A=, & =0, FTP=0, AP =o,.

Die Gleichungen (36a), (36b) (36¢), (36d) (366) geben uns die Bedingungen fiir die

S
Koeffizienten ¢, 0,, ¢}, ¢, ¢!, ¢™*2, ¢l 2, 3+, ¢2*?. Wir bekommen keine

Bedingungen fiir ¢}, ¢}, 0., s = 3,4, ..., m.
Untersuchen wir jetzt folgende Bedingungen: (Siehe (36a), (36¢).)

32 21 = Z;292 > 2%191 = }3192-
Die nichttriviale Losung dieser Gleichungen fiir die Unbekannten o,, 0, existiert
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nur dann, wenn (31) gilt. Aus den Gleichungen (36b), (36d) folgt dann:
(37) —0,00; + 0,00, + 9102(_7_‘: + ": + ﬁg - ”g) - 0)1('501 + wzd@z =0.

Das ist die Gleichung fiir die Koeffizienten ¢}, ¢3, wir miissen noch bestimmen, ob es
moglich ist, diese GroBen aus dieser Gleichung zu berechnen.

Betrachten wir folgende Gleichungen:
(38) o} =o, + o, o =1'o, + Ho., c=2,3,..,m.
Mit Beniitzung der Gleichungen (2) bekommen wir leicht:
(382) Do = 23'[w} - od o]+ [()) @:] + () @s] + ... + [(). @]
Do} = 1i'[@1 — @3 o] + [(() @2] + [()) @3] + - + [(1)): @n] -

Mit ((.)) bezeichnen wir die Pfaffschen Formen, die uns jetzt nicht interessieren. Aus
den Gleichungen (38) folgt dann:

Hot=23"a; +[[[Nw, +[[[Jeos+ . + [[.]] O -

Die mit [[.]] bezeichneten Koeffizienten interessieren uns nicht. Durch die duBlere
Differentiation dieser Gleichung folgt mit Hilfe der Gleichungen (38a):

(39)  [2TdE - 21d2 4 20! - ol — &l + @2). o] +
+ [(() 2] + [(()) 03] + -+ [((C))s 0] =
=[[.]] Dw, + [[.]] Pws + ... + [[.]] Do, -

Im Folgenden betrachten wir noch die Gleichungen

(@0 ¥ = ofo,. = VYo,

ihs=12...m, r=1012,..,(i—=1),(+1),..,m.

Bei Beniitzung der Relationen (20), (2) bekommen wir durch die duBere Differentia-
tion der Gleichungen (40) folgende Relationen:

(412) [ov o) — '@} — dof. w,] = ¢} Do, (i%7r),
(41b) [— o} + Yyt — dy 0] = U7 Do, (i +1).

Untersuchen wir jetzt die Mannigfaltigkeit (4;). Nach der Voraussetzung ist die
Dimension des Beriihrraumes der Mannigfaltigkeit Vim Punkte 4, gleich (2m — 2);
in der Matrix

12 13 14 1m)\
P Q1 Py .. Py
2m

22 23 24

P @1 Py .. Py

m4 mm
.. @y

o7 o o}
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existiert mindestens eine Determinante von der Ordnung (m — 1), die nicht gleich
Null ist. Im Gebiet 4, gilt fiir die folgende Determinante x:

! 12 13 14 im
@y (A @, R 31
. 22 23 24 2m
@ @y Py ?1
I
|
_ @Dz a-D3  @-14 (a—1)
(42) R U S S P ) i
@+1)2  (a+1)3 (a+1)4 (@+1)m
‘(Pla oy oy cee @7
|
| :
2 3 4 m
o7 4 o7 S o7

Ferner bezeichnen wir mit (.) die Pfaffschen Formen, die die Kombinationen der
Formen w},..., 0", @, ..., @" w,, ..., w, sind. Wir werden diese Bezeichnung
beniitzen, soweit es nicht notwendig sein wird, diese Formen zu berechnen. Im
Folgenden soll ¢ alle Werte 1, 2, ..., m mit Ausnahme von « annehmen. (c hat allge-
mein eine andere Bedeutung wie frither im Abschnitt ¢), die gleiche Bedeutung hat ¢
nur im Falle o = 1.) Nach der angefiihrten Bezeichnung bekommen wir nach (41a)
fliri=1s=c¢
[—do$ + (), 0] + [—de$® + (), 3] + ... + [=de" + (\), w,] =
= 05> Dw, + ¢ Do, + ... + ¢§" Do, .

Wenn wir alie Werte von ¢ betrachten, dann haben wir (m — 1) Gleichungen fiir die

Veranderlichen Dw,, Dws, ..., Dw,,. Nach (42) ist es mdglich daraus die Verdnder-
lichen zu berechnen. Wir bekommen

(43) % Do; = (= 1) ([=de + (.), o] +
+ [=do? + (), 03] + ... + [=doi" + (.), ©,]
03, 0T, s 01T, 00T, L 0f").

Der Ausdruck in den runden Klammern ist die Determinante, ihre Zeilen sind mit ¢
(¢ # «) bezeichnet. Weiter gilt j = 2,3, ..., m.
Kehren wir nun zur Gleichung (39) zuriick. Wenn wir in diese Gleichung nach (43)

einsetzen, dann bekommen wir:

(44) [A3' a2t = 131 dAt + AT (o) — of — @) + @3), 0] +
+ [{(h o] + [} @] + - + [{()} 0u] = 0,

wo {(.)} die bestimmten Pfaffschen Formen sind. Nach dem Cartanschen Lemma ist
ANdat = 23N dat + 21 2 (o) — o) — @) + @3)

die Hauptform. Bei der Giiltigkeit der Ungleichungen (32) folgt aus der zweiten

Gleichung (36¢):
At =ney, T3 =po, (p+0).
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Wenn wir diese Relationen in die Gleichung (44) einsetzen, dann folgt, daf3
0;do, — 0, do; + QIQZ(w} - w; — @) + 6%)
die Hauptform ist. Bei der Giiltigkeit von (21) bestimmen wir leicht:
0,60, — 0200, + QxQz(”: - 7T§ - 7—‘} + ﬁ%) = 0,0, + Q,m,.

01, Q, sind die Funktionen der erwihnten Parameter. Nach der Gleichung (37)
folgt dann:

0wy + 0,0, = w30, — wycio,
und daraus:

C} = ‘(Qz)—l Q5. C; = (Ql)#l 0.

Im Falle m = 2 fallt der Begriff der Punkthalbdeformation mit dem Begriff der
Punktdeformation zusammen.

Die dhnlichen Betrachtungen, die wir fiir die Mannigfaltigkeit (4,, 4,) getan haben,
kann man fiir die belicbige Mannigfaltigkeit (4,, 4,) (p * q; p, g sind beliebige
Zahlen aus der Gesamtheit 1,2, ..., m) durchfiihren. Statt der Gleichung (31) gilt
dann allgemein

(45) Aapapa . Jarzes — (|

f) Setzen wir wieder m = 2 voraus und betrachten das Paar P der Mannigfaltig-
keiten ¥, V; das Koordinatensystem sei nach (20), (20a) gewihlt. Untersuchen wir
die Punktbilder der Geraden des Raumes P,,,_,. Diese gehdren zum Punktraum

der Dimension
(2;“) —1=m2m—1)—1.

Diesen Raum bezeichnen wir mit P,':,(z,,,_ 1)-1- Weiter betrachten wir die m Mannig-
faltigkeiten (4;, A;) (i = 1,2, ..., m). Das Bild jeder dieser Mannigfaltigkeiten ist
die Punktmannigfaltigkeit V¢, die von den Hauptparametern u,, u,, ..., u,, abhingt.
Betrachten wir die festen Werte der angefiihrten Hauptparameter. Der lineare Raum
der niedrigsten Dimension, in dem die Bilder aller Geraden (4, 4,.), h, h* = 1,2, ...
..., m, h & h* liegen, bezeichnen wir mit R”. Fiir den gegebenen Wert von i schneidet
die zu den Gleichungen w, = 0 (r =1,2,..,0i—1,i+1,..., m) gehorende Tan-
gente der Mannigfaltigkeit V' den Raum R’ im Punkte

(46) S, = (A, A) + (A4, 4); k=1,2,...,m, k=+i
i i k k

(man summiert nach k + i). Fiir die festen Werte von h, h* fiihren wir im Raume
P} 2m~1)~y die folgende Bezeichnung ein:

((Am ‘Zh‘)’ (Ah" Zh)) = DPs -
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Der Punkt S; liegt nach (46) im Raum P),_, der durch die Punkte:

m—2
I(AG ALY + TV(An AN 70N, A + T4, A,
KA A) 4 (A Ay ). o A (A A + T4 A,)

bestimmt ist. Dieser Raum schneidet alle Geraden p,; (bei dem gegebenen Werte
voniistk =1,2,..,m,k =+ i).

Betrachten wir zwei Mannigfaltigkeiten V7, i soll die Werte p, g einnehmen. Zu
ihnen gehoren fiir jeden festen Werten von uy, u,, ..., u,, aus 4 die Punkte S,, S;;
beide entsprechenden Riaume P?,_, schneiden die Gerade p,,; der erste Raum im
Punkte

/1;’,’7(‘4‘1’ ZF) + IZP(AI” Z@) >
der zweite im Punkte
;LZ‘I(AI” Z'I) + )_'Zq(Aq’ 21’) :

Beide Punkte fallen nur dann zusammen, wenn die Gleichung (45) gilt.
Wenn m = 3 und die Gleichungen
PR HIE 0, AR - RBUR =0, 34 - 1P =0

gelten, dann liegen die Punkte S, S,, S5 in einer Ebene, die die Geraden p;,, py3, P23
schneidet.

Im Falle m = 2 liegen die Punkte S,, S, auf der entsprechenden Geraden p;,.
Wenn die Gleichung (31) gilt, dann fallen beide Punkte zusammen.

g) Im Folgenden setzen wir m > 2 voraus. Das Paar P sei wieder durch die
Mannigfaltigkeiten (A4,), (4,), ..., (4,); (41), (4,), ..., (4,,) bestimmt, die infinitesi-
male Verrickung des entsprechenden Koordinatensystems sei durch die Gleichungen
(20), (20a) gegeben. Wir untersuchen jetzt die Fragen der Existenz und Allgemeinheit
eines solchen Paares.

Die Koeffizienten in den Gleichungen (20) erfiillen die Bedingungen (20a), (40).
(Siehe auch (1).) Im Abschnitt e) haben wir die &:Beren Ableitungen der Gleichun-
gen (40) gebildet. Aus den Gleichungen (4la)miti = 1,s=1,2,...,m, s & «, kann
man Dw,, Dws, ... Dw,, berechnen. Daraus folgt:

(47) Do; =[Q}. 0] + [Q], w;] + ... + [Q], 0,],
I = %_1(_1)j |"'d(P‘1‘2 + (), (Pclza qDLl‘sa L) (ptl‘(j'])’ (pcl(j+1)’ ey (Piml >
7= (=1 [=dof + (), 0% 0 . 08T, Ut L o8],

RR
[

o = (= 1) |=doi™ + (), 02 05 o 95070, g0, L o]

j=23..,m, c*a.
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Die Formen —dgf® + (.), —de$® + (.),.... —de{" + (.) betrachten wir als un-
abhingige GroBen. Betrachten wir nun die (m —~ 1) Formen le- (=23 ..m).
Setzen wir voraus, daBl solche Werte von u, u,, ..., u,, aus 4 existieren, daf3

(49) W0 =0

gilt. »/ sind nicht alle Null gleich. Die linke Seite der Gleichung (49) kann man in
der Form einer Determinante schreiben:

—doi® + () e’ e’ oe"
2m |
—dwfz +() e e ..o} |
d ((x 1)2 () (zz 1)2 (d 13 (p(z—l)m‘
50 ! |=0.
( ) d (a+1)2 +() (a+l)2 (a+l)3 qD([a+1)mi
. |
—d<pT2 +() e e et
0 »? %> co X 1

Die ersten (m — 1) Zeilen dieser Determinante sind nach (42) linear unabhingig.
Aus der ersten Spalte folgt, daB die GroBen —de!? + (.), —dei* + (), ...,
—deT ™% 4+ (1), =de¥* % + (1), ..., —de]? + (.) abhangig sind, das ist nach
den Voraussetzungen unméglich. Die Relation (49) gilt also nicht. Das gleiche Ergeb-
nis bekommt man immer fiir die (m — 1) Formen Q}, bzw. @7, ..., bzw. Q}. Unter
der Voraussetzung, daB —do{® + (.), —deP® + (.), ..., —do{" + (.) die Menge
von (m — 1)? unabhingigen GréBen bildet, bidlet auch @2, @7, ..., @7, j = 2,3, ...

., m, eine Menge von (m — 1)2 unabhéangigen Grofen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit {} die Pfaffschen Formen, die lineare Kombi-
nationen von @y, @, ..., Wy, @y, @y, «..r By, @3, Q3 .., Q' (j = 2,3, ..., m) sind.

In der Gleichung (41a) setzen wir i = 1, s = a voraus. In diese Gleichung setzen
wir nach (47) ein. Dann bekommen wir:

(51) [—doT + { .}, @,] + [—do? + {.}. o5] + --.
A+ [=deT + {.}, 0,] =0.

In die Gleichung (41b) setzen wir dann fortschreitend i = 1, s = 1,2, ..., m ein.
Nach (47) bekommen wir dann:

(52) [—dv?® + {}oo] + [=dy? + {}hos] + -
A+ Ay + {.} wa] = 0.
Das ist m Gleichungen fiir s = 1,2, ..., m.
Betrachten wir nun die Mannigfaltigkeit (4,). Nach der Voraussetzung ist die
Dimension des Beriihrraumes der Mannigfaltigkeit I im Punkte 4, gleich 2m — 2).

Es existiert eine feste Zahl y aus der Gesamtheit 1,2, ..., m, so daB der erwidhnte
Raum nicht durch den entsprechenden Punkt A, geht. Fiir die betrachteten Werte
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der Parameter u,, u,, ..., u,, gilt dann:

11 13 14 1

(23 () (P a0
21 23 24 2

®3 ®3 ®3 ;"

‘-1 (-1)3 —1)4 y—1

(53) ‘ ‘P(z (P(Z, ) (p(zv ) L (P(Zi ym +0.

D1 (3+1)3 +1)4 (y+1

@D @UTDR QT DE gt m

A SO

Betrachten wir nun die Groflen

G-D1 (y+1)1

TR} L A R

Mindestens eine von ihnen ist nach (53) von Null verschieden. Wir werden voraus-
setzen, daB @4' # 0 (B =+ y) gilt. Im Punkte 4, untersuchen wir den linearen Raum,
der durch den zugehorigen Raum P,,_; und durch alle Tangenten von ¥ mit w; =
= w4 = ... = 0, = 0gegeben ist.

Dieser Raum schneidet bei der Giiltigkeit von @5' = 0 und genau dann den zuge-
horigen Raum P,_; im Punkte, der nicht im Raume (4,, A, ..., Ag_q, Apsy, --.

ooy A liegt.

Wenn nun (53) und ¢5' = 0 (B = y) fiir alle Werte (u, U, ooy u,) < 4 gilt, dann
bezeichnen wir das Gebiet A, mit 4,,. Weiter werden wir voraussetzen, daB die
Parameter u, u,, ..., u,, alle Werte aus dem Gebiet 4,, annehmen.

In die Gleichung (41a) setzen wir i = 2, s = f8 ein. Wir bekommen dann:

(54) [—des" + (L), o] + [—des® + (1), 03] + [—deb* + (), 4] + ..
+ [—de8™ + (.). 0.] = ¢5' Do, + ¢5’ Do, + ¢5* Do, + ... + 4" Do,

Aus der Gleichung (54) folgt mit Hilfe von (47):

(55) Do, =[05" o] + [R, 0] + [TP, 3] + [T8*, 04] + ... + [T, @,] -

In der Gleichung (55) haben wir die folgende Bezeichnung verwendet:

1
(56) 0 = —; {—dob' + ()},
P2
T = (—dgh® — 0] — B0} — .. — ") + ()} =,
q
TH = (—dht — B0t — B0} — ... — B0k + ()]} 3
: (]
) m m ud u m m 1
Tzﬁ = {—dQ’Z - (Pg39 - ‘."24Q — = 0y + ()}m s
m 1 ’
R={-050 — o5*0; — ... — 04"}, ik
2
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Im Folgenden bezeichnen wir mit {(.)} die Pfaffschen Formen, die die linearen Kom-
binationen der Formen wj, o3, ..., wp, @}, @3, ..., @, @3, Q3, .., Q7. (j = 2.3, ...,
c,m), Q81, TSP, TE4, ..., TP sind.
Setzen wir e =1,2,...,m, e + B, voraus. In die Gleichung (41a) setzen wir
i = 2,s = eein. Dann bekommen wir
(57) [—des + () o] + [=de$® + (), 03] + [—des* + (1), wa] + ...
+ [=do5" + (.), o) = 05 Do, + 905 Do + ¢%* Doy + ... + ¢5" Do, .

Aus der Gleichung (57) folgt nach (47), (55):

(58)  [—dos' + {(Oh o] + [—05'R — 0$QF — 05*Q% — ... — ¢5"Qh, w,] +
+ [=dog’ + {()} @3] + [—dos* + {()}, wa] + ...
o H [—do + (D w,] = 0.

Untersuchen wir nun fiir e = 1,2, ..., m, e % B, folgende Formen (siche (58)):

e

Fe = —93'R — 9505 — 05'Q% — ... — 93"Q;,.
Nach den Gleichungen (56) folgt:

@5 F = Q3(05' 05 — 0570h") +
+ Q405 05" — 05*0h") + ... + Qn(05 08" — 95" 0h) .
Die (m — 1) Formen F° sind lineare Kombinationen von (m — 2) Formen
Q3, Q% ..., Q% Von den (m — 1) Formen F¢ wihlen wir (m — 2) Formen aus.
F? sei die weggelassene Form. Betrachten wir die Determinante von den Koeffizien-
ten solcher Formen bei den GroBen Q2, Q2. ..., Q2. ¢ soll alle Werte i = 1,2, ..., m

auBler B,y durchlaufen. Die angefiihrte Determinante kann man folgenderweise
aufschreiben:

] T T T. T T m m
G= (05'05° — 05 05", 03 05" — 95 08", 0308 — 93 0h", 03 9" — 0T el) .
2

Nach langerer Berechnung folgt daraus:

(9) G =g (Z02) {wz‘ 0% 05 oF .. o¥ }
@5’ b o bt o L. b

e=1 fir m=2,4,6,..., ¢=—1 fir m=1,3,5,...

In der Klammer { } auf der rechten Seite ist diec Determinante (m — 1)-ter Ordnung;
ihre ersten (m — 2) Zeilen bekommen wir so, daf3 wir fiir T verschiedene Werte 1, 2, ...
.., m, T % B, T % y, legen. Aus der Gleichung (53) folgt, daB diese Determinante von
Null verschieden ist. Es existieren (m — 2) Formen F°, die linear unabhéngige
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Kombinationen der (m — 2) Formen Q3, Q3, ..., Q2 sind. Das ist fiir die weiteren
Berechnungen wichtig.
In die Gleichung (4lb) setzen wir i = 2 und fortschreitend s = 1,2, ..., m ein.
Wir bekommen dann:
[—dvs' + () o] + [=dys + () o] + [=dys* + (). o] + -
o+ [=dy + (L), 0] = Y3 Doy + ¥§ Doy + ... + ¥ Do, .
In diesen Gleichungen setzen wir nach (47), (55) ein. Wir bekommen dann:
(60)  [—dys' + {()} o] + [—Us'R — y$Q] — ¥5'Ql — ... — Y30l o] +
+ [=dys + {()) os] + [—dyst + {(.)}.w4] + ..
A [+ {())h w.] =0.

Fiir R muB man noch nach (56) einsetzen. Bei den verschiedenen Wahlen von s

haben wir m Gleichungen (60).
In die Gleichung (41a) setzen wir i = v; v ist irgendeine der Zahlen 3,4, ..., m und s
ist irgendeine der Zahlen 1, 2, ..., m. Dann bekommen wir:

(61) [—dei' + () o] +[=del® + () o] + .o+ [=det™ ™" + () o, (] +
+ [=ded" "+ () oy ] + [—del P + (L) oy42] +
o+ [—de) + (), 0,] =
= ¢3! Do, + 0> Do, + ¢ Doy + ... + ¢ VDo, _, +
+ ¢"*V Doy + ... + ¢V Do, .

Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55), (56) folgt daraus:

(€) [-de + {(O}h o+ [—de? + {()} @] + ...

A [T+ {(Ob o ] + [US o] +

+[ do " + {()} oy ] + oo+ [=de + {(D} 0m] =0,
(622) U3 = —' TS — 9’05 — <pv39” R I R AP
_ (pSmQV )

Die Relation (62a) kann man noch vereinfachen:
(63) U= {co '(deh” + 02D + Qy(—00h") + 230l 0h’ — #Peh') +
Y
- QU0 — ool + . @0V — Vg +
+ Qi@ 5T — TV L+ (03 b — oeh )} . 2
Setzen wir voraus, daf} v fest ist und s alle Werte 1, 2, ..., m durchlduft. Dann sind
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die m Formen U lineare Kombinationen von (m — 1) linear unabhéngigen Formen
(64) (dob" + o5 Q)), @5, Q% .., QU1 Dy Oy
Die Dimension des Berithrraumes der Mannigfaltigkeit V im Punkte A, ist gleich
(2m — 2). Es existiert eine feste Zahl 9,, so daB der angefiihrte Raum nicht durch
den zugehdrigen Punkt A, geht. Wenn diese Bedingung fiir alle Werte von uy, u,, ...
u,, aus dem Gebiet 4,, und fiir alle Werte von v =3, 4, ..., m gilt, dann bezeich-
nen wir A4,, mit 4,,5. Im Folgenden werden wir voraussetzen, da3 die Parameter
Uy, Us, ..., U, alle Werte aus dem Gebiet 4,,4 annehmen. Fiir jeden Wert von v =
= 3,4, ..., m gilt dann:

o(v—1)

(65) (02!, 02, 02, ..., @271, @D et + 0,
o=12,...m, 9=*39,.

Untersuchen wir nach (63) die Formen U¢ (v ist fest). Fiir die Determinante aus den
Koeffizienten der Formen (64) im Ausdruck (63) gilt nach (65):

H=(—¢5")"? Zp’“ (@2', @&, .., @8, D ) £ 0.

Von den m Formen Uj bei dem festen Wert von v sind die (m — 1) Formen U?
unabhingige Kombinationen von den (m — 1) Formen (64). Der gleiche Satz gilt
fir alle Werte von v = 3,4, ..., m.

In die Gleichung (41b) setzen wir i =v, v =3,4,...,m, s = 1,2,..., m, ein.
Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55), (56) bekommen wir dann:

(66)  [=dyd' + {()} o] + [=dvd® + {()} @] + ...
e [=dt D (D)) o] + [U‘ o] +
+ [—dnpi‘“*” +{( o]+ [ @

U, = (p,,, {W1(deh + 05" Q) + (= b'W7) + AU 02 — Yiled') + ...
+ Q;’ l(ws‘ B(v—1) !/Is(v 1) Bl) + Q +1(l//sl B(v+1) _ l//f,(v+1)(Pg]) + .
L+ Q:;,(l/l“ pm wsym 21)} i
U, sind die Pfaffschen Formen, die nur lineare Kombinationen der Formen (64)

sind. Das System (66) enthilt m(m — 2) Gleichungen.

Betrachten wir noch das System (20a) Durch die duBere Differentiation der Glei-
chungen des Systemes bekommen wir:

(67)  [—di" + () o]+ [=d2? + () o] + .o+ [—dA" + (1), 0] =
= &' Do, + 2’ Do, + ... + 23" Dw,,,
[—dZ" + () o] + [dZ" + (). wx] + o+ [=dI" + (), 0] =
= I' Do, + £’ Dw, + ... + " Do

m *
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Nach Einsetzen von (47), (55) in die Gleichungen (67) folgt:
(68) [—dx' +{()h o+
+ [=d2 + {(O) 0] + o+ [=dB" + {()} 0a] = 0,
[—aZ' + {()}, o] +
+ [-d2? + () oo] + oo + [=d" + {()), @] = 0.
Das System (68) enthilt 2m(m — 1) Gleichungen.

Zum Finden der Allgemeinheit des Paares P der erwahnten Mannigfaltigkeiten V,
V muB man die Gleichungen (40), (20a) betrachten. Durch ihre duBere Differentiation
bekommt man die Gleichungen (51), (52), (58), (60), (62), (66), (68). Im ganzen haben
wir (4m* — 3m) duBere quadratische Gleichungen. Die bilden das System S. Das
charakteristische System enthilt auBer den Formen o,, @,, ..., ®,, (40), (20a), die
folgenden (4m* — 4m*> — m) Formen:

(692) —doP* + {.}, —do? + {.},... —do{" +

(69b)  —dy? + {.}, —dyP + {), .., =AY +

(69c) —dos’ + {(1)}, —do%’ + {(.)}, —de5’
e=1,2,...m, e£[i;

(694) Q3,03 ..., Q%;

(6%) —dyy + {()} —dysy + {()}, —dys + (D)) —dyd + {(L)}
s=1,2,...,m;
(69f)  —det + {()} —deP + {()} - —d@ T+ {()}, —de T+ {(O) s
doi" + {()}, s=12,...m, v=3,4,..,m;
(69g)  dof + @5, Q5 %, ., QR v=34, . m;
(69h)  —dyit + {()} —dvd + {()h o —dTP + {()}
—dytD (O s =+ (D)), s=1L2,..,m, v=3,4,...m
(691)  —dA" + {()} —da? + {()} - ="+ {()} s
Lhs=12,...m, i%*s;
(69)) —dZt + {()} —dI? + {()}s o0 —dZ" + {()},

ihs=1,2,....m, i%£s.

k)

}s
b,os ..M
()} » —do3" +{( );,

{
1
{
I
+{

Das allgemeinste Integralelement E,, hingt von N = im?*(4m*> — m — 5) Para-
metern ab. Durch die algebraische Differentiation jeder Gleichung des angefiihrten
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Systemes bekommt man wenigstens (m — 1) Pfaffschen Formen, die keine andere
Gleichung desselben Systemes enthalt.

Betrachten wir nun die Schichte der Integralelemente des gegebenen Systems.
Wihlen wir folgende Werte der Hauptparameter:

S S s .
W, = Uy, 0, = U3, .., 0, =U

m

u}

+0; i,s=12,....,m.

Das Integralelement E, ist ganz beliebig. Fiir das Integralelement E, bekommt man
die Bedingungen aus den Gleichungen des Systemes S. Ma kann (4m2 — 3m)
Pfaffschen Formen so wihlen, daf} jede von ihnen gerade eine Gleichung des Systems
enthilt. Die entsprechende Determinante von den Koeffizienten des zu S geh6renden
Polarsystems ist dem Produkt der GroBen u?, u3, ..., u2 gleich. Im Allgemeinen ist
dieses Produkt von Null verschieden. Im Folgenden betrachten wir das Integralele-
ment E;. In jeder der Gleichungen des Systemes S kann man 2 Formen so wihlen,
daB sie die anderen Gleichungen nicht enthalten. In das zum System S gehdrende
Polarsystem setzen wir
ulud,oouls udud, . ud

ein. Die Determinante von den Koeffizienten bei den angefiihrten Formen in diesen
Gleichungen gleicht dem Produkt der GroBen

2 2 2 3 3 3
ULy Uy ey Upyy UTy Usy ooy Uy

Im Allgemeinen ist dieses Produkt von Null verschieden. Fiir die Charakteren des
Systemes S gilt:

sy =4m? —3m, s, + 5, = 2(4m* — 3m) =5, = 4m* — 3Im =5, .
Ahnlich bekommt man
S3 =84 = ... = Sp_; = 4m* — 3m,
S = 4m> — 4m* — m -~ (m — 1) (4m*> — 3m) = 3m* — 4m .
Weiter gilt:
sp + 28, + oo+ (m = 1) s,y + ms,, = im*(@dm* — m — 5) = N..

Das System ist in der Involution und die Losung hangt von den (31112 — 4m) Funk-
tionen von m Veranderlichen ab.

Im Folgenden setzen wir voraus, daB fiir die bestimmten Werte p, 4, p + ¢, die
Gleichung (45) gilt. Durch die Differentiation dieses Verhiltnises bekommen wir
leicht:

(70) J9P APy gPe gz — JOP QI — TP dTE = 0

In die Gleichungen (68) setzen wir fortschreitend i = p, s = q; i = 4, s = p ein.
Weiter bestimmmen wir die diese Gleichungen enthaltenden Formen:

() =z + (O} —d2gt+ ()} —d2 + {()) —d2r + {0
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Man muB noch die mit {(.)} bezeichneten Ausdriicke berechnen. Durch die duBere
Differentiation der Form

wz=lqphw,,+}_‘:,"wp; h=1,2,...m, h=#p,

bekommt man mit Hilfe der Strukturgleichungen des projektiven Raumes folgende
Relation:

[2%(wh — o), w,] = [d2%P, w,] + )ﬁp' Dw, + )f!’,j Do; +[...], j=23,..,m.

Mit [ . ] haben wir solche quadratische duBere Formen bezeichnet, die auf zweiter
Stelle die Formen w, (h # p) enthalten.

Setzen wir zuerst p + 1,2, g # 1, 2 voraus. Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55)
bekommen wir dann leicht die erste der Formen (71). Ahnlich kann man die iibrigen
Formen (71) finden. Im Folgenden bezeichnen wir diese Formen fortschreitend
mit f7, f7, f3, fF. Es gilt:

(2) fi = —digp — AT — 00 P~ of),
[ = A = 2T = AP+ Ao — o)),
Ji = —dly — BTy — 2905 + 1@, - @) ,
Jo= —dIp = 2T - 20 + Tah — @f)

Wenn wir mit Hilfe der Gleichungen (72) fiir dA%7, dA2, d7%", d7 in die Gleichung
(70) einsetzen, dann bekommen wir mit Beniitzung von (45), (56) folgende Relation:

(73) APAfa 4 24rfr — JRfE — Z4fP = 0 [mod. Q7 fiir j # p,
mod. Q4 fiir j % g, mod. (d@3” + @57QF), mod. (de5? + @5°Q%)] .
Betrachten wir nun den Fall p = 1, g = 2. Dann folgt:
AT+ A = I = 1Y =0 [mod. @F fir j + 2].
Weiter untersuchen wir den Fall p = 1, g > 2 (g ist fest). Dann bekommen wir:
YT+ 28 — Lt — 19, =0 [mod. (de4* + ¢5'Q%), mod. Q% fiir j # q].
Endlich betrachten wir den Fall p = 2, g > 2 (q ist fest). Es folgt:

W3+ AT — T -

Il

0 [mod. (dp8" + ¢57Q%), mod. @4 fiir j + q].

Ahnlich kann man die Filleg = 1, p=2; g =1, p > 2; ¢ = 2, p > 2 betrachten.

Bei der Giiltigkeit von (45) enthilt in allen Fallen das zu den Gleichungen (51),
(52), (58), (60), (62), (66), (68) assoziierte System (4m* — 3m) Gleichungen und
g =4m® — 4m*> — m — 1 unabhingige Formen. Diese Formen kann man mit
Hilfe des Cartanschen Lemma mittels N = im*(4m*> — m — 5) — m Parameter
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berechnen. Die Matrix der Koeffizienten des zum System S geho6rigen Polarsystems
hat im Allgemeinen den Rang (4m® — 3m). Jede der Formen (69i), (69j) ist gerade in
einer Gleichung (68) enthalten. Es gilt:

S, =8, =...=5,_, =4m* —3m, s, =3m*—4dm — 1.

Flir die Cartansche Zahl bekommen wir
Sg + 25 4+ oo+ (m = 1) s,y + ms,, = Im*(4m*> — m — 5) — m.

Das System ist in der Involution, die Lésung hingt von den 3m? — 4m — 1 Funk-
tionen von m Veranderlichen ab.

Im Abschnitt g) haben wir m > 2 vorausgesetzt. Durch die leichte Berechnung
kann man finden, daB} die angefiihrten Satze iiber die Allgemeinheit der Lésung auch
fir m = 2 gelten. Die Gleichungen (62), (66) haben in diesem Falle keinen Sinn.
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