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Czechoslovak Mathematical Jornal, 22 (1972), Praha 

ÜBER EINIGE MANNIGFALTIGKEITEN MIT LINEAREN 
ERZEUGENDEN 

JOSEF YALA, Brno 

(Eingegangen am 31. Januar 1971) 

Die Fragen der Deformation des Kongruenzenpaares wurden besonders im Buche 
[3] behandelt. In der Abhandlung [4] betrachtet man die geometrischen Eigen
schaften eines solchen Paares in dem einzigen projektiven dreidimensionalen Räume. 
In den letzten Jahren untersucht man im Räume ungerader Dimension die soge
nannten Pseudokongruenzen [2]. In dieser Abhandlung verallgemeinert man die 
Ergebnisse von [4] für die Paare der torsalen Pseudokongruenzen. 

a) Im (2m — l)-dimensionalen projektiven Räume Pzm-i {^"^ = 2) betrachten wir 
das Paar P der Mannigfaltigkeiten V, F. Die Mannigfaltigkeit V ist durch die m-
parametrige (hinreichend glatte) Gesamtheit der (m — l)-dimensionalen linearen 
Räume Р„^_ j gebildet. Ähnlich besteht Faus der m-parametrigen (hinreichend glatten) 
Gesamtheit der (m ~ 1 )-dimensionaien linearen Räume P^-i- u^^Uy, ..., w^ seien 
die Hauptparameter, die die Lage der Erzeugenden P,„_i,P„^_i auf der entspre
chenden Mannigfaltigkeit F, bzw. F bestimmen. Diese Parameter sollen alle Werte 
aus dem Gebiet Л einnehmen. Das Paar P besitze die Korrespondenz С : V{P„,^^ -> 
-^F(P,„_i) , wobei die zueinander zugeordneten Erzeugenden P„,_i, P^_i stets 
denselben m Zahlen w ,̂ Uj. •.., w,„ aus Л entsprechen. Für alle Werte (w ,̂ H2, ..., w,„) e 
eA sollen die sich entsprechenden Erzeugenden P„,_i ,P^_i keinen gemeinsamen 
Punkt haben. 

Im Räume P2W-1 betrachten wir ein bewegliches Koordinatensystem mit den 
Eckpunkten A^, Aj, ..., ^„„ Я^, ^2, ..., Ä^. Für jede gegebenen Werte der Haupt
parameter aus dem Gebiet А sollen die Punkte A^, A2, ..., ^;„ unabhängig sein und 
sollen zum Räume P„,-i gehören. Ähnlich sind die Punkte Л^, Л2, ..., ^ ^ f̂̂ "̂ ^̂ ^̂  
angeführten Werte der Hauptparanieter unabhängig und liegen in den zugehörigen 
Räumen P,„_i. Für die infinitesimale Bewegung des Bezugssystems gilt dann: 

(1) âAi - ofiA, + оЪ]А,, d^,. = êolA, + öfiÄ,, •' 

i — 1, 2, ..., m , s = 1, 2, ..., m . 
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Nach den Strukturgleichungen des projektiven {2m - l)-dimensionalen Raumes 
folgt daraus: 

(2) Dcü] = [wl OJI] + [d>^ èl] , Dà>̂  = [ш^, œl] + [со], wl] , 

Вёз] = [SJ% œl] 4- [côî, е Я , Dœ] - [Й^, d>̂ ] + [ ö ^ шД . 

Die Formen coj, cö̂  sind die Hauptformen. 
Der Berührraum т^ der Mannigfaltigkeit У im Punkte 

M = x'Ai 

ist der lineare Raum der niedrigsten Dimension, der die Punkte A^, Ajy ..., A^^, dM 
enthält. Nach den Gleichungen (l) folgt leicht: 

(3) dM = dxU. + X'CD]A, + x^üj^Ä, . 

Unter der Bezeichnung 

ofi = af du,^ ; /, s, /< = 1, 2, ..., m ; 

ist der Raum TĴ ^ durch die Punkte 

^ 1 , Л „ . . . , Л , „ , x'af^,, x^afÄ,^...^x'arÄ, 

bestimmt. Es gilt: 

Im allgemeinen Fall fällt der Raum TJ^ mit Pzm-1 zusammen. In dem anderen Falle 
ist M der Brennpunkt der Erzeugenden P,„_i der Mannigfaltigkeit V. Es gilt dann: 

(4) \x'af,x'af,...,x'aT\ =0. 

(Die Zeilen der Determinante auf der linken Seite sind mit den Werten s = 1, 2, ..., m 
bestimmt.) 

Wenn wir die Gesamtheit von m festen Zahlen Wj, и2, ..., w,„ aus А und ;cj, Х2, . . . 
..., x^ als Veränderlichen betrachten, dann bilden die Brennpunkte des zugeordneten 
Raumes P„j_i die Punktmannigfaltigkeit F^„i. Diese Mannigfaltigkeit ist algebraisch 
ш-ter Ordnung. Wenn wir alle diese Mannigfaltigkeiten für (u^^, U2, -.., u^) с А 
untersuchen, dann bilden sie die Mannigfaltigkeit F̂ ,. 

Ähnliche Beziehungen gelten auch für die Mannigfaltigkeit F. Die zugeordneten 
Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir wie im vorangehenden Falle, man muß aber 
noch das Zeichnen — zufügen. 

b) Im Räume P2,„-i betrachten wir 2m Punktmannigfaltigkeiten (Л^), (Л2), ... 
..., (A^), (Л^), (Z2), ..., (Л„), die von den Hauptparametern Wj, U2, • •., t/^ abhängig 
sind. Wir werden voraussetzen, daß für jede m Zahlen (wj, 1/2, ..., w,„) *= ̂  <̂ î  sich 
zugeordneten Punkte dieser Mannigfaltigkeiten linear unabhängig sind. Die Scheitel 
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des beweglichen Koordinatensystems wählen wir in den sich entsprechenden Punkten 
dieser Mannigfaltigkeiten. Wir wählen die gleiche Bezeichnung wie im Abschnitt a). 
Ebenso gelten die Gleichungen (1), (2). Wir haben dann folgende Hauptformen: 
со], aj% für /, s = 1, 2, ..., m; œ], œ] für solche Werte von i, s = 1, 2, ..., m, für 
welche / ф s gilt. 

Die durch die einander entsprechenden Punkte A^, Aj, .•-, A^ bestimmten Räume 
bezeichnen wir mit P,„_i, ähnlich kann man die Räume P^n-i definieren. Wie im 
Abschnitt a) kann man die Mannigfaltigkeiten V, F bestimmen. Wir werden voraus
setzen, daß für alle Gesamtheiten von m Zahlen von (w ,̂ и2, ..., i/„,) ^ ^ die Dimen
sion der Berührräume der Mannigfaltigkeiten (A^), {A2), ..., (A^), (A^), (^2), ... 
..., (Л„) gleich m ist. Weiter soll (A,), (Л^), ..., (A^) cz F„ (Л^), (Л^), . . . , { I J c= V, 
gelten. 

Für einen beliebigen Wert von i = 1, 2, ..., m ist der Berührraum der Mannig
faltigkeit F im Punkte Л ̂  durch die Punkte 

bestimmt; nach (4) sind die Formen 

(5) d)J,à>f, ..„шГ 

linear abhängig. Im folgenden werden wir voraussetzen, daß für alle Werte von i = 
= 1,2,..., m und für alle Gesamtheiten von (м^, ^2, ..., м^) ^ ^ ^^^ Berührräume т^. 
die Dimension (2m — 2) haben. Man kann für jeden Wert von i gerade (m — 1) 
unabhängige Formen 

so wählen, daß die Formen (5) ihre linearen Kombinationen sind. 

Der Berührraum der Mannigfaltigkeit (A^ а V^ im Punkte A^ schneidet den zu
gehörigen Raum P^_i in der Geraden t^. Diese Gerade nennt man die Torsalgerade 
der Mannigfaltigkeit {A^ im Punkte Ai. Für die Torsalrichtungen haben wir folgen
de Gleichungen: 

(6) yi = o,7? = o, . . . , У Г ' = О. 

Betrachten wir den zum Punkte Ai gehörigen Berührraum der Mannigfaltigkeit (A^, 
Jede im System (6) angeführte Gleichung bestimmt in diesem Raum den Unterraum 
von der Dimension (m — 1). Dieser Unterraum enthält die Gerade ti. Der beliebige 
durch die Gerade ti gehende Berührunterraum von der Dimension (m — 1) kann 
durch die lineare Kombination der Gleichungen (6) bestimmt werden. Diese Berühr
unterräume bezeichnen wir als Torsalunterräume der Mannigfaltigkeit (Af) im 
Punkte Ai. . , 

Auf jeder der Mannigfaltigkeiten (Л^), (Л 2), ..., (Л^) ist durch jede, Angabe von m 
Werten Mj, W2, ..-, "ш ^^^ ^ immer ein Punkt gegeben. Dadurch entsteht die Kor-
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respondenz В der Mannigfaltigkeiten (Л^), (^з), ..., (^„,). Q sei die Pfaffsche Form in 
den Differentialen dt/^, dw2, ...,di/,„. Betrachten wir die Gesamtheit von m festen 
Werten (w|, W2, ..., w,J c: zl und die Relation 

(7) ß = 0 . 

Dadurch ist in jedem der sich zugeordneten Punkten A^, A2, ..., A^ ein (m — 1)-
dimensionaler Berührunterraum der Mannigfaltigkeit (^1), bzw. {A2), ..., bzw. (A^) 
gegeben. Wenn i irgend ein Wert von 1, 2, .,., m ist und durch (7) im Punkte A^ der 
Torsalunterraum bestimmt ist und wenn diese Beziehung für alle Werte von w ,̂ 1/2, . . . 
..., w„, aus dem Gebiet A gilt, dann folgt nach (6): 

(8) Q = qh] +qh- +-- + Я7'^У7-'. 

q\, q], ..., ^7"^ sind die Funktionen, die allgemein von den Hauptparametern und 
von den sekundären Parametern abhängen. 

Die Korrespondenz В nennt man für die gegebenen Werte Wj, 1/2, •••, u^ aus А 
singular, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 1. Durch die 
einzige Gleichung (7) sind in allen zugeordneten Punkten A^, Л2, .•-, A^ die Torsal-
unterräume gegeben. 2. Es existieren zwei unabhängige Gleichungen (7) und die Zahl i 
(aus der Gesamtheit 1, 2, ..., m) so, daß durch jede dieser Gleichungen in den zuge
hörigen Punkten v^i, Л2, ..., ^ i - i , ^ , + 1, -", A^ die Torsalunterräume gegeben sind. 

Wir werden jetzt die vorangehenden Ergebnisse für den Fall m = 2 benützen. In 
diesem Falle sind (^1), (^2) ^i^ Brennflächen der Geradenkongruenz V. Die Geraden 
^лр ^Аг fallei^ ri'̂ it der zugehörigen Erzeugenden der Kongruenz F zusammen. Wenn В 
singular ist, dann sind alle Formen é% Ï, s = 1, 2, die Kombinationen der einzigen 
Form. Diese Form bezeichnen wir mit со. 

Für die Kleinschen Bilder der Erzeugenden (Л^, Л2) der Mannigfaltigkeit F gilt 
dann : 

(9) d{A,, Л2) - {(D\ + col) {Ai. A2) + соГ ; 

Г ist die Kombination der K-Punkte (Л1, Л1), (^1, Л2), (v42, Я^̂ ), (Л2, Я2). Nach 
(9) ist das Kleinsche Bild der Mannigfaltigkeit V im allgemeinen eine Kurve, die 
Kongruenz zerfällt in eine Regelfläche. 

c) Im folgenden werden wir wieder m ^ 2 voraussetzen. Die Mannigfaltigkeiten 
(^i), (Л2), ..., (Л„,), F sollen dieselbe Voraussetzungen wie (Л^), (У42), ..., (^^), F 
erfüllen. Für die Mannigfaltigkeit F kann man die gleichen Betrachtungen wie für V 
durchführen. Die zugeordneten Bezeichnungen muß man aber noch mit — ergänzen, 

Satz 1. Wenn keine der Korrespondenzen B, В für keine Werte i/j, W25 •••? ̂ m 
aus А singular ist, dann kann man die infinitesimale Bewegung des Bezugssystems 
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durch die Gleichungen 

(10a) öAi - œ]A, + (pfœ'Â,, 

(10b) dAi = ФТо5гА + öJ]A,, 
/, s = 1, 2, ..., m , г = 1, 2, ..., (г "- 1), (i 4- 1), ..., m , 

ausdrücken, ш^, 0)2, ...5 со^ sfn̂ ^ (iie linear unabhängigen Pfajfschen Hauptformen. 
Dasselbe gilt für die Formen cöj, CÖ2, •.., cö^; (рТ^ФТ ^^^^ ^^^ Funktionen der 
Hauptparameter und im allgemeinen auch der sekundären Parameter. 

Die Behauptung beweisen wir für die Verhältnisse (lOa), für (lOb) ist der Beweis 
analogisch. Zuerst werden wir m > 2 voraussetzen. Wir suchen die Hauptformen 
(Ol, CO2, ..., û>m so, daß für jeden Wert von i = 1, 2, ..., m das folgende System der 
Gleichungen gilt: 

(11) CO, -РГУ1+Р^'7^ + ... + Р^"-'''УГ'\ 

C02 =p]'yl + pf'yf + ... + i^r'''yr'\ 

ш,„ =Р1-У] + РГУ1 + .: + РГ"'"'/Г''. 

* Das zum bestimmten Wert von i angehörige System ( l l ) bezeichnen wir mit Ri, 
alle Systeme Ri bilden das System R. Die Form cô  befindet sich in den (m — 1) 
Gleichungen des Systèmes R {i ^ 1). 

Betrachten wir nun den (m ~ 1) dimensionalen linearen Raum Я„,_ ^ und in diesem 
Raum das Bezugssystem von m festen unabhängigen Eckpunkten E^, E2, ..., E^. 
A sei die Abbildung: dui -^ E^, du2 -> E2. ..., dw,„ -^ E^. Setzen wir voraus, daß 
jeder der Hauptparameter und der sekundären Parameter einen bestimmten Wert 
einnimmt. Bei dem festen Wert von /* (i Ф 1) bilden dann die linearen Kombinationen 
der Bilder von Formen y], 7?, ..., y'f"^ den linearen (m — 2) dimensionalen Raum 
Я^_2. Unter Voraussetzung von allen Werten von i Ф 1 haben die zugeordneten 
Räume Я^_2 im Allgemeinen einen Punkt gemein. Zu diesem Punkt gehört dann 
eine Hauptform (mit konstanten Koeffizienten). Wenn wir aber bei einer Wahl der 
Parameter die zugehörigen Räume mindestens eine gemeinsame Gerade haben, dann 
existieren zwei unabhängige Hauptformen, die in den zugehörigen Punkten А2, A3,... 
.,., A^ die Torsalunterräume bestimmen. Diesen Fall müssen wir nach der Voraus
setzung des Satzes ausschliessen. Aus folgenden Gleichungen (sie gelten für alle Werte 
von dui, du2, ..., dii^): 

(12) PIY, + pVyl + ... + p^-'^Vr'' = PIYS + р\Уг + -
... + РГ'^ЧГ'' = ... = Pl'yl + PIY„ + ... + P^r'^Vr'', 
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kann man die Koeffizienten 7;î\ ..., /7^'""^^^ i =• 2, 3, ..., m, bis auf die Umnormung 
berechnen. Daraus bekommt man die Form coj. Ähnlich kann man die Formen 
0)2, o)2-> ••-, сОщ finden. 

Zwei verschiedene Fälle sind dann möglich: a) für jeden Wert von i = 1, 2, ..., m 
bekommt man im Gebiet A die (m — l) unabhängigen Formen со1,со2, ... 
,.., CDi_i, cOi+i, ..., co^, b) das vorangehende Verhältnis gilt nicht. Wir werden jetzt 
die beiden Fälle behandeln. 

a) Für den festen Wert von /' betrachten wir das zugeordnete System jR,-, wo die 
Koeffizienten schon berechnet sind. Aus diesem System kann man y], -y?, ..., y^/"'^^ 
als lineare Kombinationen der Formen со^, 0)2, .-., cOi^i, coi+i, ..., co,„ berechnen. 
Daraus bekommen wir die Formen a)J, c5?, ..., co'f. Wenn wir die zugeordneten 
Koeffizienten mit <̂ f; i, s = 1, 2, ..., ш; г = 1, 2, ... , (f — 1), (г + l), ..., m; be
zeichnen und wenn wir alle Werte von i betrachten, dann bekommen wir die Glei
chungen (lOa). Es sind noch zwei Fälle möghch. Entweder sind die Formen coj, CO2,... 
. . . ,0)^ linear unabhängig, oder gilt das vorangehende Verhältnis nicht. Im ersten 
Falle ist der Satz erfüllt. Betrachten wir den zweiten Fall. Nach der Voraussetzung 
sind die Torsalunterräume durch die lineare Kombination der Gleichungen 

(Dl = 0 , CO2 = 0, ..., oj/_i = 0, o)i+i = 0 , ..., co„j == 0 

gegeben, das gilt für jeden Wert von i = 1,2,..., m. Es sollen jetzt solche Werte der 
Parameter existieren, daß für diese Werte die Formen coj, 0)2, ..., co^ linear abhängig 
sind. Dann existiert ein fester Wert von г (/ = h) so, daß für diese Werte der Para
meter 

(13) COh = X^COi + X^C02 + . . . + X^~^W,,_i + Х^'^^Щ+i + . . . + X'̂ CO^ 

gilt. Für alle Mannigfaltigkeiten (Л^), i Ф /1, bestimmt die Gleichung coj, = 0 den 
Torsalunterraum in dem zugehörigen Punkt Ai. Im Punkte A^ sind die Torsalunter
räume durch die lineare Kombination der Gleichungen 

CL>i = 0, 0^2 = 0, . . . , Ш/,_ 1 = 0 , 60;,+1 = 0, . . . , ш,„ = О 

gegeben. Nach (13) ist aber die Gleichung Ш;, = 0 die lineare Kombination dieser 
Gleichungen. Durch die Gleichung Ш/, = 0 ist auch im Punkte A^ der Torsalunter
raum gegeben. Nach den Voraussetzungen des Satzes 1 haben wir diesen Fall aus
geschlossen. Umgekehrt unter der Voraussetzung, daß für die bestimmten Werte 
von u^, U2, ..., u„, aus dem Gebiet Л die Korrespondenz В singular nach 1 ist und 
a) gilt, folgt die lineare Abhängigkeit der Formen (о^, Ш2, ..., ш^. 

b) Es existiert ein fester Wert von i (i = n), daß für einige feste Werte von 
MjL, W2, ..., w^ aus A die Formen 

(14) C0i,C02, . . . , CO„_i,CO„+i, . . . , CO^ 
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linear abhängig sind. Dann existiert ein solcher Wert von / (/ = b, i Ф n), daß die 
Form cOfj die lineare Kombination der übrigen Formen (14) ist. Es ist auch möghch, 
daß die Formen bis auf eine Umnormung mit der Form cOf, zusammenfallen. Durch 
die Gleichung oĵ  = 0 ist in allen zugeordneten Funkten Äi (i ф b) der Torsal-
unterraum gegeben. Im Punkte A^ sind die Torsalunterräume durch die lineare Kombi
nation der Gleichungen 

(15) coi = 0 , Ш2 = 0, ..., (Ob-i = 0, ojb+i = 0, ..., co^ = 0 

gegeben. Im allgemeinen ist die Form cOf, die lineare Kombination der Formen in 
den Gleichungen (15) (Offenbar mit Ausnahme der Form a>^. Es ist auch möglich 
daß die Form a;̂ , bis auf eine Umnormung mit irgendeiner der Formen der Glei
chungen (15) zusammenfällt. Die mit b) bezeichneten Fälle sind nach den Voraus
setzungen der Gleichung 1 ausgeschlosen. 

Setzen wir nun den Fall m = 2 voraus. Wenn B, В nicht singular sind, dann folgt 
leicht: 

(16) d ^ i = CD\A^ + COIÄ2 + ф[^а>2^1 + ^1^<^2^2 . 

dy42 = 0)2^1 + COIÄ2 + (pVoj^Ä^ + çl^^^h^i y 

d ^ j = Ф^^Х^^Х + Ф\^(^{-^2 + Ö5\Ä^ + 032^2 . 

d) Im folgenden werden wir wieder m ^ 2 voraussetzen. Die Gleichungen der 
infinitesimalen Verrückung des Koordinatensystems sollen die Form (lOa), (lOb) 
haben. Wir schliessen alle im Satze 1 eingeführten singulären Fälle aus. i soll jetzt 
einen bestimmten Wert von 1, 2, ..., m annehmen. Durch die Gleichungen 

(17) cOjL = 0, Ш2 = 0, ..., co,-_i = 0, cOj+i = 0 , ..., ш^ = 0 

ist auf der Mannigfaltigkeit V die Schichte der einparametrigen Systeme der Räume 
Pm-\ gegeben. In jedem von diesen Systemen sind die Punkte A^ {i ist fest) singular 
in dem Sinne, daß der Berührraum dieses Systèmes im Punkte A^ mit der entspre
chenden Erzeugenden P^_i zusammenfällt. Die angeführten Systeme bezeichnen 
wir als die zum Werte i gehörigen Torsalsysteme der Erzeugenden Р^-х- Ähnlich 
sind durch die Relationen 

(18) cöi = 0, Ш2 = 0, ..., cö,-_i = 0, cö, + i = 0 , ..., ä;,„ = 0 

auf der Mannigfaltigkeit F die zum Werte / gehörigen Schichten der Torsalsysteme 
der Erzeugenden P^-i gegeben. 

Für den festen Wert von / sind durch (17) auf der Mannigfaltigkeit F die Torsal
systeme gegeben; mit denselben Gleichungen sind im Allgemeinen auf der Mannig
faltigkeit V die nicht torsalen Systeme gegeben. Wenn aber für jeden Wert von i 
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(f = 1, 2, ..., m) dem Torsalsystem wieder ein Torsalsystem entspricht, dann bezeich
nen wir die Korrespondenz С :V -^ Fais torsal. Bei jedem Wert von / = 2, 3, ..., m 
ist dann 05^ die lineare Kombination der Formen coi, cô , h = 2, 3, ..., m, h Ф /. 
Die Formen CO25 ^ъ^ •••̂  <̂m sind aber linear unabhängig. Daraus folgt, daß w^ nur 
von der Form œ^ abhängig ist. Ähnliche Sätze gehen auch für die Formen 0)2, 0)3, . . . 
..., ш^. Nach dem Beweis des Satzes 1 folgt, daß man die Formen a;i,co2, . . . 
..., co,„, cöi, CÖ2, ..., cö^ bis auf die Dmnormung bestimmen kann. Es kann also 

(19) 03,- = CO; 

für / = 1, 2, ..., m gelten. Wir werden das im Folgenden voraussetzen. 

Satz 2. Wenn die Mannigfaltigkeiten (Лj), (Л2), ..., {A^, (Л1), (Л2), ..., (Л,„) 
J/e Voraussetzungen der Abschnitte b\ c) erfüllen und wenn die Korrespondenz 
С : F-> Vtorsal ist, dann kann man die infinitesimale Bewegung des Bezugsystems 
durch die Gleichungen 

(20) dAi = oj]A, + (PTOJ.Ä, , dA, = фТсо^Л, + w]Â, ; 

f, s = 1, 2, ..., m , г = 1, 2, ..., (f — 1), (ï + 1), ..., m 

ausdrücken. Es gilt noch 

(20a) со] = Af o;̂ , œ] = Ifœ^ für 0 = 1 , 2 , . . . , m; / , 5 = 1 , 2 , . . . , w, / Ф 5 . 

Af, I f sind allgemein von den Hauptparametern und von den sekundären Para
metern abhängige Funktionen. 

Die Behauptung folgt aus den Gleichungen (lOa), (lOb), (19). а)% ä5] sind für 
i Ф s die Hauptformen, das ist durch die Gleichungen (20a) ausgedrückt. 

e) Im Folgenden werden wir voraussetzen, daß das Koordinatensystem der 
Form (20), (20a) ist. Betrachten wir die zweiparametrigen Geradenmannigfaltigkeiten 
Fj2 c: F, die bei der Gültigkeit der Gleichungen 

(21) 0)3 = Ш4 = . . . = oj,,, = 0 

durch die Geraden (Л^, A2) gebildet sind. Diese Mannigfaltigkeiten sind im Allge
meinen anholonom. Betrachten wir eine Gerade (A^, A2). Der Berührraum der 
Mannigfaltigkeit F12 längs der Geraden {A^, A^) ist nach den Gleichungen (20), 
(20a) durch die Punkte 

(22) ^ 1 , /I2, l\'A,, л^А, + cpf Л„ r^'A, + cpl'A,, XfA , 

с = 2, 3, ..., m, e = ], 3, 4, ..., m, bestimmt. Diesen Berührraum bezeichnen wir 
mit T^ .̂ Die Erzeugende der MannigfaUigkeit F, in welcher (A^, A2) liegt, bezeichnen 
wir wieder mit P^-i^ Betrachten wir jetzt den linearen Raum P„,_i u т^^. Nach (22) 
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ist allgemein die Dimension dieses Raumes gleich (m + 1). Eine niedrigere Dimen
sion kommt nur in dem Falle vor, daß die Punkte 

abhängig sind. Dann ist aber jeder Punkt der Geraden (A^, A^) der Brennpunkt der 
Mannigfaltigkeit V. Im Folgenden werden wir voraussetzen, daß für keine Werte 
von Mj, M2, ..., w^ aus Л die Gerade [A^, A2) zur Mannigfaltigkeit V^_^ gehört. Den 
Raum Pjn-i ^ '^^^ bezeichnen wir dann mit P^+i- In diesem Raum kann man das 
Koordinatensystem mit den Eckpunkten 

(23) Ä, = Л „ Ä2 = A^, ..., Д„ = /1„„ 1 ^ , 1 = ^ f Л, + cpfÄ^, 

wählen. Mit ô bezeichnen wir die DiflFerentialrichtungen, für die 

(03 = Ш4 = . . . = ш^ - 0 

gilt. Weiter werden wir folgende Bezeichnung benützen: 

соЦо) = ni соЦо) = ni..., œZ{ô) = nZ ôj\{ô) =-- Tiî, <Bl{d) = ni ..., ш ^ =^ ni. 

Daraus folgt: 

(24) ÖÄ^ = n\Ä^ + CD^X\^Ä^ + CD2^m+l , ^ ^ 2 =" 712^2 + O^l^fЛ, + CO^J^ + a • 

Betrachten wir durch (Я^, Л2) gehende GeradenmannigfaUigkeit F12 <= F bei der 
Gükigkeit der Relation (21). Der Berührraum f̂ ^ der Mannigfakigkeit V^2 längs 
der Geraden (4^, Л2) ist durch die Punkte 

(25) Я„ Л2, I f Я„ I f Л, + ,Af Л„ If Л, + Vi Л,, If А, 

bestimmt. Wir werden wieder voraussetzen, daß keine der Geraden (Л^, Л2) für 
(wi, U2, ..., w j с J zur Mannigfaltigkeit V^~.^ gehört. Längs der Geraden (Л^, Л2) 
betrachten wir den Raum P,„+i = P^_j u t^^ j ^ ^ . Räume P^+i untersuchen wir 
das Koordinatensystem mit den Eckpunkten 

(26) Ä, = Л1, Л2 -"- Л2, ..., Ä^ = Am, Ä^^, - xjifA, + I f Л , , 

Л,„+2 = Vi As ^ If Ä^. 

Daraus folgt dann: 

(27) ÖÄ^ = n\Ä^ + («i l f Л + Ö)2^^-bi ' ^^2 = 7Î2^ + (^l^fÄe + СО̂ Л̂  + з • 

Betrachten wir die Korrespondenz C^2 ' U i , Л2) -^ (Л1, Л2). Die sich entspre
chenden Geraden sollen zu den gleichen Werten der Parameter (w ,̂ W2, ..., w j er J 
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gehören. Zu jedem Paar der Geraden knüpfen wir die Kollineation 

n : (Л, , Л2) -> ( I I , Ла) 

zu, die durch die Gleichungen 

(28) 7iA^ — Qi^i , nAj == Q2Ä2 j Q1Q2 + 0 

gegeben ist. Alle Kollineationen n bilden die Korrespondenz C^. Für alle Werte von 
Parametern u^, M2, •.-, Ww ^^^ ^ betrachten wir die Kollineation 

К : Pfn+i -^ ^m + i 

durch folgende Relationen: 

(29) 

^^m+2 ~ ^2^k + ^2 ^ m + 1 + ^2 ^m+2 

Auf der Mannigfaltigkeit V untersuchen wir die Kurve 

M = x^Ai + ^2^2 • 

Die Korrespondenz C12 bezeichnen wir als Punkthalbdeformation, wenn für alle 
Werte von x^, X2, für alle Richtungen 3 und für alle Werte von Parametern w ,̂ W2, •.. 
..., w^ aus J die folgende Relation gilt: 

(30) КОМ = Ô{C'M) + вС'М (mod Л3, Л4, ..., Ä J . 

6) ist die Pfaffsche Form. 
Für jede m Werte u^, U2, . . , w^ aus A gehört zur Geraden (Л^, A2) der durch 

(Л3, Л4, .,., A^) bestimmte Raum. Diesen Raum bezeichnen wir als den zu (A^, Ä2) 
gehörenden Ergänzungsraum. Im Falle m = 2 ist der Ergänzungsraum leer. Auf 
ähnliche Weise kann man den zur Geraden (Л^, Л2) gehörenden Ergänzungsraum 
bestimmen. Die Dimension des Berühraumes der Mannigfaltigkeit V im Punkte A^ 
ist gleich (2m — 2). Es existiert eine feste Zahl а aus der Gesamtheit 1, 2 , . . . , m, so 
daß der erwähnte Raum nicht durch den entsprechenden Punkt A^ geht. Wenn dieses 
Verhältnis für alle Werte u^, U2, ..., м^ aus А gilt, dann bezeichnen wir А mit A^. 

Satz 3. Die Geraden (Л^, A2) sollen für keine Werte von w ,̂ M2, •• , Wm ̂ "^ ^1 
zu Vj^-i gehören. Die Torsalgeraden der Mannigfaltigkeiten (Л^), (Л2) in den 
entsprechenden Punkten sollen mit dem zu (A^, A2) gehörenden Ergänzungsraum 
keinen Punkt gemein haben. Dasselbe soll für (Л^), (Л2), (Л^, A2) gelten. (In der 
Bezeichnung muß man nur — zufügen.) Dann ist С nur in dem Falle die Punkt-
halbdeformation, чепп 

(31) xV^i' = ini' 
gilt. 
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Beweis. Nach den angeführten Voraussetzungen und nach'den Gleichungen (20), 
(20a) gilt 

(32) Я Г Ф О , Я ^ ' Ф О , I f Ф О , 1 ^ ' Ф О . 

Wir bekommen dann leicht: 

(33) SM = ôx^Âi + ÔX2A2 + Х|[я}Л1 + œ^k\^A^ + <^2^n+i] + 

+ X2\nlÄ2 + 0^2^f^e + «^l^n-fl] 5 

(34) КОМ = Âi[Q^ÔXi + Xi(7r}^i + 602^1) -t- X2(C02I2^^1 + СО^Сз)] + 

+ ^IIQI^^I + ^I{<^I^VQ2 + CO2C1) + X2{nlQ2 + a>iC2)] + 

+ Â,[x^{cOiÀ'iQ, + œ2c\) + -X2(co2Af ̂ , + oj^cl)] + 

+ Л . + 1 [^1^02^7^ ' + Х2С0,СГ'] + Дп+2[^'1^^2СТ^' + Х2С0,сГ'] 

S = 3, 4, . . . , m (5 Ф 1,2) ; 

(35) ôd'M + OC^M = Â^IQ.ÔX^ + X.ÔQi + ^ l ^ l ^ l + ^2^2^2^2^ + (^^iQl] + 

+ ^2[^2^^2 + ^2^^2 + -^"l^^l^l^^l + ^2^2^2 + ^-^2^2] + 

+ A,[XiCOilfQl + X2C02ÀfQ2] + ^m+1 [^;iC02^l] + Лп+2[->^2Ö2^l] . 

5 = 3 ,4 , . . . , m . 

Nach der Definition der Punkthalbdeformation müssen die Koeffizienten bei 
Au Ä2, Â^+u Äm+2 iî̂  <ier rechten Seiten der Relationen (34),(35) identisch für alle 
Xu ^2, CO и ^2 gleich sein. Wir bekommen folgende Bedingungen: 

(36a) 4 = 0 , X\'Q, = 1\^Q2 , 

(36b) * ÖQ^ + Qx{n\ - n\) - (D2C\ = -OQI , 

(36c) cl = 0, l l ' g , =XVQ2, 

(36d) ÔQ2 + ^2(^2 ~ ^2) — <̂ î̂ 2 = ~^22 > 

(36e) c^'-^Q,, с Г ' = 0 , cT^' = 0 , с Г ' = ̂ 2 . 

Die Gleichungen (36a), (36b), (36c), (36d), (36e) geben uns die Bedingungen für die 
Koeffizienten ^i , ^2, ^ь ̂ f cT"'^ ^T"^^ 4 . 4 . 4 ' ' ' ^ c ? ^ ^ Wir bekommen keine 
Bedingungen für c\, c\, Q^, S = 3, 4, ..., m. 

Untersuchen wir jetzt folgende Bedingungen: (Siehe (36a), (36c).) 

i l 2 ^ T l 2 ^ T 2 1 I 2 1 * 

Die nichttriviale Lösung dieser Gleichungen für die Unbekannten ^1 , ^2 existiert 
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nur dann, wenn (31) gih. Aus den Gleichungen (36b), (36d) folgt dann: 

(37) —Qi^Qi + Qi^Qi + ^i^2( —^1 + ^1 + ^2 ~ ^l) ~ (Jh^iQi + <^2^i^2 = 0 . 

Das ist die Gleichung für die Koeffizienten c}, cl, wir müssen noch bestimmen, ob es 

möglich ist, diese Größen aus dieser Gleichung zu berechnen. 

Betrachten wir folgende Gleichungen: 

(38) œl = Xl^cDi + Я^со,, wl = 1\^ю^ + ll'co,, с = 2, 3, ..., ш . 

Mit Benützung der Gleichungen (2) bekommen wir leicht: 

(38a) "Dcol = X\\œ\ - œl ш,] + [((.)), со,] + [((.)), соз] + .. . + [((.)), c o j , 

DcöJ = l\\œ\ - Го1 со,] + [((.)), œ,-\ + [((.)), СО3] + ... + [((.)), a ; J . 

Mit ((.)) bezeichnen wir die PfafTschen Formen, die uns jetzt nicht interessieren. Aus 
den Gleichungen (38) folgt dann: 

iVcol = Х\'Ш\ + [ [ . ] ] « , , + [ [ . ] ]шз + ••• + [ [ - I J c o . . 

Die mit [ [ • ] ] bezeichneten Koeffizienten interessieren uns nicht. Durch die äußere 
Differentiation dieser Gleichung folgt mit Hilfe der Gleichungen (38a): 

(39) [ I f all' - '^V àXV + l\'À\\oi\ -ш1-Ш\+ c5l), ш,] + 

+ [((•))> «а] + [((.))> « з ] + - . + [((.)Х«,„] = 

= [ [ • ] ] Dc«2 + [ [ . ] ] Dcü3 + .. . + [ [ . ] ] D«„, . 

Im Folgenden betrachten wir noch die Gleichungen 

(40) cb] =• cpYcü,, o)] == ф'/'сог ; 

i, 5 — 1,2,..., m , r = 1, 2, ..., (/ — 1), (/ + 1), ..., m . 

Bei Benützung der Relationen (20), (2) bekommen wir durch die äußere Differentia
tion der Gleichungen (40) folgende Relationen: 

(41a) [ср1Ъ] - cpYö5l - d^r, CO,] = срГ Dco, (i Ф r) , 

(41b) [ " ^ N l + Vk^) - афТ^ CO,] = ФГ Dco, (/ Ф r) . 

Untersuchen wir jetzt die Mannigfaltigkeit (A^). Nach der Voraussetzung ist die 
Dimension des Berührraumes der Mannigfaltigkeit F im Punkte A^ gleich (2m — 2); 
in der Matrix 

<pf <pf <РГ .. 

i ,-m2 ^^m3 ^^w4 
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existiert mindestens eine Determinante von der Ordnung (m — 1), die nicht gleich 
Null ist. Im Gebiet A^ gilt für die folgende Determinante x: 

^«2 2 
9l 

9v 
.«2 3 
9i 9^ 

(42) ; , = 1 ф ( ^ - П 2 ^ ( . - 1 ) 3 ^ ( a ~ l ) 4 

,^m3 
^ 1 Я>1 

+ 0 

Ferner bezeichnen wir mit (.) die Pfaffschen Formen, die die Kombinationen der 
Formen ш1, ..., a)J'p cöj, ..., ш "̂, ш^, ..., co„, sind. Wir werden diese Bezeichnung 
benützen, soweit es nicht notwendig sein wird, diese Formen zu berechnen. Im 
Folgenden soll с alle Werte 1, 2, ..., m mit Ausnahme von a annehmen, (c hat allge
mein eine andere Bedeutung wie früher im Abschnitt e), die gleiche Bedeutung hat с 
nur im Falle а = 1.) Nach der angeführten Bezeichnung bekommen wir nach (41a) 
für / = 1, 5 = с 

i-àçf + (.), œ,-\ + [ - d ( p f + (.), шз] + ... + i-àcpT + (•), coj^ = 

Wenn wir alie Werte von с betrachten, dann haben wir (m — 1) Gleichungen für die 
Veränderlichen D(02, Dco^, ..., DÛ)^. Nach (42) ist es möglich daraus die Veränder
lichen zu berechnen. Wir bekommen 

(43) 
+ [ -dc^f + (.), 0.3] + ... + [~dcpT + (.), c o j , 

9 f , <P\\ 

Der Ausdruck in den runden Klammern ist die Determinante, ihre Zeilen sind mit с 
(с ф а) bezeichnet. Weiter gilt j = 2, 3, ..., m. 

Kehren wir nun zur Gleichung (39) zurück. Wenn wir in diese Gleichung nach (43) 
einsetzen, dann bekommen wir: 

(44) [/If d i f - I f d i f + Af I f (u>; - œ l - cô[ + col), ю,] + 

+ [{(Ob «,] + [{(.)}, «з]+ ... + [{(.)},«„,] = О, 
wo {(.)} die bestimmten Pfaffschen Foimen sind. Nach dem Cartanschen Lemma ist 

If dif - If dlf + XI'11\OJI -col- в] + cöl) 

die Hauptform. Bei der Gültigkeit der Ungleichungen (32) folgt aus der zweiten 
Gleichung (36c): 

ÀI^ = fiQi , I f = /Ф2 {ß =¥ 0). 
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Wenn wir diese Relationen in die Gleichung (44) einsetzen, dann folgt, daß 

^1 ^^2 - Q2 ^Qi + QiQiio^l - (ol - œ\ + œl) 

die Hauptform ist. Bei der Gültigkeit von (21) bestimmen wir leicht: 

^1^02 - Qi^Qi + Q\Qi{A - nl - n\ + nl) = Öi^i + 02^2 • 

ß b Ô2 sind die Funktionen der erwähnten Parameter. Nach der Gleichung (37) 
folgt dann: 

QlCOi + Q2CO2 = CD^clQy - (02C\Q2 

und daraus: 

c\ = -Ш~' Q2. cl = {д,)-' Ô i . 

Im Falle m = 2 fällt der Begriff der Punkthalbdeformation mit dem Begriff der 
Punktdeformation zusammen. 

Die ähnlichen Betrachtungen, die wir für die Mannigfaltigkeit (Л j , Л2) getan haben, 
kann man für die beliebige Mannigfaltigkeit {A^, A^) (p ^ q; p, q sind beliebige 
Zahlen aus der Gesamtheit 1,2, ..., m) durchführen. Statt der Gleichung (31) gilt 
dann allgemein 

(45) Af 2 f ~ Xfl'^' = 0 . 

f) Setzen wir wieder m ^ 2 voraus und betrachten das Paar P der Mannigfaltig
keiten V, V; das Koordinatensystem sei nach (20), (20a) gewählt. Untersuchen wir 
die Punktbilder der Geraden des Raumes P2m-i- Diese gehören zum Punktraum 
der Dimension 

f^'^\ - 1 = m(2m - 1) - 1 . 

Diesen Raum bezeichnen wir mit P^(2m-i)-i- Weiter betrachten wir die m Mannig
faltigkeiten (Ai, Äi) {i = 1, 2, ..,, m). Das Bild jeder dieser Mannigfaltigkeiten ist 
die Punktmannigfaltigkeit V\ die von den Hauptparametern м ,̂ U2, ..., W;„ abhängt. 
Betrachten wir die festen Werte der angeführten Hauptparameter. Der lineare Raum 
der niedrigsten Dimension, in dem die Bilder aller Geraden (Л/,, Л;,*), /1, /г* = 1,2, . . . 
..., m, /z Ф /1*, liegen, bezeichnen wir mit R^. Für den gegebenen Wert von i schneidet 
die zu den Gleichungen ш̂  = 0 (r = 1, 2, ..., f — 1, f + 1, ..., m) gehörende Tan
gente der Mannigfaltigkeit V^ den Raum R^ im Punkte 

(46) S, = Xf{A,, Ä,) + 1^'(Л,, Ä,); к =1,2/..., m , /с Ф i 

(man summiert nach к Ф i). Für die festen Werte von h, /i* führen wir im Räume 
^m(2m^i)-i die folgende Bezeichnung ein: 

{{Af,, Äf,^), {Af,^, Äh)) = Phh*. 
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Der Punkt Si liegt nach (46) im Raum P^^-i ^^^ durch die Punkte: 

bestimmt ist. Dieser Raum schneidet alle Geraden p,^i (bei dem gegebenen Werte 
von / ist /c = 1,2,..., m, к ф /). 

Betrachten wir zwei Mannigfaltigkeiten V\ i soll die Werte p, q einnehmen. Zu 
ihnen gehören für jeden festen Werten von t/j, U2, ..., w^ aus А die Punkte Sp, S^; 
beide entsprechenden Räume Pl,-2 schneiden die Gerade Ppq, der erste Raum im 
Punkte 

ÂYiA^, л,) + I f (л„ л,), 
der zweite im Punkte 

Af (/!,, Л,̂ ) + ЩА^, Л,) . 

Beide Punkte fallen nur dann zusammen, wenn die Gleichung (45) gilt. 

Wenn m = 3 und die Gleichungen 

xl'xl' - ll'll' = 0, il'Äl' - 11'H' = 0, il^l' - iflf = 0 
gelten, dann liegen die Punkte S^, S2, S^ in einer Ebene, die die Geraden Pi2, P13, P23 
schneidet. 

Im Falle m = 2 liegen die Punkte Sj , S2 auf der entsprechenden Geraden p^2' 
Wenn die Gleichung (31) gilt, dann fallen beide Punkte zusammen. 

g) Im Folgenden setzen wir m > 2 voraus. Das Paar P sei wieder durch die 
Mannigfaltigkeiten {A^), (Л2), ..., (Aj); (Я^), (Лз), ..., (Л^) bestimmt, die infinitesi
male Verrückung des entsprechenden Koordinatensystems sei durch die Gleichungen 
(20), (20a) gegeben. Wir untersuchen jetzt die Fragen der Existenz und Allgemeinheit 
eines solchen Paares. 

Die Koeffizienten in den Gleichungen (20) erfüllen die Bedingungen (20a), (40). 
(Siehe auch (1).) Im Abschnitt e) haben wir die äußeren Ableitungen der Gleichun
gen (40) gebildet. Aus den Gleichungen (41a) mit / = 1, 5 = 1, 2, ..., m, 5 ф cc, kann 
man D(02, Dwj, . . . Dco^ berechnen. Daraus folgt: 

(47) Dco,. = [ 0 ] , CD2] + [Qj. C03] + ... + [Ц", o j j , 

Qj = K-\~iy \~-dcpf + f.), cpl\ cpf, ..., cp\^^~'\ cpl'^'-'K..., cpTl , 

(48) •: 

7 = 2, 3 , . . . , m , с Ф a . 
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Die Formen -dcpf + (.) ' -d<pf + ( . ) , . . . , -d(/?i'" + (.) betrachten wir als un
abhängige Größen. Betrachten wir nun die (m — l) Formen Qj [j == 2, 3, ..., w). 
Setzen wir voraus, daß solche Werte von Mj, и2, • • -, tifti aus А existieren, daß 

(49) x'Qj = 0 

gilt, x'^ sind nicht alle Null gleich. Die linke Seite der Gleichung (49) kann man in 
der Form einer Determinante schreiben: 

(50) 

-dcpV + i.) 
-dç,f + (.) 

-dcpr''' + (.) 

-dcpf + (.) 
0 

<Pi 

1)2 <РГ ^ ( a - l ) m 

^^(a+l)m 

x' x' 

= 0, 

Die ersten (m - 1) Zeilen dieser Determinante sind nach (42) linear unabhängig. 
Aus der ersten Spalte folgt, daß die Größen —dcpj^ + (.), —d<pî  + (.), ..., 
-d(p^r^^'~ + (•)' ~(^(pV^^^ + (•)' •••' - d ^ f + (.) abhängig sind, das ist nach 
den Voraussetzungen unmöglich. Die Relation (49) gilt also nicht. Das gleiche Ergeb
nis bekommt man immer für die (m — l) Formen ß ] , bzw. Oj, •.., bzw. QJ. Unter 
der Voraussetzung, daß -dcpf + (.), ~d(pf + ( . ) , . . . , -d(pT + (•) die Menge 
von (m — 1)^ unabhängigen Größen bildet, bidlet auch Qj, ß ] , ..., ß j , j = 2, 3, ... 
..., m, eine Menge von (m — 1)^ unabhängigen Größen. 

Im Folgenden bezeichnen wir mit {.} die Pfaffschen Formen, die lineare Kombi
nationen von coj, CO2, ..., co^, cöi, CÖ2, ..., cö ,̂ üj, Qj, ..., QJ (j = 2, 3, ..., m) sind. 

In der Gleichung (41a) setzen wir i = 1, s = а voraus. In diese Gleichung setzen 
wir nach (47) ein. Dann bekommen wir: 

(51) \_-dcpf + {.},ш,] + [-d<pf + {.},саз] + . . . 

... + [-d<pr + {.},«J = o. 
In die Gleichung (41b) setzen wir dann fortschreitend i" = 1, s = 1,2,..., m ein. 
Nach (47) bekommen wir dann: 

(52) [-dikf + { .} ,«,] + [-dфf + {.},«з] + ••• 

Das ist m Gleichungen für s — 1, 2, ..., т. 
Betrachten wir nun die Mannigfaltigkeit (^2)- Nach der Voraussetzung ist die 

Dimension des Berührraumes der Mannigfaltigkeit F im Punkte Л 2 gleich (2m — 2). 
Es existiert eine feste Zahl у aus der Gesamtheit 1,2,..., m, so daß der erwähnte 
Raum nicht durch den entsprechenden Punkt Ä^ geht. Für die betrachteten Werte 
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der Parameter Wj, W2, ...? w^ gilt dann: 

(53) Ф2 Ф2 Ф2 
. Л У + 1 ) 1 .Д(У+1)З .«(T + D ^ 
<î̂ 2 Ф2 Ф2 

.л"»1 
(^2 <P2 

Betrachten wir nun die Größen 

9\\^l\ 

<P2 

<РГ''' 

<P2 

.^(y-l)m 
Я>2 
. .(y+l)m 
Ф2 

Ф 0 . 

^(y + i ) i Ф2 , • • • , Ф2 • 

Mindestens eine von ihnen ist nach (53) von Null verschieden. Wir werden voraus
setzen, daß (p^2^ Ф 0 (jS Ф 7) gilt. Im Punkte A2 untersuchen wir den linearen Raum, 
der durch den zugehörigen Raum P„,_i und durch alle Tangenten von F mit 0)3 = 
= CO4 = . . . = co,„ = 0 gegeben ist. 

Dieser Raum schneidet bei der Gültigkeit von (̂ ^̂  Ф 0 und genau dann den zuge
hörigen Raum Pj„-i im Punkte, der nicht im Räume (Л^, Л2, ..., ^/j_i, ^/з+i, . . . 
. . . , ^ J liegt. 

Wenn nun (53) und (p2^ Ф 0 (j5 Ф y) für alle Werte (w ,̂ U2, ..., w„,) cz А gilt, dann 
bezeichnen wir das Gebiet A^ mit Ai2' Weiter werden wir voraussetzen, daß die 
Parameter 

1 ' ^ 2 ' • • • 5 m 

alle Werte aus dem Gebiet A12 annehmen. 
In die Gleichung (41a) setzen wir i = 2, s = ß ein. Wir bekommen dann: 

(54) [ - d / , ' + ( . ) , « , ] + [ -dcpf + (.),СОз] + [ - d / / + (.),û>4] + ••• 

+ [ -d<pf + (.), cü,„] = 9^2' Dcoi + ç>f Dft)3 + <pf DCO4 + . . . + <?§"• Du), . 

Aus der Gleichung (54) folgt mit Hilfe von (47): 

(55) Dcüi = [Qi\ CO,] + [R, сог] + [Xf , «3] + [ T f , co^] + . . . + [ T | ^ c a j . 

In der Gleichung (55) haben wir die folgende Bezeichnung verwendet: 

4^ {-dç,f+ (.)}, 
<P2 

(56) 

T/^-{-d(/>r-cpfßt-/2M 

Ф2 

~</>f^t + (-)} 

i^ _ f f ,n^3Q2 __ , . ^ 4 Q 2 __ __ ,^ßmQ2^ _ 1 
\ — Ф2 ^^3 ^P2 ^Ы • • • r 2 ^^m] ^ 1 

(]9'2 
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Im Folgenden bezeichnen wir mit {(.)} die Pfaffschen Formen, die die linearen Kom
binationen der Formen co\, со], ..., co^, cö}, cöl, ..., 03^ ^j, ß ] , • • -, ß j , {j = 2, 3, ..., 
. . . ,m) , e f , T f , T r , . . . , r r s i n d . 

Setzen wir e = 1,2, . . . ,m, e ф j5, voraus. In die Gleichung (41a) setzen wir 
i = 2, s == e ein. Dann bekommen wir 

(57) [-d<p|' + (.), Ol] + [~àcpf + (.), шз] + [-d<pf + (.), CO,] + ... 

+ l-dcpT + {•), « J = (pf D « i + <pf Dco3 + (pf Dca, + . . . + <рГ Ош„ . 

Aus der Gleichung (57) folgt nach (47), (55): 

(58) l-dcpl' + {(.)}, CO,] + l-cpl'R - cpfQl - <pfQl - . . . - <pTQl со,] + 

+ \_-dcpf + {(.)}, « з ] + [-d<pf + {(.)}, CO4] + .. . 

. . . + [ - d < p r + {(.))>«,„] = 0 . 

Untersuchen wir nun für e = 1, 2, ..., m, ^ Ф ß, folgende Formen (siehe (58)): 

pe = ^cpl'R - cpfQl - cpfQl - . . . » cpTQi . 

Nach den Gleichungen (56) folgt: 

cp'.'F^ = ПЫ'ср<^' - cpfçO,') + 

+ ß l (<piVr - <PT<PV) + .. . + Q'M'cp'^" - срТср'г') . 

Die (m — 1) Formen F^ sind lineare Kombinationen von (m — 2) Formen 
Q\, QI, ..., Q^. Von den (m — 1) Formen F"" wählen wir (m -- 2) Formen aus. 
F^ sei die weggelassene Form. Betrachten wir die Determinante von den Koeffizien
ten solcher Formen bei den Größen Qj, Q\, ,.., Q^. X soll alle Werte г = 1, 2, ..., m 
außer ß, y durchlaufen. Die angeführte Determinante kann man folgenderweise 
aufschreiben: 

Я^2 

Nach längerer Berechnung folgt daraus: 

(59) G = s ^ - ^ 
<P2 

. « T 1 . « T 3 , ^ T 4 ^ „ T 5 ^^xm 
<P2 4>2 <P2 <P2 ••• (P2 

ФГ <pf <pf / / . . . /2" 
8 = 1 für m = 2, 4,6, ... у г = — 1 für m = 1, 3, 5, ... 

In der Klammer { } auf der rechten Seite ist die Determinante (m •- l)-ter Ordnung; 
ihre ersten (m — 2) Zeilen bekommen wir so, daß wir für т verschiedene Werte 1,2, . . . 
..., m, T Ф jö, T Ф 7, legen. Aus der Gleichung (53) folgt, daß diese Determinante von 
Null verschieden ist. Es existieren (m — 2) Formen F^, die linear unabhängige 
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Kombinationen der (m - 2) Formen Ql, ül, ..., ß^ sind. Das ist für die weiteren 
Berechnungen wichtig. 

In die Gleichung (41b) setzen wir / = 2 und fortschreitend s = 1,2,..., m ein. 
Wir bekommen dann: 

[-di/4^ + ( . )^^ i ] + [-аф'2 + ( . ) ' ^ з ] + [ ~ # r + ( . ) ,coJ + . . . 

. . . + [-дф7' + (.), œ j = Гг Deo, + Гг D^3 + ••• + 'АГ Deo,, . 

In diesen Gleichungen setzen wir nach (47), (55) ein. Wir bekommen dann: 

(60) [-аГг + {{•% «.] + V-r2R - Vi^l - Г2Ж - ... - ФТо1 «2] + 
+ [-diAf + {(.)}, «3] + [ - d f f + {(.)}, coj + ... 

... + [ - d f r + {(.)},cüJ = o. 

Für R muß man noch nach (56) einsetzen. Bei den verschiedenen Wahlen von s 
haben wir m Gleichungen (60). 

In die Gleichung (41a) setzen wir / = v; v ist irgendeine der Zahlen 3, 4, ..., m und 5 
ist irgendeine der Zahlen 1, 2, ..., m. Dann bekommen wir: 

(61) [-d<pf + (.),û),] + [-d<pf + ( . ) ,«2] + . . . + [ - d ç , f - ' ' + ( . ) , « , _ , ] + 

... + [-d<pr+ (.),«„,] = 

= (pl' DftJi + (pf Dcü2 + <pf Dcüj + . . . + (pf " ' ' Dco„_i + 

+ <pf+' 'D(»,+ i + . . . + < Р Г О « „ . 

Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55), (56) folgt daraus: 

(62) [ -d , ? : ' + {( . )} ,« . ] + [-d<?)f + {(.)}, шг] + . . . 

... + [-d<pf-'> + {(.)}, «,_,] + [C/:,coJ + 
+ [-d<pf " " + {(.)},«...] + ... + l-dcpT + {(.)},«„] = 0 , 

(62a) u: = -<Р: 'ТГ - <pfßi - <pf^ - . . . - (pf-'^Qi-, - <?)f ̂ '*ß:+i - . . . 

... — (Pv Ч« • 

Die Relation (62a) kann man noch vereinfachen: 

(63) i/: = 4T{^vXd// + ФГ^:) + oii-cp-M') + ̂ 3(9:Vf - ^f/2O + 
(P2 

+ OA-WV Я>1 - cp, (рг) + ••• + i^v-iV^v Я>2 - <Pv 92 ) + 

+ ß v + l ( < P v Ф2 - 9 v V 2 ) + • • • + î m(<?>v Ф2 - 9 v (P2 ) j . • 

Setzen wir voraus, daß v fest ist und s alle Werte 1, 2, ..., m durchläuft. Dann sind 
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die m Formen Ul lineare Kombinationen von (m — l) linear unabhängigen Formen 

(64) (dcpf + (PI'QI), Qi, Qi,..., Й:_ ,, o : , „ . . . , ß ^ 

Die Dimension des Berührraumes der Mannigfaltigkeit V im Punkte A^ ist gleich 
(im — 2). Es existiert eine feste Zahl ^^, so daß der angeführte Raum nicht durch 
den zugehörigen Punkt Ä^^^ geht. Wenn diese Bedingung für alle Werte von м^, «2̂  • • • 
..., w,„ aus dem Gebiet Л12 ̂ ^^^ für alle Werte von v = 3, 4, ..., m gilt, dann bezeich
nen wir Л^2 ïTiit ^i2d- In^ Folgenden werden wir voraussetzen, daß die Parameter 
Wj, U2, ..., w,„ alle Werte aus dem Gebiet Ai2^ annehmen. Für jeden Wert von v = 
= 3, 4, ..., m gilt dann: 

(65) {cpl\ cpl\ cpf, ..., cpf-'\ cpl^^^'\ ..., cpT) Ф 0 , 

Q = 1, 2, ..., m , Q Ф »9̂  . 

Untersuchen wir nach (63) die Formen U^^ (v ist fest). Für die Determinante aus den 
Koeffizienten der Formen (64) im Ausdruck (63) gilt nach (65): 

Г2 

Von den m Formen Vi bei dem festen Wert von v sind die (m — 1) Formen U^^ 
unabhängige Kombinationen von den (m — 1) Formen (64). Der gleiche Satz gilt 
für alle Werte von v = 3, 4, ..., m. 

In die Gleichung (41b) setzen wir i = v, v = 3, 4, ..., m, 5 == 1, 2, ..., m, ein. 
Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55), (56) bekommen wir dann: 

(66) [ - d f ; ' + {{.)}, Щ-] + [-аф1' + {(.)}, «2] + ••• 
... + [ -d r ; - '> + {(.)}, 0Л.-.] + [ui,w;] + 
+ [-афГ^'> + {(.)}, o;,^,] + ... + [-d.Ar,«J ; 

t̂ v = -4T ('/'vXd'Pr' + /2X) + ß2(-<P§Vf) + ß^-^^Vf - Ф'М') + ••• 

... + ß:-,(.KV'i< -̂'' - -Af-'Vf ) + QUMi'vi'-*'' - ФГ'-'Уг') +... 

VI sind die Pfaffschen Formen, die nur lineare Kombinationen der Formen (64) 
sind. Das System (66) enthält m{m — 2) Gleichungen. 

Betrachten wir noch das System (20a) Durch die äußere Differentiation der Glei
chungen des Systèmes bekommen wir: 

(67) [ -dAf + (.), CO,] + [ - d A f + (.), CO,] + ... + [ - d i r + (.). «« ] = 

= I f Dcoi + Af Dcü2 + ... + Af Dœ„ , 

[ -dAf + {.),co,-} + l-dlf + ( . ) , « , ] + ... + [ - d A f + (.),cü„] = 

= Af Dcöi + Af Dcü2 + ... + Af Dû), . 
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Nach Einsetzen von (47), (55) in die Gleichungen (67) folgt: 

(68) [ - d l f +{(.)}, « i ] + 
+ [-dAf + {(.)}, C02] + ... + [-dAf + {(.)}, ш„] = 0, 

[ - d i f +{(.)}, с»,] + 

+ [ - d i f + {(.)}, CO,] 4- ... + [ - d i r + {(•)}> «>J = 0-

Das System (68) enthält 2m(m — l) Gleichungen. 
Zum Finden der Allgemeinheit des Paares P der erwähnten Mannigfaltigkeiten K, 

К muß man die Gleichungen (40), (20a) betrachten. Durch ihre äußere Differentiation 
bekommt man die Gleichungen (51), (52), (58), (60), (62), (66), (68). Im ganzen haben 
wir (4m^ — 3m) äußere quadratische Gleichungen. Die bilden das System S. Das 
charakteristische System enthält außer den Formen C0j,(y2, ...,a)„„ (40), (20a), die 
folgenden (4m^ — 4m^ — m) Formen: 

(69a) -dcpf + {.}, -dcpf + {.}, ..., -dq>T + {.} ; 

(69b) -diAf + {.}, - d ^ f + {.},..., -афТ + {.} , s = 1, 2, ..., m ; 

(69c) -d<pl' + {(.)}, ~d<pf + {(.)}, -dcpf + {(.)}, ..., -dcpT + {(.)} , 

e = 1, 2, ..., m , e Ф ß ; 

(69d) Ql,Ql,...,Ql; 

(69e) -d^f + {{.)}, -dri + {(.)}, -dфf + {(.)}, ..., -dфT + {(.)} , 
s = 1,2, ..., m ; 

(69f) -dç,:^ +{(.)}, -dcpf+ {( . )}, . . . , -d^f-»>+{(.)}, -d<?>f-^>4{(.)},..., 

-d(pT+ {{.)}, s = l , 2 , ..., m, v = 3, 4, ..., m; 

(69g) d / / + / / ß ; Ql, Ql, ..., ß:_i, QUi,...,Ql, V = 3, 4,. . . , m ; 

(69h) - d ^ f + {(.)}, - d ^ f + {(.)}, ..., - d ^ / / - " + {(.)} , 

-d^f^ '* + {(.)},...,-d.K'" + {(.)}, s = l , 2 , . . . ,m, v = 3,4, ...,m; 

(69i) -dAf + ((.)}, - d l f + {(.)}, ..., - d x r + {(.)} . 

i, S = 1, 2, . . . , m , ï ф s ; 

(69j) - d i f + {(.)}, - d i f + {(.)}, ..., - d i r + {(.)} > 
i, S = 1, 2, ..., m , i Ф s . 

Das allgemeinste Integralelement £,.̂  hängt von N = \m^(Am^ — m — 5) Para
metern ab. Durch die algebraische Differentiation jeder Gleichung des angeführten 
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Systèmes bekommt man wenigstens (m — 1) Pfaffschen Formen, die keine andere 
Gleichung desselben Systèmes enthält. 

Betrachten wir nun die Schichte der Integralelemente des gegebenen Systems. 
Wählen wir folgende Werte der Hauptparameter: 

(Dl = w'i, 0)2 = ul, ..., oj,„ = UIJ ; |п;| Ф 0 ; f, s = 1, 2, ..., m . 

Das Integralelement E^ ist ganz beliebig. Für das Integralelement E2 bekommt man 
die Bedingungen aus den Gleichungen des Systèmes S. Ma kann (4m^ — 3m) 
Pfaffschen Formen so wählen, daß jede von ihnen gerade eine Gleichung des Systems 
enthält. Die entsprechende Determinante von den Koeffizienten des zu S gehörenden 
Polarsystems ist dem Produkt der Größen ul, u\, ..., w^ gleich. Im Allgemeinen ist 
dieses Produkt von Null verschieden. Im Folgenden betrachten wir das Integralele
ment £3. In jeder der Gleichungen des Systèmes S kann man 2 Formen so wählen, 
daß sie die anderen Gleichungen nicht enthalten. In das zum System S gehörende 
Polarsystem setzen wir 

ein. Die Determinante von den Koeffizienten bei den angeführten Formen in diesen 

Gleichungen gleicht dem Produkt der Größen 

2 2 2 3 3 3 
l / j , U2-, . • .5 ^ш' ^ 1 ' ^ 2 ' • • •' ^^m • 

Im Allgemeinen ist dieses Produkt von Null verschieden. Für die Charakteren des 
Systèmes S gilt: 

Si = Arn^ — Ът , ŝ  + .̂ 2 = 2(4m/̂  — 3m) => 52 = 4m'̂  — 3m = 5̂  . 

Ähnlich bekommt man 

53 = 5^ = . . . = 5,„_j = 4m^ — 3m , 

s„, = 4m^ — 4m^ — m -- (m — 1) (4m" — 3m) = 3m^ — 4m . 

Weiter gilt: 

5i + 2^2 + ... + (m - 1) 5^_i + ms^ = \m^{Am^ — m — 5) = iV . 

Das System ist in der Involution und die Lösung hängt von den (3m^ — 4m) Funk
tionen von m Veränderlichen ab. 

Im Folgenden setzen wir voraus, daß für die bestimmten Werte p, Q^ p Ф q, die 
Gleichung (45) gilt. Durch die Differentiation dieses Verhältnises bekommen wir 
leicht: 

(70) Af dAf + Я^ dXY ~ l'f dlj^ - I f d i f = 0 . 

In die Gleichungen (68) setzen wir fortschreitend i == p, s = q; i = q, s = p ein. 
Weiter bestimmen wir die diese Gleichungen enthaltenden Formen : 

(71) -dA ' / + {(.)}, - d A f + {(.)}, - d l ^ " + {(.)}, - d i r + ((•)) • 
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Man muß noch die mit {(.)} bezeichneten Ausdrücke berechnen. Durch die äußere 
Differentiation der Form 

bekommt man mit Hilfe der Strukturgleichungen des projektiven Raumes folgende 

Relation: 

[Я^К - <l ^p] - [^4'' ^p] + Ч' Ош, + ?.f Dœj +[ . . . ] ^ j = 2, 3, ..., m . 

Mit [ . . . ] haben wir solche quadratische äußere Formen bezeichnet, die auf zweiter 
Stelle die Formen Ш/, (h ф p) enthalten. 

Setzen wir zuerst /? Ф 1, 2, g Ф 1, 2 voraus. Mit Hilfe der Gleichungen (47), (55) 
bekommen wir dann leicht die erste der Formen (71). Ähnlich kann man die übrigen 
Formen (71) finden. Im Folgenden bezeichnen wir diese Formen fortschreitend 
m i t / 5 , / : , / « / / . Esgilt: 

(72) /^ = -dAf - XI'П" - Xya'j + Xl\col - col) ' 

/," = -dAf - Xfn^^ - Х1Щ + Я (̂ш^ - шЭ ' 
/ ; = -Alf - i « ; r f - i«/ßj + ц^ц - Ю«), 
/," = ~All'^ - l^^'Ti'> - Ц^П] + Ц^Щ - ш^). 

Wenn wir mit Hilfe der Gleichungen (72) für àXf, dAJ«, dl«*", dl^« in die Gleichung 
(70) einsetzen, dann bekommen wir mit Benützung von (45), (56) folgende Relation: 

(73) 1^'/^ + Xrr, - Ц'П - i m = 0 [mod. ß5 für i Ф p, 

mod. Q) für j Ф q, mod. {dcpl" + cp^'Q^ mod. {é(p{* + ^5"««)] . 

Betrachten wir nun den Fall p = \, q = 2. Dann folgt: 

l?fr + lVf2 - l\Tv - iVn = 0 [mod. Q] für j + 2] . 

Weiter untersuchen wir den Fall p = 1, g > 2 (g ist fest). Dann bekommen wir: 

^im + AtV; - lim - m i = о [mod. (d,?> /̂ + . / /о«) , mod. Щ für j^q-\. 

Endlich betrachten wir den Fall p = 2, ^ > 2 (^ ist fest). Es folgt: 

K'fl + ^ffl - KTi - Äf// = 0 [mod. (dcpf + cp':^Q% mod. Q] für j ^ q\ , 

Ähnlich kann man die Fälle ^ = 1, p = 2; ^ = 1, /? > 2; ^ = 2, p > 2 betrachten. 
Bei der Gültigkeit von (45) enthält in allen Fällen das zu den Gleichungen (51), 

(52), (58), (60), (62), (66), (68) assoziierte System (4m^ - 3m) Gleichungen und 
q = Arn^ ~ 4m^ — m — 1 unabhängige Formen. Diese Formen kann man mit 
Hilfe des Cartanschen Lemma mittels N = \m^{Am^ — m ~ 5) — m Parameter 
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berechnen. Die Matrix der Koeffizienten des zum System S gehörigen Polarsystems 
hat im Allgemeinen den Rang (4m^ — 3m). Jede der Formen (69i), (69j) ist gerade in 
einer Gleichung (68) enthalten. Es gilt: 

5i = 52 = . . . = 5,„_j = 4/72^ — 3/?7 , S,„ = 3/71^ — 4m — 1 . 

Für die Cartansche Zahl bekommen wir 

Si + 252 + •.. + {jn — 1) 5„,_| + m5,„ = \m^{4m^ — m — 5) — m . 

Das System ist in der Involution, die Lösung hängt von den 3m^ — 4m — 1 Funk
tionen von m Veränderlichen ab. 

Im Abschnitt g) haben wir m > 2 vorausgesetzt. Durch die leichte Berechnung 
kann man finden, daß die angeführten Sätze über die Allgemeinheit der Lösung auch 
für m = 2 gelten. Die Gleichungen (62), (66) haben in diesem Falle keinen Sinn. 
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