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PROJEKTIVE ABBILDUNG VON MODULN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 26. September 1972)

Zu klassischen Ergebnissen der projektiven Geometrie gehdrt der sogenannte
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie: Jeder Isomorphismus von Verbédnden,
die von den Unterrdumen zweier Vektorrdume erzeugt sind (sonst auch projektive
Abbildung), wird durch die halblineare Abbildung dieser Raume induziert. (Zum
Beweis siehe z. B. [1].)

L. A. SKOrRNJAKOV verallgemeinerte diesen Satz fiir die Kategorie von Moduln.
Bevor wir das Grundergebnis von [ 3] zitieren werden, seien zwei Definitionen erinnert.

Es gebe linke unitdre Moduln M, N iiber den Ringen R, Q mit Einselementen, kurz
(R, M), (Q,N). (Im folgenden wird stets unter M ein R-Modul und unter N ein
Q-Modul verstanden.) Die projektive Abbildung von Moduln M, N ist ein Isomor-
phismus von Verbidnden, die von den Untermoduln der obigen Moduln erzeugt sind,
der die bijektive Abbildung der Menge monogener Untermoduln aus M auf die
Menge monogener Untermoduln aus N induziert, wobei es mindestens einen durch
das freie Element erzeugten Untermodul aus M gibt, dem ein durch das freie Element
erzeugter Untermodul aus N entspricht.

Der Modul M wird als zuldssig bezeichnet, wenn folgende Bedingungen gelten:

1. Fiir alle x, y, z€ M gibt es ein freies Element w e M derart, dass (Rx + Ry +
+ Rz) n Rw = o gilt.

2. Sind x, y, u € M freie Elemente, te€ M und Rx n Ry % o, Ru n Rt % o, so gibt
es ein freies Element we M derart, dass Rw N Rt = RwnNn Rx = Rwn Ry =
= Rwn Ru = o gilt.

Das Theorem von [3] lautet dann: R sei ein Ring mit Einselement 1, der die nach-
stehende Bedingung erfiilt:

(P) Gilt ap = 1 fiir gewisse Elemente o, f € R, so existiert ein Element y € R derart,

dass yu = 1 ist.
Es seien ferner (R, M) ein zuldssiger Modul und (Q, N) ein Modul. Dann wird

jede projektive Abbildung vom Modul (R, M) auf den Modul (Q, N) durch die
halblineare Abbildung von Moduln (R, M), (Q, N) induziert.
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In [2] wird gezeigt, dass in diesem Theorem die Voraussetzung (P) nicht notwendig
ist und das Theorem wird hier auf eine breitere Modulnklasse ferallgemeinert.

Der vorliegende Artikel kniipft an die zitierten Arbeiten an und verallgemeinert
diese noch weiter. Im ersten Teil werden notwendige Begriffe wie z. B. vollstindiger
Untermodul vom Modul M, relativ-freies Element, A-freies und freies Element im
Modul eingefiihrt. Es wird weiter eine vollstindige Gruppe vom Modul M definiert
und mit deren Hilfe zu jedem Modul, der ein relativ-freies Element enthilt, ein zu-
geordneter Modul konstruiert. Durch die Definition 3 wird die projektive Abbildung
etwas allgemeiner als in [3] definiert, da sich diese nicht nur auf die Betrachtung von
Moduln mit freien Elementen beschriankt. Die Definition 4 erklart, wann die pro-
jektive Abbildung von Moduln durch den Isomorphismus deren vollstindigen
Gruppen induziert ist.

Der zweite Teil wurde der Verallgemeinerung des Satzes von Skornjakov gewidmet.
Durch die Definition 7 werden die relativ-zulassigen Moduln eingefiihrt: Sind alle
vollstindigen Untermoduln von Modul M isomorph, so ist M relativ-zuldssig, wenn
er dhnlichen Bedingungen wie der zuldssige Modul genligt, in welchen jedoch freie
Elemente durch relativ-freie ersetzt werden. Das resultierende Theorem lautet dann:
Jede projektive Abbildung vom relativ-zulissigen Modul (R, M) auf den Modul
(Q, N) wird durch eine halblineare Abbildung von zu (R, M), (Q, N) zugeordneten
Moduln induziert.

Der Bewies von diesem Theorem verlauft nach dem Schema der Beweisfiihrung
zum Satz von Skornjakov aus [3]. Zum Schluss werden noch einige Forderungen
des bewiesenen Theorems angegeben.

I

Die Bezeichnungen (R, M), (Q, N), gegebenenfalls nur M, N, bedeuten jeweils
linke unitire Moduln M, N iiber den Ringen R, Q mit Einselementen. Es gebe also
einen Modul M. Jedes Element x € M erzeugt einen monogenen Untermodul Rx.
Der Anullator A(S) einer Untermenge S & M wird erklirt als eine Menge aller
Elemente « € R, fiir die aS = o gilt. Jeder Anullator stellt ein Linksideal von Ring R
dar. Fiir jedes x € M bezeichnen wir mit M, die Menge aller Elemente t € M, fiir die
A(x)  A(t) gilt. Fir jede y, ze M, ist A(x) £ A(y — z) und demnach y — ze M,.
Die Menge M, ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von Modul M.

Satz 1. Fiir monogene Untermoduln U, Vvom Modul M sind folgende Behauptun-
gen dquivalent:

(a) Es existiert ein Homomorphismus (Isomorphismus) von Modul U auf V.

(b) Es existieren erzeugende Elemente u, v von Moduln U,V derart, dass A(u) =
c A(v) (A(u) = A(v)) ist.
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Beweis. (a) = (b). Es sei ¢ ein Homomorphismus vom Modul U auf V. Da U
monogen ist, gibt es ein Element u € U derart, dass U = Ru. Setzt man nun u¢p = v,
so ergibt sich A(u) & A(v) und V = Ru. Ist speziell ¢ ein Isomorphismus, so ist u =
= vp~* und daraus A(v) < A(u).

(b) = (a). Es gelten folgende Beziehungen: A(u) < A(v), U = Ru, V = Rov. Fiir
jedes o€ R wird (au) ¢ = av gesetzt. Somit ist die Abbildung von der Menge Ru
auf Ru definiert, da aus der Beziehung au = fu und vermdge A(u) < A(v) folgt
(eu) ¢ = av = (Bu) ¢ = Pv. Die Abbildung ¢ stellt offensichtlich einen Homomor-
phismus dar. Ist A(u) = A(v), so ergibt sich aus av = o die Beziehung ou = o, so
dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Satz 2. Es sei S = Ru ein von einem Element u € M erzeugter monogener Unter-
modul. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

(a) Es existiert ein Homomorphismus von Modul S auf einen beliebigen monogenen
Untermodul aus M.

(b) In jedem monogenen Untermodul P aus M gibt es ein Element y € M,, P = Ry.

Der Beweis wird durch Anwendung des Satzes 1 vollbracht.

Definition 1. Ein monogener die dquivalenten Forderungen (a), (b) des Satzes 2
erfiillender Untermodul heisst vollstindig. Ein Element x € M heisst relativ-frei
in M genau dann, wenn es einen vollstindigen Untermodul vom Modul M erzeugt.
Ein Element x € M ist A-frei bzw. frei, wenn M, = M bzw. A(x) = o gilt.

Bemerkung 1. Jedes A-freie Element ist relativ-frei und jedes freie Element ist A-frei.

Definition 2. Eine Gruppe M, wird genau dann vollstidig genannt, wenn das
Element x relativ-frei ist.

Satz 3. a) Ist M, eine vollstindige Gruppe von Modul M und gilt M, = M,,
so ist y ein relativ-freies Element vom Modul M.

b) Ein Element x € M ist genau dann A-frei, wenn A(x) = A(M). Ein relativ-
freies Element x € M ist genau dann A-frei, wenn A(x) ein zweiseitiges Ideal in R
ist.

¢) Enthdlt der Modul M ein A-freies Element x, so sind alle vollstindigen
Untermoduln aus M isomorph.

Beweis. a) Aus der Bezichung M, = M, ergibt sich A(x) = A(y). Die Moduln
Rx, Ry sind nach Satz 1 isomorph. Der Modul Ry ist nach Satz 2 vollstindig und das
Element y ist relativ-frei.
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b) Ist M, = M, so gilt A(x) < A(y) fiir alle y e M und danach A(x) = A(M).
Es gilt zugleich A(M) < A(x) und man erhélt A(x) = A(M). Ist umgekehrt A(x) =
= A(M), so ist A(x) y = o fiir beliebiges Element y € M und folglich M, = M. Der
Anullator A(M) stellt ein zweiseitiges Ideal in R dar. Nehmen wir nun an, dass ein
Anullator A(x) eines relativ-freien Elements x € M ein zweiseitiges Ideal in R ist und
wahlen wir ein Element y € M. Hiernach besteht ein Homomorphismus ¢ vom Mo-
dul Rx auf Ry, wo x'¢ = y und x’ = ax fiir gewisses a € R. Da A(x) a = A(x) ist,
gilt A(x) y = A(x) (ax¢) = (A(x) «) x¢ = o und man erhilt A(x) € A(y), ye M,.

c) Es gebe ein A-freies Element x € M und wihlen wir hierzu beliebige vollstindige
Untermoduln U, V aus M. Es existiert ein Homomorphismus ¢, von Modul ¥ auf Rx.
Ist vp, = x, so folgt V = Rv. Ahnlich existiert ein Homomorphismus ¢, von Modul U
auf V. Wenn u¢, = v ist, so Ru = U. Die Abbildung ¢,¢, ist ein Homomorphismus
von U auf Rx und es gilt up,p, = vp, = x. Nach Satz 1 ist A(u) = A(v) S A(x)
und nach b) gilt A(u) = A(v) = A(x). Die Moduln U, V sind isomorph.

Satz 4. Es seien M, eine vollstindige Gruppe von Modul M und S, S’ zwei Unter-
moduln aus M. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

@) Scs (S=5)
(b) M,nSEM, NS (MynS=M,nS)

Beweis. Der Beweis wird bloss in der Richtung (b) = (a) durchgefiihrt. Als
gelted werde vorausgesetzt M, NS & M, NS’ und es gebe ein Element se S,
s ¢ S’. Im modul Rs gibt es ein Element u € M, derart, dass Rs = Ru. Offensichtlich
ue M, n S. Nach der Voraussetzung ist auch ue M, n S’ und Ru < §’, d. h.
se S’ was jedoch ein Widerspruch ist. Somit gilt S = S’. Der weitere Teil des Be-
weises ist evident. ‘

Es sei M, eine vollstindige Gruppe vom Modul M. Eine Menge R, von Elementen
¢ eR, fiir die A(x) &  A(x) gilt, stellt einen Unterring mit Eins in R dar und A(x)
ist ein zweiseitiges Ideal in R,. Bezeichnen wir mit R, = R,/A(x) den zugehdrigen
Restklassenring und mit & = & + A(x), & € R, seine Elemente. Wenn x ein A-freies
Element in M ist, so gilt R, = R, wenn x ein freies Element ist, so gilt R, = R. Fiir
jede ue M,, Ee R, wird &u = fu gesetzt. Diese Definition ist sinnvoll: Werde
vorausgesetzt, dass £ = ji. Dann existiert ein Element o € A(x) derart,dass u = & + o
und man erhélt ju = (¢ + o) u = &u. Wihlen wir ein beliebiges Element o € A(x).
Dann gilt «(éu) = aéu. Da £ € R, ist, gilt af € A(x) und mithin a(éu) = o. Hieraus
ergeben sich weiter A(x) < A(éu) und &u € M,. Die Gruppe M, mit der eben einge-
fiihrten dusseren Operation stellt einen unitaren R,-Modul dar, den wir mit (Rx, M,,)
bezeichnen und zum Modul (R, M) zugeordnet benennen. Ist x ein freies Element
im Modul M, so gilt (R, M) = (R,, M.). Ist ein Element u € M, relativ-frei im Modul M,
so ist es frei im (R, M,). Ein zu (R,, M,) zugeordneter Modul ist wiederum (R,, M,)-
Ist S ein Untermodul im M, so ist S N M, ein Untermodul im (R,, M,). Wenn fiir
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einu € M, die Beziehung M — M, gilt, so ist M, n Ru = R,u: Die Inklusion R,u <
S M, n Ru ist offensichtlich, denn M, N Ru ist ein R,-Modul. Es sei umgekehrt ein
Element v = ou € M, gegeben, Da A(x) = A(u)ist, gilt A(u) € A(ew), d. h. A(u) o
€ A(u) und A(x) @ < A(x). Folglich ist « € R, und v = ou = du € R,u. Es erweist
sich aus dem Beispiel am Schluss des ersten Teiles, dass die Gleichheit R,u = M, N
N Ru im Falle M, = M, nicht gelten muss.

Definition 3. Es gebe unitire Moduln M, N und bezeichnen wir mit L(M), L(N) die
Verbande deren Untermoduln mit den Operationen N, +. Ein Isomorphismus von
Verbinden L(M), L(N), der eine bijektive Abbildung von Mengen monogener Unter-
moduln aus M, N induziert, wird eine projektive Abbildung von Moduln M, N
genannt. Wenn eine projektive Abbildung von Moduln M, N existiert, so heissen
diese Moduln projektiv 4quivalent. Eine projektive Abbildung vom Modul M auf M
wird autoprojektiv genannt.

Bemerkung 2. Ist M, eine vollstindige Gruppe vom Modul M, so existiert fiir jeden
monogenen Untermodul U aus M ein u € M, derart, dass Ru = U. Jeder Unter-
modul S aus M stellt die Summe monogener Untermoduln dar und lasst sich in der
Form S = Y, Ru, schreiben, wo u, € M, fiir alle v e J gilt.

veJ

Definition 4. Die projektive Abbildung % von Moduln M, N ist induziert durch den
Isomorphismus o deren vollstindigen Gruppen M,, N,, wenn fiir jeden Untermodul
S =Y Ru,, u, € M, die Beziehung S* = Y QuJ gilt.

veJ veJ

Satz 5. Es sei o ein Isomorphismus vollstdndiger Gruppen M,, M, von Moduln

M, N. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

(a) o induziert die projektive Abbildung von Moduln M, N.
(b) Fiir beliebige u, € M, gilt [M, n (Y. Ru,)]” = N, n (Y QuS).
veJ veJ

Beweis. (a) = (b). Nehmen wir an, dass der Isomorphismus ¢ die projektive
Abbildung % von Moduln M, N induziert und dass u € M, N (Z Ruv), u, € M, ist.

veJ

Dann ist ue M, und u” € N,. Es gilt zugleich u e Z Ru, und folglich auch Ru <
S Y Ru,. Ferner gilt nach den Definitionen 3,4: (Ru)" = Qu°, (Y Ru)* = Z Quy

veJ veJ

und (Ru)* (Z Ru,)*. Somit gilt Qu° < Z Qul, ue Z Qu¢ und man erhalt
M, (ZRu )] SN,n (Z Qus). Essc1umgekehrtemElementveN N (Z Quy)
gegeben. Dann gibt es ein Elcment u € M, derart, dass 4° = v, d. h. Qu° < Z Qu;

veJ
ist. Dabei gilt (Ru)* = Qu°, (ZRu) = z Qu’ ung somit Ru £ ) Ru,. Man
veJ

erhdlt ueM, m(ZRu) und :4 e[M n(ZRu)]” Es gilt N, r\(ZQu“)C

c[M.n (VEZ; Ruv)] .
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(b) = (a). Wir werden nachweisen, dass der Isomorphismus ¢ eine projektive
Abbildung » von Moduln M, N vermdge einer Vorschirft Y Ru, — Z QuS, u,e M,

veJ veJ

induziert. Es gebe S =Y Ru, =Y Rv,, wo u,,v,€ M, fiir alle veJ, pe H. Es

veJ neH

gilt M,nS=M,n( Z Ru,) = M, n (z Rv,). Nach der Voraussetzung ist
[M, m(ZRu)] =N, n( ZQu)—[M m(ZRvu)] =N, m(ZQv‘,) Nach
Satz 4 erha]ten wir ). Quf = Z Qu;.. Folglich 1st z Ru, = Y QuS eme Abbildung

veJ peH veJ

vom Verband L(M) in den Verband L(N). Die Bedmgung (b) lasst sich fiir jeden
belicbigen Untermodul S € M in der Form (M, S)” =N, S* schrieben.
Wiihlen wir einen beliebigen Untermodul ¥ = ) Qu,, v, € N,. Da ¢ ein Isomorphis-

veJ

mus der Gruppen M,, N, ist, gibt es fiir alle ve J Elemente u, € M, so beschaffen,
dass u§ = v, ist. Dann gilt (), Ru,)* = Y. Quj = Vund diec Abbildung x ist surjektiv.
veJ

veJ
Setzen wir voraus, dass S* = U* gilt. Hiernach Ny 1 S* = N, n U”* = (M, " S)° =
= (M, n U) und nach Satz 4 ist S = U. Diec Abbildung »x ist bijektiv. Es gebe
Untermoduln S, U aus M derart, dass S < U ist. Dann gilt M,.n S M, nU
und (M, n Sy’ € (M, nU),d. h. N,n S* = N, n U* und S* < U*. x ist ein Iso-
morphismus der Verbande L(M), L(N). Offensichtlich ist x eine projektive Abbildung
von Moduln M, N.

Definition 5. Eine halblineare Abbildung ¢ von Moduln M, N ist soein Iso-
morphismus deren additiven Gruppen, dass fiir alle « € R, x € M die Beziehung
(ax)” = a®'x° gilt, wo ¢’ ein Isomorphismus der Ringe R, Q ist.

Satz 6. Mdge ein Modul M ein A-freies Element x und ein Modul N ein A-freies
Element y enthalten. Jede halblineare Abbildung ¢ von zu M, N zugeordneten
Moduln (R,, M), (Q,, N) induziert eine projektive Abbildung von Moduln M, N.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass jede halblineare Abbildung ¢ von Moduln
(Ry, M), (Q,, N) der Bedingung (b) aus Satz 5 geniigt. Fiir jede ue M, ve N gilt
R.u = Ru, Qv = Qv und folglich (R,u)” = (Ru)” = Q,u° = Qu. Hieraus erhélt man

[Mx N (v; Ruv)]v = (VEZJRuv)q = (équv)a = v; (quv)“ = v; Qyuz = E] Quz =
=N,n (ZJ ouy).

Folgerung. Enthilt ein Modul (R, M) ein A-freies Element x, so ist er mit dem
zugeordneten Modul (R, M) projektiv dquivalent: Wird im Satz 6 Q = R,, N = M
gesetzt, so ist der Modul (R,, M) sowohl zu (R, M) als auch zu (Q, N) zugeordnet,
seine identische Abbildung ist eine halblineare und induziert daher eine projektive
Abbildung von Moduln (R, M), (R,, M).
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Beispiel. Wir wollen zeigen, dass Satz 6 nicht fiir alle, ein relativ-freies Element
enthaltende, Moduln gilt. Es gebe eine Vektorraum V iiber einem Koérper F und
nehmen wir der Einfachheit wegen an, dim V' = 3. Der Ring aller Endomorphismen
vom Raum ¥V wird mit R bezeichnet. Ist S ein Unterraum in ¥ und ¢ € R ein Endo-
morphismus derart, dass Vo =S, so ist die Abbildung S — R¢ ein Isomorphismus
von Verbinden der Unterrdume aus ¥ und Linksidealen aus R. (Vgl. [1]) Es gilt
¥ € Rp genau dann, wenn Vi < Ve ist. Wihlen wir nun einen Homomorphismus
¢ € R so, dass Vo = Fa, a + o und betrachten wir auf dem Ring R die Struktur
eines R-Linksmoduls. Dann lisst sich R¢ als dessen Untermodul auffassen. Bezeich-
nen wir mit ¢ die identische Abbildung von Raum V und setzen wir R/[R¢ = R(x +
+ Rp) = Ri = Rx = M. Das Element x ist in M relativ-frei und es gilt A(x) = Ro.
Betrachten wir ein Element ¢ e R fiir welches V¢ = Fb, V = V¢ @ Ker (&), Fa <
< Ker (¢) gilt. Wird u = ¢&x gesetzt, so folgt A(u) = Ry, woVy = Ker (&). Wegen der
Beziehung Vo < Vy gilt

) A(¥) < A(u).

Wihlen wir einen Unterraum Fc < V derart, dass V = Fa @ Fb @ Fc. Dann kann
jedes Element y e Vin der Formy = a’ + b’ + ¢/, a’ € Fa, b’ € Fb, ¢’ € Fc geschrie-
ben werden.

Wihlen wir ferner einen Unterraum Fz derart, dass Ker (6) = Fa @ Fz und f sei
ein Isomorphismus von Unterrdumen Fa, Fz. Durch die Vorschrift yao = a’f + b’
wird der Endomorphismus o« € R bestimmt. Somit ergibt sich Va = Fz @ Fb,
Ker (o) = Fec, A(ax) = Ry’, woVy' = Fc. Wegen Fc n Fa = ogiltauchRp n Ry’ =
= o und

(2 A(x) N A(xx) = 0.

Ferner ist A(ou) = A(aéx) = Ry", wo V3" = Fa @ Fc. Aus der Beziehung Vo < V3"
ergeben sich weiter Rp < Ry” und

3 A(x) € A (o).

Betrachten wir nun zwei Moduln (R, M), (@, N), wo Q@ = R,, N = M,. Die Tat-
sache, dass der Modul (R,, M,) den beiden Moduln (R, M), (Q, N) zugeordnet ist
erméglicht uns R, = Q,, M, = N, zu setzen. Die identische Abbildung ¢ von Modul
(R, M,) ist seine halblineare Abbildung. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung o
keine projektive Abbildung von Moduln (R, M), (Q, N) induziert. Nach (1) gilt
ueM, und (M, n Ru)’ = M, n Ru, Ny Qu° = M, n Ru = Ru. Nach (3) ist
au € M, und folglich au € M, n Ru. Nach (2) liegt A(x) nicht in A(ax) und demnach
auch A(x) « nicht in A(x) und somit « ¢ R,. Daraus ergibt sich die Beziehung au ¢
¢ R.u. Es gilt also Ru = M, n Ru und daraus (M, Ru)’ + N, n Qu°. Nach
Satz 5 induziert o keine projektive Abbildung von Moduln (R, M), (@, N).
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I

Definition 6. Die Untermoduln M,, ve J von Modul M heissen unabhéingig,
wenn M,. n (Y, M,) = o fiir alle v' € J gilt.
vy’

Definition 7. Der Modul M heisst relativ-zulidssig, wenn:

1. Fiir beliebige monogene Untermoduln A4, B, C aus M ein vollstindiger Modul
S © M derart existiert, dass die Beziehung (A + B + C) n S = o gilt.

2. Alle vollstindige Untermoduln aus M sind isomorph.

3. Es gebe Elemente u, v, w, t € M so beschaffen, dass u relativ-frei ist und M, =
= M,=M,, te M, gilt, wobei Rv n Rw % 0o, Ru n Rt % o. Dann besteht ein
vollstindiger Untermodul S derart, dass SN Ru=SNnRv=SnRw=Sn
N Rt = o.

Besteht in einem relativ-zuldssigen Modul M ein A-freies bzw. freies Element,
so heisst er A-zulassig bzw. zuldssig.

Bemerkung 3. Enthilt ein Modul M ein A-freies Element, so sind nach Satz 3c)
alle vollstindigen Moduln aus M isomorph. Die in der Definition 7 und in [3] iiber
den zulédssigen Modul angefiihrten Definitionen sind dquivalent.

Bemerkung 4. Ist M, eine vollstindige Gruppe von relativ-zuldssigen Modul M, so
besteht in jedem vollstandigen Untermodul S aus M ein Element u derart, dass M, =
= M,. Dem einem relativ-zuldssigen Modul (R, M) zugeordnete Modul (R,, M,)
ist zulissig.

Satz 7. Es gebe x, y,z€ M derart, dass ye M,, Rx n (Ry + Rz) = 0. Dann
gilt R(y — z) = (Ry + Rz) n [R(x — y) + R(x — z)].

Beweis. Wir setzen L = (Ry + Rz) n [R(x — y) + R(x — z)]. Es gilt natiirlich
R(y — z) £ L. Wihlen wir ein beliebiges Element a € L. Dann existieren o, B, &, neR
derart, dass a = ay + Pz = &(x — y) + n(x — z) gilt. Hieraus erhalten wir
E+nx=(+&y+(B+n)z Nach der Voraussetzung gilt (¢ + 1) x = o,
d. h. & + ne A(x) und auch & + n e A(y). Demnach gilt a = —nx + 1y + nx —
—nz=1n(y — z)und ae R(y — z).

Ahnlich beweisen wir auch folgende Sitze:

Satz 8. Es seien Rx, Ry, Rz unabhdngige Untermoduln von M und yeM,.
Dann gilt R(x — y — z) = [R(x — y) + Rz] n [R(x — z) + Ry].

Satz 9. Es gebe Elemente x,y,ze M und Rx n(Ry + Rz) = 0. Danp gilt
R(y +2z)=(Ry + Rz)n[R(x — y — 2) + Rx].

33



Satz 10. Es sei x eine projektive Abbildung von Moduln M, N. Ferner seien
Elemente x € M, y € M, gegeben, fiir die Rx n Ry = o gilt und setzen wir hierzu
(Rx)* = Qx'. Dann besteht ein einziges Element y' = h(x, x', y) € N,., fiir welches
(Ry) = Qy', [R(x = y)]" = O(x' — y') gilt.

Der Beweis wurde in [2] gegeben.

Bemerkung 5. In den Sitzen 11 bis 15 durchwegs wird eine projektive Abbildung
von Moduln M, N gegeben und die Giiltigkeit von (Rx)* = Qx’ fiir gewisses x € M
wird vorausgesetzt. Die Funktion h behalt sich stets den im Satz 10 angegebenen
Sinn.

Satz 11. Es gebe Elemente x,ye M und Rx n Ry = 0o, M, = M,. Dann ist
y' = h(x,x’, y) genau dann, wenn x' = h(y, ¥, x) ist. (Der Beweis wurde in [2]
gegeben.)

Satz 12. Es gebe Elemente x, y, z € M derart, dass die Untermoduln Rx, Ry, Rz
unabhéngig sind und M, = M, = M, ist. Aus den Gleichheiten y’ = h(x, x', y),
z’ = h(x, X', z) erhalten wir z' = h(y, y', z).

Beweis. Ausgehend von den Annahmen des Satzes sind alle Ausdriicke definie-
ren und fir die Elemente x, y, z kann man vom Satz 7 Gebrauch machen. Die
Moduln Qx’, Qy’, Qz' sind unabhingig und y’ € N,.. Wiederum koénnen wir fiir
Elemente x’, y’, z/ vom Satz 7 Gebrauch machen. Der Beweis verlauft dann ganz
analog zum Beweis der Behauptung (4) in [1], Kap. III, § 1.

Satz 13. Es gebe Elemente x, y,z€ M und Rx n (Ry + Rz) = o, y,z€ M,. Es
bestehe ein Element we M derart, dass (Rx + Ry + Rz) n Rw =0 und M, = M,,
ist. Dann gilt h(x, x', y + z) = h(x, X', y) + h(x, x', z).

Beweis. Setzen wir )’ = h(x,x’,y), z’ = h(x, x’, z). Wegen y + ze M, und
Rx " R(y + z) = o ist der Ausdruck h(x, x’, y + z) sinnvoll. Sind die Moduln
Rx, Ry, Rz unabhingig, so sind solche auch die Moduln Qx’, Qy’, Oz’ und y’ € N,..
Unter Anwendung von Sitzen 8, 9 beweisen wir dhnlich wie in [3], dass y’ + 2z’ =
= h(x, x', y + z) ist. Es mSgen die Elemente x, y, z€ M die Voraussetzungen des
Satzes erfiillen. Jede von den folgenden Modulntripeln ist von unabhingigen Moduln
erzeugt: Rx, R(y + z), Rw und Rx, Rz, R(w + y) und Rx, Ry, Rw. Wegen der
Beziehungen Rx N Rw = o und M, = M,, ist der Ausdruck h(x, x’, w) sinnvoll und
nach dem obigen Teil gilt h(x, x', w) + h(x,x, y + z) =h(x,x,y +z +w).
Wegen w + y e M, gelten analog h(x, x’, w + y) + h(x,x',z) = h(x, x', y + z +
+ w) und h(x,x,w + y) = h(x x', w) + h(x, x', y). Nach der Verglelchung der
Gleichungen erhalten wir y' + z' = h(x, X,y + z). :

Satz 14. Es seien Rx, Ry, Rz unabhdingige Untermoduln aus M, M, < M, c M,
und nehmen wir an, es existiert ein Element w € M derart, dass (Rx + Ry + Rz) N
ARw =0, M, = M, Ist y = h(x, x', y), so-ist h(x, x", z) = h(y, y', z)- oy
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Beweis. Die Ausdriicke y' = h(x, X', y), h(x, x', z), h(y, ', z), w' = h(x, x', w),
z' = h(w, ', z) sind sinnvoll. Die Moduln Rx, Ry, Rw sind unabhiingig, es gilt
M, & M, = M,, und nach Satz 12 folgt y' = h(w, w’, y). Die Moduln Rz, Ry, Rw
sind unabhéngig, es gilt M, € M, = M,, und nach Satz 12 folgt z’ = h(y, ', z).
Unter Anwendung vom Satz 11 und unter weiterer Anwendung vom Satz 12 ergibt
sich dann die resultierende Gleichheit.

Satz 15. Es seien M eine relativ-zuldssiger Modul, x € M ein relativ-freies Ele-
ment und y, z, t € M, Elemente derart gegeben, dass M, = M, = M, und Rx n
ARy =Rxn Rz =Ryn Rt =Rz Rt = o ist. Setzt man y' = h(x,x', y), z’ =
= h(x, x', z), so gilt h(y, y', t) = h(z, ', ).

Beweis. a) Nehmen wir an, dass Rx n Rt = o gilt. Dann ist der Ausdruck
h(x, x', t) sinnvoll. Die Moduln Rx, Ry, Rt sind unabhéngig und es gilt die Bezie-
hung M, € M,  M,. Nach der Definition 7 und Bemerkung 4 gibt es ein Element
we M derart, dass M,, = M, und (Rx + Ry + Rt) n Rw = o ist. Somit sind die
Voraussetzungen des Satzes 14 erfiillt und es gilt daher h(x, x', 1) = h(y, y’, t).
Auf analogem Wege beweisen wir die Gleichheit h(x, x', t) = h(z, z/, ©).

b) Nehmen wir an, dass Ry n Rz = o ist. Unter Anwendung vom Satz 14 ergibt
sich h(x, x', z) = h(y, y', z), unter Anwendung vom Satz 11 dann y’ = h(z, 2/, y)
und unter weiterer Anwendung vom Satz 14 folgt die resultierende Gleichheit.

¢) Betrachten wir noch die iibriggebliebene Moglichkeit Ry N Rz = o, Rx n Rt #
=+ 0. Nach der Definition 7 gibt es einen vollstindigen Modul S, fiir den die Bezie-
hungen SN Rx = SN Ry = Sn Rz = S n Rt = o gelten. Nach der Bemerkung 4
existiert ein Element w € S derart, dass M,, = M,, ist. Fir die Elemente w, y, z, t ist
es moglich das Ergebnis von a) anzuwenden, wo man das Element x durch das Ele-
ment w ersetzt und danach die resultierende Gleichheit erhélt.

Theorem. Jede projektive Abbildung vom relativ-zulissigen Modul (R, M) auf
den Modul (Q, N) ist mittels einer halblinearen Abbildung von zu (R, M), (Q, N)
zugeordneten Moduln induziert.

Beweis. Es sei % eine projektive Abbildung vom relativ-zulassigen Modul M auf
den Modul N. Wahlen wir ein relativ-freies Element x € M und ein Element x’ € N
derart, dass (Rx)* = Qx’ gilt. Es gebe ein belicbiges Element f € M, und betrachten
wir ein Element w € M derart, dass M, = M,,, (Rx + Rf) n Rw = o ist. Setzen wir
nach Satz 10 w' = h(x, x’, w) und * = h(w, w’, t). Offenbar ist 1° € N,...

a) o ist die Abbildung von der Gruppe M, in die Gruppe N,.. Wahlen wir ein
anderes Element z € M der Eingeschaften M, = M,, (Rx + Rf) n Rz = o und setzen
wir 2/ = h(x, x', z). Die Elemente x, w, z, t geniigen den Forderungen des Satzes 15
und es gilt mithin h(z, z', t) = h(w, ', t) = t°. Speziell fiir ¢ = x folgt aus der Be-
ziehung w' = h(x, x’, w) die Gleichheit x’ = h(w, w’, x) = x°. Jeder monogene Modul S
aus M lasst sich in der Form S = Ry schreiben;:wo y € M, ist. Nach Satz 10 erhalt
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man
1) (Ryy*=0y°, ¥’ eN..

b) Die Gruppe N, ist eine vollstindige Gruppe vom Modul N. Wahlen wir einen
beliebigen monogenen Untermodul Qu des Moduls N. Es gibt einen Untermodul Ry
aus M derart, dass (Ry)* = Ru, y € M,. Nach (1) ist dann Qu = Q)°, y° € N, und
nach der Definition 2 ist die Gruppe N,. vollstindig.

c) Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus der Gruppe M, in N,.. Es gebe
beliebige Elemente y, ze M, und wihlen wir ein Element we M derart, dass
(Rx + Ry + Rz) n Rw = o, M, = M,, ist und setzen wir w' = h(x, x’, w). Es gibt
ein Element me M, M,, = M,, (Rw + Ry + Rz) n Rm = o. Nach dem Satz 13
gilt dann h(w, W', y + z) = (y + 2)” = h(w, W', y) + h(w, W', z) = y° + z°.

d) Die Abbildung o ist surjektiv.

Wihlen wir ein beliebiges Element b € N,.. Es existiert ein monogener Unter-
modul T aus M derart, dass T = Qb und nach der Definition 7 gibt es einen voll-
standigen Untermodul S < M, fiir den

@ . Rx+T)nS=o0

gilt. Im Modul S existiert ein Element v, fiir das S = Rv, M, = M, gilt. Nach Satz 11
ergibt sich N, = N,., woraus wir

€) beN,.

erhalten. Bezeichnen wir mit Ra einen Untermodul derart, dass (Ra)* = Q(v° + b)
ist. Es sei u e Q(v” + b) n Qb = (Ra)* n T* Dann gibt es Elemente &, 7 € Q, fiir
welche u = & + &b = nb gilt. Da nach (2) und (1) (Ro)*NnT* = Qv n Qb =0
ist, gilt &0” = (n — &) b = o. Hieraus ergibt sich ¢ € A(v”) und nach (3) dann ¢ € A(b),
d. h. ¢b = nb = o. Daher ist u = o und wir erhalten

) . (Ra*nT*=0, RanT=o. B
Weiter gilt .
) (Ra)* = Qv + b) S Qv° + Qb = (Rvo)* + T* = (Rv + T)*.

Offenbar gilt auch (Ra + T)* = Q(v* + b) + Qb 2 Qv° = (Rv)*, d. h. Rv g
< Ra + T. Es existieren a € R, t, € T derart, dass

() v=oa+t.

Ist £ e A(v), so ist &(wa) + &t; = o und aus (4) folgt ¢(xa) = o und & € A(aa). Es
gilt somit A(v) & A(xa) und daher

) aaeM,=M,.
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Nach (5) ist Ra < Rv + T und folglich @ = fv + t,, e R, t, € T. Nach Einsetzen
aus (6) erhalten wir nach (4) @ — faa = ft, +t, = 0 also a = faa und Ra =
= R(oa). Weiter gilt

®) oaa = affv + at, .

Einsetzen in (6) ergibt dann v = ofv + t; + at, und nach (2) (1 — af)v =t; +
+ at, = o. Daher ist v = ofv und nach Einsetzen in (8) erhilt man aa = v + at,.
Es gilt ve M, und nach (7) auch aa € M,, daher at, € M,. Mann erhilt (Ra)* =
= (R(xa))* = [R(o + at)J* = Qo + 2ty = 00" + (aia)) = 0@ + ) und
hieraus schliesslich b — («t,)” € (Ra)*. Es gilt zugleich R(at,) = T, [R(at,)]* =
= Q(at,)” < T* und (at,)” € T*. Demnach ist b — (at,)” € T*. Nach (4) ist dann
b — (aty)” € (Ra)* N T* = o, was das bedeutet, dass b = (at,)” gilt.

e) Die Abbildung o ist ein Isomorphismus von Gruppen M,, N,.. Es sei 1 = o.
Nach (1) ist dann (Rt)* = Qt° = 0. Da x eine projektive Abbildung darstellt, gilt
Rt =ound t = o.

f) Die Abbildung o ist eine halblineare Abbildung von Moduln (R,, M), (Q.e,
N,o).

Der Modul (R,, M,) ist nach der Bemerkung 4 zulissig und jedes Element w € M,
derart, dass M,, = M, ist, ist in diesem Modul frei. Da N,. eine vollstindige Gruppe
von Modul (Q, N) ist, ist auch jede Element w’ € N, der Eingeschaft N,,, = N,., im
Modul (Q,., N,.) frei. Es gebe ein Element te(R,, M,), M, = M, und &€R,.
Dann ist R(@) < Rt und es gilt [R(a)]* = Q(a)” < (Rt)* = Qt°. Aus der Gleich-
heit M, = M, folgt N,, = N, und ¢’ ist frei im Modul (Q,., N,-). Das bedeutet,
dass N, n Qt° = Q..t° gilt. Wegen (&)” € N, n Qt° muss ein Element g(&, t) € Q.
derart existieren, dass (af)” = g(&, ) ¢° gilt. Da das Element ¢° in (Q,., N,.) frei ist,
ist das Element g(&, t) eindeutig bestimmt. In Analogie zu [3] beweisen wir, dass das
Element g(&, t) nur von der Wahl des Elementes & abhingt, d. h. dass fiir beliebige
freie Elemente u, v e M, die Bezichung g(&, u) = g(&, v) gilt. Man kann also &’ =
= g(&, 1) setzen. Analog zu [3] beweisen wir weiter, dass ¢’ ein Isomorphismus von
Ringen R, Q.. ist und fiir beliebige Elemente & € R,, t € M, die Behauptung (&f)° =
= a’t° gilt.

g) Die halblineare Abbildung ¢ induziert die projektive Abbildung x.

Es sei S =) Ru,, u,€ M, ein Untermodul aus M. Da der Verband L(M) voll-

veJ

standig ist, gilt S* = (¥ Ru,)* = ¥ (Ru,)*. Nach (1) ist dann S* = ) Qu{ und nach
veJ veJ veJ

der Definition 4 induziert o die projektive Abbildung x.

Folgerung. Alle vollstindigen Gruppen vom relativ-zuldssigen Modul sind isomorph
und alle zu dessen relativ-freien Elementen x zugehorigen Ringe R, sind isomorph:
Wihlen wir zwei zugeordnete Moduln (R,, M), (R,» M,) vom relativ-zulssigen
Modul (R, M). Setzen wir @ = R, N = M. Dann kann (R, M,) als zu (R, M) und
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(R, M,) zu (Q, N) zugeordnet aufgefasst werden. Eine identische projektive Ab-
bildung vom Modul (R, M) ist dann nach dem Theorem durch eine halblineare
Abbildung von Moduln (R, M,) und (R,, M,) induziert, woraus sich unsere Be-
hauptung sofort ergibt.

Bemerkung 6. Es lisst sich zeigen, dass ein Modul, der mit einem relativ-zulissigen
Modul projektiv dquivalent ist, auch relativ-zuldssig ist. Natiirlich ein Modul, der
mit einem zuldssigen Modul projektiv dquivalent ist, braucht nicht mehr zuléssig zu
sein. (z. B. die Folgerung nach dem Satz 6.) Diese Situation tritt jedoch ein, wenn der
Modul N ein freies Element anthélt. In der Arbeit [3] von Skornjakov wird nur
dieser Spezialfall betrachtet.

Es gebe einen relativ-zulassigen Modul (R, M) und einen zu ihm zugeordneten
Modul (R,, M,). Bezeichnen wir mit P(M) die Gruppe autoprojektiver Abbildungen
vom Modul (R, M), mit P(M,) die Gruppe autoprojektiver Abbildungen vom Modul
(R, M) und mit PL(M,) die Gruppe halblinearer Abbildungen vom Modul (R,, M,).
Jede halblineare Abbildung ¢ vom Modul (R, M,) induziert nach Satz 6 eine projek-
tive Abbildung x, vom Modul (R, M,). Die Abbildung ¢ — », ist nach Theorem ein
Homomorphismus von Gruppe PL(M,) auf die Gruppe P(M,). Der Kern dieses
Homomorphismus wird mit K(M,) bezeichnet. Die halblinearen Abbildungen o
aus PL(M,), die die projektive Abbildung x, von Modul (R, M) induzieren, erzeugen
die Untergruppe PLvon Gruppe PL(M,). Die Abbildung ¢ — %, stellt einen Homo-
morphismus von der Gruppe PL auf die Gruppe P(M) dar. Der Kern dieses Homo-
morphismus wird mit K(M) bezeichnet.

Satz 16. Es sei (R, M) ein relativ-zuldssiger Modul und (R,, M,) der zu ihm
zugeordneter Modul. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

(a) Die Abbildung o ist durch folgende Vorschrift bestimmt: u — Eu fiir ein
beliebiges Element ue M,, wo £ € R, ein festes Element ist, zu dem ein Element
(&)~" derart existiert, dass (&)™ = (§)71E=T.

(b) o € K(M).

(c) oeK(M,).

Beweis. (a) = (c). Die Abbildung o ist ein Automorphismus von der Gruppe M,.
Die Abbildung ¢’ vom Ring R, welche durch die Vorschrift: a” = (€)™, e R,
bestimmt ist, stellt einen Automorphismus vom Ring R, dar. Fiir beliebige & € R,,
ueM, git (au)” = Eau = Ea(&)™ &u = @ u°. Die Abbildung o ist eine halblineare
Abbildung von Modul (Rx, M.). Aus den Beziehungen

1) w =8, u=>E 1

ergibt sich dann R.u = R.u°. Es sei x, eine projektive Abbildung vom Modul

(R, M), die durch ¢ induziert wird. Dann ist (R,u)*'* = R,u und fiir einen beliebigen

Untermodul S aus (Rx, M) gilt S = (Y R, )" = ¥ (Ru,)"" = ¥ Ru, = S.
veJ veJ veJ .

Hieraus folgt o € K(M)-
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() = (a). Es seien ¢ € K(M,) und x;, eine durch die Abbildung ¢ induzierte pro-
jektive Abbildung. Dann gilt (qu)""’ = R.u’ = R.u fiir ein beliebiges u € M,. Es
gibt also ein Element &, € R, derart, dass u® = £,u ist. Nehmen wir zunichst an, dass
R.u n R.x = o gilt. Das Element x + u ist im Modul (R, M,) frei. Da ¢ ein Auto-
morphismus von Gruppe M, ist, erhalten wir (u + x)* = &, (u + x) = &, ,u +
+ Epxx = u’ + x° = Eu + Exundhierausdann (&, — &) x = (&, — &, )u=
= 0. Da x ein freies Element ist, gilt £,,, = &, und daraus {u = Eu = u°. Gilt
R.x N R,u % o, so konnen wir ein freies Element w im Modul (R,, M,) derart
wihlen, dass (R + R.x) n Rw = o ist. Ganz ahnlich wie im vorigen Fall gilt
Ew = &w und demnach auch &, = &,. Gleichzeitig gelten auch die Bezichungen
u =¢u =E&u, d. h. u® = Eu. Da ¢ ein Automorphismus der Gruppe M, ist,
existiert ein inverser Automorphismus ¢! und natiirlich ¢~ € K(M,). In gleicher
Weise wie im Vorangehenden wird beweisen, dass ein Element &, € R, derart existiert,
dass u* ™" = ELu fiir jedes u € M. Man erhilt dann x*° ' = &.f x = x also &€, = 1.
Ahnlich ist x° " = E&x = x,d. h. £& = 1.

(a) = (b). Nach (a) = (c) ist ¢ eine halblineare Abbildung vom Modul (R,, M,),
die dessen identische projektive Abbildung induziert. Nach (1) gilt Ru = Ru’ fiir
beliebiges u € M,. Ist U ein Untermodul aus M, so ist M, n U ein Untermodul von
(R,, M,). Fiir beliebige u,e M, gilt [M,n (Y Ru)]” =S =S=M,n

veJ

N (Y Ru) =M, ( 2} Ru$). Nach Satz 5 induziert o eine projektive Abbildung x,

veJ

vom Modul M. Fiir jeden Untermodul U aus M gilt dann U* = () Ru,)* =
=Y (Ru,)* =Y Ruj =) Ru = U und folglich ist ¢ € K(M).

veJ veJ veJ

veJ

(b) = (a). Es sei 0 € K(M). Dann ist (Ru)* = Ru’ = Ru fiir ein beliebiges Ele-
ment u € M,. Es gibt ein Element « € R derart, dass u® = au ist. Jedes Element w e M
mit der Eingeschaft M,, = M,, ist in (R,, M,) frei und es gilt R,w” = M, N Rw’ =
= M, n Rw = R,w. Dann gibt es ein Element &, € R, derart, dass w* = E,w. Wir
wihlen ein beliebiges Element u derart, dass R,u n R,x = 0. Das Element u + x
ist in (R,, M,) frei und wir erhalten (u + x)° = &,4,u + &,,.x = ou + &x. Hieraus
ergibt sich u® = au = &.u. Das restliche wird in gleicher Weise wie in () = (a) durch-
geflihrt.

Folgerung. Nach dem Satz 16 ist K(M,) = K(M) = K. Die Gruppe K ist ein Nor-
malteiler in PL(M,) und es gilt P(M,) =~ PL(M,)/K, P(M) ~ PL/K.
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