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Czechoslovak Mathematical Journal, 24 (99) 1974, Praha 

PROJEKTIVE ABBILDUNG VON MODULN 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingegangen am 26. September 1972) 

Zu klassischen Ergebnissen der projektiven Geometrie gehört der sogenannte 
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie: Jeder Isomorphismus von Verbänden, 
die von den Unterräumen zweier Vektorräume erzeugt sind (sonst auch projektive 
Abbildung), wird durch die halblineare Abbildung dieser Räume induziert. (Zum 
Beweis siehe z. B. [1].) 

L. A. SKORNJAKOV verallgemeinerte diesen Satz für die Kategorie von Moduln. 
Bevor wir das Grundergebnis von [3] zitieren werden, seien zwei Definitionen erinnert. 

Es gebe linke unitäre Moduln M, N über den Ringen R, Q mit Einselementen, kurz 
{R, M), (Q, iV). (Im folgenden wird stets unter M ein K-Modul und unter N ein 
ß-Modul verstanden.) Die projektive Abbildung von Moduln M, N ist ein Isomor
phismus von Verbänden, die von den Untermoduln der obigen Moduln erzeugt sind, 
der die bijektive Abbildung der Menge monogener Untermoduln aus M auf die 
Menge monogener Untermoduln aus N induziert, wobei es mindestens einen durch 
das freie Element erzeugten Untermodul aus M gibt, dem ein durch das freie Element 
erzeugter Untermodul aus N entspricht. 

Der Modul M wird als zulässig bezeichnet, wenn folgende Bedingungen gelten: 

1. Für alle X, y, z e M gibt es ein freies Element w e M derart, dass (Rx + Ry -h 
+ Rz) n Rw = 0 gilt. 

2. Sind X, y,u€ M freie Elemente, te M und Rx n Ry Ф o, Ru n Rt Ф o, so gibt 
es ein freies Element w e M derart, dass Rw n Rt = Rw n Rx = Rw n Ry == 
= Rw n Ru = 0 gilt. 

Das Theorem von [3] lautet dann: R sei ein Ring mit Einselement 1, der die nach-
stehende Bedingung erfült: 

(P) Gilt aß — 1 für gewisse Elemente a, ß e R, so existiert ein Element y e R derart^ 
dass ya = 1 ist. 

Es seien ferner (R, M) ein zulässiger Modul und (ß , N) ein Modul, Dann wird 
jede projektive Abbildung vom Modul (R, M) auf den Modul (ß , N) durch die 
halblineare Abbildung von Moduln (R, M), (Q, iV) induziert. 
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In [2] wird gezeigt, dass in diesem Theorem die Voraussetzung (P) nicht notwendig 
ist und das Theorem wird hier auf eine breitere Modulnklasse ferallgemeinert. 

Der vorliegende Artikel knüpft an die zitierten Arbeiten an und verallgemeinert 
diese noch weiter. Im ersten Teil werden notwendige Begriffe wie z. B. vollständiger 
Untermodul vom Modul M, relativ-freies Element, v4-freies und freies Element im 
Modul eingeführt. Es wird weiter eine vollständige Gruppe vom Modul M definiert 
und mit deren Hilfe zu jedem Modul, der ein relativ-freies Element enthält, ein zu
geordneter Modul konstruiert. Durch die Definition 3 wird die projektive Abbildung 
etwas allgemeiner als in [3] definiert, da sich diese nicht nur auf die Betrachtung von 
Moduln mit freien Elementen beschränkt. Die Definition 4 erklärt, wann die pro
jektive Abbildung von Moduln durch den Isomorphismus deren vollständigen 
Gruppen induziert ist. 

Der zweite Teil wurde der Verallgemeinerung des Satzes von Skornjakov gewidmet. 
Durch die Definition 7 werden die relativ-zulässigen Moduln eingeführt: Sind alle 
vollständigen Untermoduln von Modul M isomorph, so ist M relativ-zulässig, wenn 
er ähnlichen Bedingungen wie der zulässige Modul genügt, in welchen jedoch freie 
Elemente durch relativ-freie ersetzt werden. Das resultierende Theorem lautet dann: 
Jede projektive Abbildung vom relativ-zulässigen Modul (JR, M ) auf den Modul 
(2 , N) wird durch eine halblineare Abbildung von zu {R, M), (ß , iV) zugeordneten 
Moduln induziert. 

Der Bewies von diesem Theorem verläuft nach dem Schema der Beweisführung 
zum Satz von Skornjakov aus [3]. Zum Schluss werden noch einige Forderungen 
des bewiesenen Theorems angegeben. 

Die Bezeichnungen {R, M), (ß , iV), gegebenenfalls nur M, iV, bedeuten jeweils 
linke unitäre Moduln M, N über den Ringen R, Q mit Einselementen. Es gebe also 
einen Modul M. Jedes Element x e M erzeugt einen m o n o g e n e n U n t e r m o d u l Rx. 
Der A n u l l a t o r A{S) einer Untermenge S ^ M wird erklärt als eine Menge aller 
Elemente ae R, für die ocS = о gilt. Jeder Anullator stellt ein Linksideal von Ring R 
dar. Für jedes xe M bezeichnen wir mit M^ die Menge aller Elemente t e M, für die 
A(X) g A{t) gilt. Für jede y, z e M .̂ ist A(x) e A{y — z) und demnach y — z e M^.. 
Die Menge M^ ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von Modul M. 

Satz 1. Für monogene Untermoduln U, Vvom Modul M sind folgende Behauptun
gen äquivalent: 

(a) Es existiert ein Homomorphismus (Isomorphismus) von Modul U aufV, 

(b) Es existieren erzeugende Elemente u, v von Moduln U,V derart, dass A(u) ^ 
g A{v) {A{u) = A{v)) ist. 
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Beweis, (a) => (b). Es sei (p ein Homomorphismus vom Modul U auf V. Da U 
monogen ist, gibt es ein Element ueU derart, dass U = Ru. Setzt man nun ucp = v, 
so ergibt sich Ä{u) g Ä(V) und V = Rv. Ist speziell (p ein Isomorphismus, so ist и = 
= v(p'~^ und daraus A{v) g Ä{U), 

(b) => (a). Es gelten folgende Beziehungen: A{u) g Л(г;), U = î M, F = Rv. Für 
jedes a G i^ wird (au) (p = av gesetzt. Somit ist die Abbildung von der Menge Ru 
auf JRÎ; definiert, da aus der Beziehung оси = ßu und vermöge Ä{U) g Ä{V) folgt 
(au) (p = (XV =^ (ßu) cp = ßv. Die Abbildung (p stellt ofiFensichtHch einen Homomor
phismus dar. Ist A{u) = A(v), so ergibt sich aus av = о die Beziehung au = o, so 
dass cp ein Isomorphismus ist. 

Satz 2. £s sei S = Ru ein von einem Element и e M erzeugter monogener Unter-
moduL Folgende Behauptungen sind äquivalent: 

(a) Es existiert ein Homomorphismus von Modul S auf einen beliebigen monogenen 
Untermodul aus M. 

(b) In jedem monogenen Untermodul P aus M gibt es ein Element y e M„, P = Ry, 

Der Beweis wird durch Anwendung des Satzes 1 vollbracht. 

Definition 1. Ein monogener die äquivalenten Forderungen (a), (b) des Satzes 2 
erfüllender Untermodul heisst v o l l s t ä n d i g . Ein Element xeM heisst r e la t iv - f r ei 
in M genau dann, wenn es einen vollständigen Untermodul vom Modul M erzeugt. 
Ein Element x e M ist A-fici bzw. frei, wenn M^ = M bzw. A(x) = о gilt. 

Bemerkung 1. Jedes Л-freie Element ist relativ-frei und jedes freie Element ist Л-frei. 

Definition 2. Eine Gruppe M^ wird genau dann v o l l s t ä d i g genannt, wenn das 
Element x relativ-frei ist. 

Satz 3. a) Ist M^ eine vollständige Gruppe von Modul M und gilt M^ = My, 
so ist y ein relativ-freies Element vom Modul M. 

b) Ein Element xeM ist genau dann A-frei, wenn A(x) = A(M). Ein relativ-
freies Element xeM ist genau dann A-frei, wenn A{x) ein zweiseitiges Ideal in R 
ist. 

c) Enthält der Modul M ein A-freies Element x, so sind alle vollständigen 
Untermoduln aus M isomorph. 

Beweis, a) Aus der Beziehung M^ = My ergibt sich A(x) = A(y). Die Moduln 
Rx, Ry sind nach Satz 1 isomorph. Der Modul Ry ist nach Satz 2 vollständig und das 
Element y ist relativ-frei. 
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b) Ist М^ = M, so gilt Ä{X) g Ä{y) für alle y EM und danach Ä(X) g Ä{M). 
Es gilt zugleich Ä(M) g Ä{X) und man erhält Ä(X) = A(M). Ist umgekehrt Ä(X) = 
= A{M), SO ist Ä{X) У = О für beüebiges Element у e M und folgUch M^ = M. Der 
Anullator Ä{M) stellt ein zweiseitiges Ideal in R dar. Nehmen wir nun an, dass ein 
Anullator A{x) eines relativ-freien Elements x e M ein zweiseitiges Ideal in R ist und 
wählen wir ein Element y e M. Hiernach besteht ein Homomorphismus cp vom Mo
dul Rx auf Ry, wo x'cp = y und x' = ax für gewisses a e Я. Da A(x) a g Л(х) ist, 
gilt A{x) у = Л(х) (ахф) = {A{X) ОС) XÇ = О und man erhält A(x) e v4(y), 3; e M^. 

c) Es gebe ein Л-freies Element xe M und wählen wir hierzu behebige vollständige 
Untermoduln U, Faus M. Es existiert ein Homomorphismus (p^ von Modul VsLuf Rx, 
Ist i;(̂ i = X, so folgt V = î ü. Ähnlich existiert ein Homomorphismus (p2 von Modul U 
auf К Wenn 1/(̂ 2 = v ist, so î w = U. Die Abbildung Ф2Ф1 ist ein Homomorphismus 
von и auf Rx und es gilt ucp2^1 — v(p^ — x. Nach Satz 1 ist A{u) g Л(у) g A{x) 
und nach b) gilt A{u) = ^(i;) = Л(х). Die Moduln l/, F sind isomorph. 

Satz 4. £s 5̂ î n M^ eine vollständige Gruppe von Modul M und S, S' zwei Unter-
moduln aus M. Folgende Behauptungen sind äquivalent: 

(a) S яЗ' {S = S') 
(b) M^nS^M^n 5' (M^nS = М^п sy 

Beweis. Der Beweis wird bloss in der Richtung (b) => (a) durchgeführt. Als 
gelted werde vorausgesetzt M^ n S ^ M^ n S' und es gebe ein Element se S^ 
sф S'. Im modul Rs gibt es ein Element ue M^ derart, dass Rs = Ru. Offensichtlich 
и e M^ n S. Nach der Voraussetzung ist auch и e M^ n S' und JRM g S\ d. h. 
se S' was jedoch ein Widerspruch ist. Somit gilt S g S\ Der weitere Teil des Be
weises ist evident. 

Es sei Мд. eine vollständige Gruppe vom Modul M. Eine Menge R^ von Elementen 
^e R, für die A(x) ^ g A{x) gilt, stellt einen Unterring mit Eins in R dar und A{x) 
ist ein zweiseitiges Ideal in jR̂ . Bezeichnen wir mit R^ = R^fA^x) den zugehörigen 
Restklassenring und mit | = <J + A(x), ^e R^ seine Elemente. Wenn x ein Л-freies 
Element in M ist, so gilt R^ = R, wenn x ein freies Element ist, so gilt R^ = R. Für 
jede и e M^, ïe R^ wird |w = ^u gesetzt. Diese Definition ist sinnvoll: Werde 
vorausgesetzt, dass | = Д. Dann existiert ein Element a e A{x) derart, dass ju = ^ + oc 
und man erhält flu = [^ + oc) и = ^u. Wählen wir ein behebiges Element aeA(x). 
Dann gilt а(|м) = oc^u. Da { G Я .̂ ist, gilt а£, e A{x) und mithin а(|м) = о. Hieraus 
ergeben sich weiter A{x) g A(ßu) und |м e M^- Die Gruppe M^ mit der eben einge
führten äusseren Operation stellt einen unitären H^-Modul dar, den wir mit (R^, Mx) 
bezeichnen und zum Modul (K, M) zugeordnet benennen. Ist x ein freies Element 
im Modul M, so gilt (R, M) = {R^, M^). Ist ein Element ueM^ relativ-frei im Modul M, 
so ist es frei im {Rx, M^). Ein zu (K ,̂ M^) zugeordneter Modul ist wiederum (R^, M^^-
Ist S ein Untermodul im M, so ist S r\ M^ ein Untermodul im {Rx, M^), Wenn für 
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ein иеМ^ die Beziehung M^ =, M и gilt, so ist M^nRu = R^u: Die Inklusion R^u g 
я M^n Ru ist offensichtlich, denn M^ n Ru ist ein JR -̂Modul. Es sei umgekehrt ein 
Element v = aueM^ gegeben. Da Л(х) = Ä{U) ist, gilt Л(м) g A{au), d. h. ^(w) a g 
g Л (M) und A{x) a g Л(х). Folglich ist аеК^ und v = au = due R^u. Es erweist 
sich aus dem Beispiel am Schluss des ersten Teiles, dass die Gleichheit R^u = M^n 
n Ru im Falle M^ Ф M„ nicht gelten muss. 

Definition 3. Es gebe unitäre Moduln M, N und bezeichnen wir mit L{M), L{N) die 
Verbände deren Untermoduln mit den Operationen n, +. Ein Isomorphismus von 
Verbänden L(M), L(iV), der eine bijektive Abbildung von Mengen monogener Unter
moduln aus M, N induziert, wird eine projektive Abbildung von Moduln M, N 
genannt. Wenn eine projektive Abbildung von Moduln M, N existiert, so heissen 
diese Moduln projektiv äquivalent. Eine projektive Abbildung vom Modul M auf M 
wird autoprojektiv genannt. 

Bemerkung 2. Ist M^ eine vollständige Gruppe vom Modul M, so existiert für jeden 
monogenen Untermodul U aus M ein м G M^ derart, dass Ru = U, Jeder Unter
modul S aus M stellt dit Summe monogener Untermoduln dar und lässt sich in der 
Form iS = ^ jRWy schreiben, wo щ e M^ für alle v e J gilt. 

Definition 4. Die projektive Abbildung к von Moduln M, N ist induziert durch den 
Isomorphismus G deren vollständigen Gruppen M^, Ny, wenn für jeden Untermodul 
5 = ^ Ru^y Щ e M^ die Beziehung 5"* = ^ ß^v gilt. 

veJ veJ 

Satz 5. Es sei a ein Isomorphismus vollständiger Gruppen M^, My von Moduln 
M, N. Folgende Behauptungen sind äquivalent: 

(a) G induziert die projektive Abbildung von Moduln M, N. 

(b) Für beliebige щ e M^ gilt [M^ n ( ̂  Ru^)Y = Nyn{Y. 6«v)-
veJ veJ 

Beweis, (a) => (b). Nehmen wir an, dass der Isomorphismus а die projektive 
Abbildung X von Moduln M, N induziert und dass и G MX '̂  ( Z ^^У)> ^V ̂  -^x ist. 

veJ 

Dann ist M e M^ und м"" e iV .̂ Es gilt zugleich w e ^ Я^^ und folgUch auch Ru g 

g Z î w,. Ferner gilt nach den Definitionen 3,4: (JRw)« = ßw^ ( ̂ l Ru^Y = ^ ß^v 
veJ veJ veJ 

und (RM)^ g ( Y ^щУ- Somit gilt ßw^ g X! ßWv, u*" б E ßWv und man erhält 
veJ veJ veJ 

[M^ П ( X î Wv)]*" E iVy П ( X ßM )̂. Es sei umgekehrt ein Element veNyn{Y^ Qu^) 
veJ veJ veJ 

gegeben. Dann gibt es ein Element и e M .̂ derart, dass u^ = v, d. h. Qu*' g ^ Qu^ 
veJ 

ist. Dabei gilt {Ruf = ßw^ ( ̂  Ru^f = ^ ßw^ und somit î w g ^ Rw,. Man 
veJ veJ veJ 

erhält M 6 M^ n ( X; i?Mv) und u" e [M^ n ( E ^"v)]'. ^^ g^t T̂̂  n ( Z ß«v) E 
veJ veJ v e / 

g[M,n(Ei?"v)r. 
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(b) => (a). Wir werden nachweisen, dass der Isomorphismus a eine projektive 
Abbildung X von Moduln M, N vermöge einer Vorschirft ^ Ruy -> ^ Qu^, щ e Мд. 

veJ veJ 

induziert. Es gebe S = ^ JRWV = YJ -^^Д' ^^ ^̂VJ Д̂ ^ -^^ für alle v e J, ixeH, Es 

gilt M^ n S = M^ П ( ̂  jRWv) = M^ '^ ( Z -̂ ^M)- Nach der Voraussetzung ist 
veJ ДбН 

[M, n ( X Лм,)]" = iV, n ( i : ß < ) = [M, n ( E i?/;,)]- = iV, n ( Z ß<). Nach 
veJ veJ /leH деН 

Satz 4 erhahen wir ^ Qu^ = XI ßt̂ -̂ Folglich ist x : ^ Ru^ -^ Y.QK eine Abbildung 
V6/ /teH veJ veJ 

vom Verband L{M) in den Verband L[N). Die Bedingung (b) lässt sich für jeden 
behebigen Untermodul 5 g M in der Form (M^ n SY = Ny n S"" schrieben. 
Wählen wir einen behebigen Untermodul V = Y^ Qv^, v^ e Ny. Da a ein Isomorphis-

veJ 

mus der Gruppen M ,̂ Ny ist, gibt es für alle v e J Elemente u^ e M^ so beschaffen, 
dass ul = fy ist. Dann gilt ( ̂  Ru^y = ^ ßw^ = Fund die Abbildung x ist surjektiv. 

veJ veJ 

Setzen wir voraus, dass S"" = L/'' gilt. Hiernach Ny n S"" = Ny nW = (M^ n Sy = 
= (M^ n Uy und nach Satz 4 ist S = U, Die Abbildung x ist bijektiv. Es gebe 
Untermoduln S, U aus M derart, dass S ^U ist. Dann gilt M^ n S ^ M^nU 
und (M^ n 5)'" g (M^ n L/)̂ , d. h. Ny n S"" Ш Ny n V" und Ŝ  g U"", к ist ein Iso
morphismus der Verbände L{M), L{N). OffensichtHch ist x eine projektive Abbildung 
von Moduln M,N. 

Definition 5. Eine halblineare Abbildung а von Moduln M, N ist soein Iso
morphismus deren additiven Gruppen, dass für alle CCG R, xe M die Beziehung 
(осхУ = a'̂ 'x'" gilt, wo a' ein Isomorphismus der Ringe R, ß ist. 

Satz 6. Möge ein Modul M ein Ä-freies Element x und ein Modul N ein Ä-freies 
Element y enthalten. Jede halblineare Abbildung a von zu M, N zugeordneten 
Moduln (RX, M) , (ßy, N) induziert eine projektive Abbildung von Moduln M, N, 

Beweis. Es genügt zu beweisen, dass jede halbhneare Abbildung a von Moduln 
(R^, M) , (ßy, N) der Bedingung (b) aus Satz 5 genügt. Für jede ue M, v eN gilt 
R^u = Ru, QyV = ßt; und folglich (jR̂ w)*̂  = {Ruy = QyU"" = ßw. Hieraus erhält man 
Wx^iY Ru:)Y = ( E Ru:)^^ = ( E .̂̂ v)̂  - 1 (Ku;)^ = I Qy< = Z Q< = 

veJ veJ veJ veJ veJ veJ 

veJ 

Folgerung. Enthält ein Modul (R, M) ein Л-freies Element x, so ist er mit dem 
zugeordneten Modul (R^, M) projektiv äquivalent: Wird im Satz 6 ß = R^, N = M 
gesetzt, so ist der Modul (JR .̂, M) sowohl zu {R,M) als auch zu {Q,N) zugeordnet, 
seine identische Abbildung ist eine halblineare und induziert daher eine projektive 
Abbildung von Moduln {R, M), (R^, M). 
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Beispiel. Wir wollen zeigen, dass Satz 6 nicht für alle, ein relativ-freies Element 
enthaltende, Moduln gilt. Es gebe eine Vektorraum V über einem Körper F und 
nehmen wir der Einfachheit wegen an, dimF = 3. Der Ring aller Endomorphismen 
vom Raum V wird mit R bezeichnet. Ist S ein Unterraum in V und ф e JR ein Endo-
morphismus derart, dass Vcp = 5, so ist die Abbildung S -^ Rcp ein Isomorphismus 
von Verbänden der Unterräume aus V und Linksidealen aus R. (Vgl. [1]) Es gilt 
ф 6 Rcp genau dann, wenn ViJ/ g Vcp ist. Wählen wir nun einen Homomorphismus 
(p e R so, dass Vcp = Fa, a Ф о und betrachten wir auf dem Ring jR die Struktur 
eines jR-Linksmoduls. Dann lässt sich Rcp als dessen Untermodul auffassen. Bezeich
nen wir mit i die identische Abbildung von Raum V und setzen wir RJRcp = R[t + 
+ R(p^ = Rl = Rx = M, Das Element x ist in M relativ-frei und es gilt A{x) = Rcp. 
Betrachten wir ein Element ^eR für welches V^ = Fb, V == V^ @ Ker {C), Fa g 
Q Ker ({) gilt. Wird и = ^x gesetzt, so folgt Ä(U) = Ry, wo Vy = Ker (^). Wegen der 
Beziehung Vcp g Vy gilt 

(1) А{х)яА{и). 

Wählen wir einen Unterraum Fe ^V derart, dass V = Fa ® Fb @ Fe. Dann kann 
jedes Element у eVin der Form у = a' + V Л- c\ a' e Fa, V e Fb, e' G Fe geschrie
ben werden. 

Wählen wir ferner einen Unterraum Fz derart, dass Ker ({) = Fa @ Fz und ß sei 
ein Isomorphismus von Unterräumen Fa, Fz. Durch die Vorschrift ya = a'ß + b' 
wird der Endomorphismus ae R bestimmt. Somit ergibt sich Va = Fz @ Fb, 
Ker (a) = Fe, Ä{ax) = Ry\ wo Vy' = Fe. Wegen Fe ел Fa = о gilt auch Rcp n Ry' = 
= 0 und 

(2) Ä{X) n A{ax) = 0 . 

Ferner ist A(au) = A{a^x) = Ry'\ wo Vy" = Fa ® Fe. Aus der Beziehung Vcp g Vy" 
ergeben sich weiter Rcp g Ry" und 

(3) A{x) g A (au) . 

Betrachten wir nun zwei Moduln {R, M), {Q, N), wo Q = R^, N = M^. Die Tat
sache, dass der Modul (R^^, M^) den beiden Moduln {R, M), (ß, N) zugeordnet ist 
ermöglicht uns R^ = Qy, M^ = Ny zu setzen. Die identische Abbildung a von Modul 
(jR̂ , Mjc) ist seine halbHneare Abbildung. Wir wollen zeigen, dass die Abbildung o" 
keine projektive Abbildung von Moduln (R, M), (Q, N) induziert. Nach (l) gilt 
ueM^ und (M^ n RuY = M^n Ru, Ny n Qu"" = М^гл R^u = R^u. Nach (3) ist 
au G Мд. und folghch aueM^n^Ru. Nach (2) Uegt A{x) nicht in A{ax) und demnach 
auch A{x) а nicht in A{x) und somit а ф Я^. Daraus ergibt sich die Beziehung au ф 
Ф R^u. Es gilt also R^u + M^n Ru und daraus (M^ n JRM)*" Ф iVy n Qu"". Nach 
Satz 5 induziert er keine projektive Abbildung von Moduln (jR, M), (ß, N). 
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II 

Definition 6. Die Untermoduln M ,̂ veJ von Modul M heissen unabhängig, 
wenn Mv' ^ ( E My) = 0 für alle VeJ gilt. 

Definition 7. Der Modul M heisst relativ-zulässig, wenn: 

1. Für beliebige monogene Untermoduln Ä, B, С aus M ein vollständiger Modul 
S я M derart existiert, dass die Beziehung (A+B + C)nS = o gilt. 

2. Alle vollständige Untermoduln aus M sind isomorph. 

3. Es gebe Elemente u,v,w,te M so beschajffen, dass и relativ-frei ist und M^ = 
= My = M^, t G Mu gilt, wobei JRÜ n Rw Ф o, Ru n Rt =^ o. Dann besteht ein 
vollständiger Untermodul S derart, dass SnRu = SnRv = Sn Rw = S n 
nRt = 0, 
Besteht in einem relativ-zulässigen Modul M ein Л-freies bzw. freies Element, 

so heisst er Л-zulässig bzw. zulässig. 

Bemerkung 3. Enthält ein Modul M ein Л-freies Element, so sind nach Satz 3c) 
alle vollständigen Moduln aus M isomorph. Die in der Definition 7 und in [3] über 
den zulässigen Modul angeführten Definitionen sind äquivalent. 

Bemerkung 4. Ist M^ eine vollständige Gruppe von relativ-zulässigen Modul M, so 
besteht in jedem vollständigen Untermodul S aus M ein Element и derart, dass M^ = 
= M„. Dem einem relativ-zulässigen Modul (jR, M) zugeordnete Modul {R^, M^) 
ist zulässig. 

Satz 7, Es gebe x, y, z e M derart, dass y e M .̂, Rx n (Ry + Rz) = o. Dann 
gilt R{y - z) = {Ry + Rz) n [R{x - y) + R{x - z)]. 

Beweis. Wir setzen L = {Ry + Rz) n [R{x - y) + R{x - z)]. Es gilt natürlich 
R{y — z) g L. Wählen wir ein beliebiges Element ae L, Dann existieren oc, ß, ^,ti e R 
derart, dass a = осу + ßz = ^{x — y) + rj{x — z) gilt. Hieraus erhalten wir 
((̂  + ?/) X = (a + ^) у + (jS + /̂) z. Nach der Voraussetzung gilt ((̂  + ^) x = Ö, 
d. h. (̂  + f/ e A{x) und auch ^ + це A{y), Demnach gilt а = —цх -\- г\у -{- щ — 
— riz = r\{y — z) und a e R{y — z). 

Ähnlich beweisen wir auch folgende Sätze: 

Satz 8. Es seien Rx, Ry, Rz unabhängige Untermoduln von M und y ^ Mx* 
Dann gilt R{x - y - z) = [Ä(X - y) + Rz] о [R{x - z) + Ry']. 

Satz 9. Es gebe Elemente x, y, ze M und Rx n {Ry + Rz) = o. Dann gilt 
R{y + z) = {Ry + Rz) n lR{x - y - z) + Rx], 
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Satz 10. Es sei к eine projektive Abbildung von Moduln M,N. Ferner seien 
Elemente x e M, у G M^ gegeben, für die Rx n Ry = о gilt und setzen wir hierzu 
(RxY = Qx'. Dann besteht ein einziges Element y' = /i(x, x\ y) e iV .̂., für welches 
{RyY = Qy\ [R{x - y)f = ß(x' - y') gilt. 

Der Beweis wurde in [2] gegeben. 

Bemerkung 5. In den Sätzen 11 bis 15 durchwegs wird eine projektive Abbildung x 
von Moduln M, N gegeben und die Gültigkeit von (RxY = Qx' für gewisses xe M 
wird vorausgesetzt. Die Funktion h behält sich stets den im Satz 10 angegebenen 
Sinn. 

Satz 11. £5 gebe Elemente x, y e M und Rx n Ry = 0, M^ = My. Dann ist 
y' = й(х, x\ 3;) genau dann, wenn x' = h{y, y\ x) ist. (Der Beweis wurde in [2] 
gegeben.) 

Satz 12. Es gebe Elemente x, y, z e M derart, dass die Untermoduln Rx, Ry, Rz 
unabhängig sind und M^ Ш My ^ M .̂ ist. Aus den Gleichheiten y' = h{x, x', y), 
z' = h[x, x', z) erhalten wir z = h{y, y', z). 

Beweis. Ausgehend von den Annahmen des Satzes sind alle Ausdrücke definie
ren und für die Elemente x, y, z kann man vom Satz 7 Gebrauch machen. Die 
Moduln Qx', Qy', Qz' sind unabhängig und y' e N^.. Wiederum können wir für 
Elemente x', y\ z' vom Satz 7 Gebrauch machen. Der Beweis verläuft dann ganz 
analog zum Beweis der Behauptung (4) in [1], Kap. IIL § 1. 

Satz 13. Es gebe Elemente x, y, z e M und Rx n (Ry + Rz) = 0, y, z e M^. Es 
bestehe ein Element w e M derart, dass {Rx + Ry + Rz) n Rw = 0 und M^ = M^ 
ist. Dann gilt h{x, x', y + z) = h(x, x', y) + h{x, x', z). 

Beweis. Setzen wir y' = h{x, x', y), z' = h{x, x', z). Wegen y + zeM^ und 
Rx n R{y + z) = о ist der Ausdruck h{x, x', у + z) sinnvoll. Sind die Moduln 
Rx, Ry, Rz unabhängig, so sind solche auch die Moduln Qx', Qy', Qz' und y' e N^>. 
Unter Anwendung von Sätzen 8, 9 beweisen wir ähnlich wie in [3], dass y' + z' = 
= h{x, x', у + z) ist. Es mögen die Elemente x, y, z e M die Voraussetzungen des 
Satzes erfüllen. Jede von den folgenden Modulntripeln ist von unabhängigen Moduln 
erzeugt: Rx, R(y + z), Rw und Rx, Rz, R(w + y) und Rx, Ry, Rw. Wegen der 
Beziehungen Rx n Rw = 0 und M^ = M^ ist der Ausdruck h(x, x', w) sinnvoll und 
nach dem obigen Teil gilt h{x, x', w) + h(x, x', y + z) = h{x, x', y + z + w). 
Wegen w + y e M^ gelten analog h(x;x', w + y) + h(x, x', z) = h{x, x', y + z + 
+ w) und h{x, x', w -\- y) — h[x, x', w) + h{x, x', y). Nach der Vergleichung der 
Gleichungen erhalten wir y' -{• z' = h{x, x', y + z). 

Satz 14. Es seien Rx, Ry, Rz unabhängige Untermoduln aus M, M^ ^ My g М^ 
und nehmen wir an, es existiert ein Element w e M derart^ dass (Rx + Ry + Rz) n 
n Rw = 0, Mx = My,. Ist / = h{x,x', y), so ist h{x,x', z) = h{y, y', z). , 
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Beweis. Die Ausdrücke y' = h(x, x\ y), h{x, x\ z), /i(y, y\ z), w' = h{x, x\ w), 
z' = /z(\v, w', z) sind sinnvoll. Die Moduln Rx, Ry, Rw sind unabhängig, es gilt 
My g Мд. g М^ und nach Satz 12 folgt y' = /z(w, w', j ) . Die Moduln Rz, Ry, Rw 
sind unabhängig, es gilt M^ ^ My ^ M^ und nach Satz 12 folgt z' =̂  h{y, y\ z). 
Unter Anwendung vom Satz 11 und unter weiterer Anwendung vom Satz 12 ergibt 
sich dann die resultierende Gleichheit. 

Satz 15. £5 seien M eine relativ-zulässiger Modul, xeM ein relativ-freies Ele
ment und y, z, t e Mx Elemente derart gegeben, dass M^ = My = M^ und Rx n 
n Ry = Rx r\ Rz = Ry n Rt = Rz r\ Rt = 0 ist. Setzt man y' = h{x, x\ y), z' = 
= /i(x, x', z), so gilt h(y, y\ t) = h[z, z\ t). 

Beweis, a) Nehmen wir an, dass Rx n Rt = 0 gilt. Dann ist der Ausdruck 
h{x, x\ i) sinnvoll. Die Moduln Rx, Ry, Rt sind unabhängig und es gilt die Bezie
hung M, g M^ g My. Nach der Definition 7 und Bemerkung 4 gibt es ein Element 
w 6 M derart, dass M^ = M^ und {Rx + JRy + Rt) n Rw = 0 ist. Somit sind die 
Voraussetzungen des Satzes 14 erfüllt und es gilt daher h{x, x', t) = h{y, y\ t). 
Auf analogem Wege beweisen wir die Gleichheit h[x, x', t) = h{z, z', t). 

b) Nehmen wir an, dass Ry n Rz = 0 ist. Unter Anwendung vom Satz 14 ergibt 
sich h(x, x\ z) = h[y, y', z), unter Anwendung vom Satz 11 dann y' = h{z, z', y) 
und unter weiterer Anwendung vom Satz 14 folgt die resultierende Gleichheit. 

c) Betrachten wir noch die übriggebliebene Möglichkeit Ry r\Rz Ф 0, Rx n Rt ф 
Ф 0. Nach der Definition 7 gibt es einen vollständigen Modul S, für den die Bezie
hungen Sr\Rx = SniRy = SnRz = SnRt = o gelten. Nach der Bemerkung 4 
existiert ein Element w E S derart, dass M^ = M^ ist. Für die Elemente w, y, z, t ist 
es möghch das Ergebnis von a) anzuwenden, wo man das Element x durch das Ele
ment w ersetzt und danach die resultierende Gleichheit erhält. 

Theorem. Jede projektive Abbildung vom relativ-zulässigen Modul {R, M) auf 
den Modul (ß , N) ist mittels einer halblinearen Abbildung von zu {R, M), (ß , iV) 
zugeordneten Moduln induziert. 

Beweis. Es sei X eine projektive Abbildung vom relativ-zulässigen Modul M auf 
den Modul N. Wählen wir ein relativ-freies Element xe M und ein Element x' EN 
derart, dass {RxY = Qx' gilt. Es gebe ein beliebiges Element t E M^ und betrachten 
wir ein Element w EM derart, dass M^ = M^, [Rx Ф Rt) n Rw = 0 ist. Setzen wir 
nach Satz 10 w' = h{x, x', w) m\à f = h{w, w', t). Offenbar ist f e iV .̂. 

a) a ist die Abbildung von der Gruppe M^ in die Gruppe iV.̂ .. Wählen wir ein 
anderes Element z E M der Eingeschaften M^ = M^, (Rx + Rt) n Rz = 0 und setzen 
wir z' = h(x, x\ z). Die Elemente x, w, z, t genügen dçn Forderungen des Satzes 15 
und es gilt mithin h(z, z', t) = h{w, w', t) = t"". Speziell für f = x folgt aus der Be
ziehung w' = h{x, x', w) die Gleichheit x' = h{w, w', x) = x"". Jeder monogene Modul S 
aus M lässt sich in der Form S = Ry schreiben; wo y E M^ ist. Nach Satz 10 erhält 
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man 

(1) iRyY = Qy'', y'eN,,. 

b) Die Gruppe N^a ist eine vollständige Gruppe vom Modul N. Wählen wir einen 
beliebigen monogenen Untermodul Qu des Moduls N. Es gibt einen Untermodul Ry 
aus M derart, dass {RyY = Ru, y e M^- Nach (l) ist dann Qu = Qy"", y"" e Nj^<, und 
nach der Definition 2 ist die Gruppe N^a vollständig. 

c) Die Abbildung G ist ein Homomorphismus der Gruppe My. in N^a. Es gebe 
behebige Elemente j , z e M^ und wählen wir ein Element y^ ^M derart, dass 
{Rx Л- Ry Л- Rz) n Rw = o, M^ = M^ ist und setzen wir w' = /i(x, x', w). Es gibt 
ein Element те M, M^ = M^, (ilw + Я3; + Rz) n Я т = о. Nach dem Satz 13 
gilt dann h{w, w', у + z) = (y + zY = h(w, w\ y) + /i(w, w', z) = y"" + z*". 

d) Die Abbildung а ist surjektiv. 
Wählen wir ein beliebiges Element b e iV^̂ . Es existiert ein monogener Unter

modul T aus M derart, dass T"" = Qb und nach der Definition 7 gibt es einen voll
ständigen Untermodul S g M, für den 

(2) {Rx + T)nS = 0 

gilt. Im Modul S existiert ein Element v, für das S = Rv, M„ = M^ gilt. Nach Satz 11 
ergibt sich iV̂cr = N^^r, woraus wir 

(3) beN,. 

erhalten. Bezeichnen wir mit Ra einen Untermodul derart, dass {RaY = Q{v'^ + b) 
ist. Es sei и e QiyT -^ b) n Qb = {RaY n Г''. Dann gibt es Elemente Lrje Q, für 
welche и = ^v"" + ^b =- rjb gilt. Da nach (2) und (1) {RvY n T"" = Qv"" n Qb = 0 
ist, gilt ^v"^ = (f/ — <J) Ь = o. Hieraus ergibt sich { e Ä{V'') und nach (З) dann { e Ä{b\ 
d. h. Çb = rib = o. Daher ist м = 0 und wir erhalten 

(4) {RaY пТ^'^о, RanT=o. 

Weiter gilt 

(5) {RaY = Ô(î̂ ^ + Ь) ^ Q^"" Л- Qb = {RvY + T'' = {Rv + TY . 

Offenbar gilt auch {Ra + TY = ô(t̂ ^ 4- Ь) + ßb a ßt̂ *" = {R^Y^ d. h. î t; g 
g jRa + T. Es existieren a e i ,̂ f̂  e T derart, dass 

(6) V = (xa Л- ti . 

Ist ^ G Л(и), so ist ^{oLo) + (Ĵ i = 0 und aus (4) folgt ^(aa) = 0 und ^ e >l(aa). Es 
gilt somit A{v) g Л(аа) und daher 

(7) aa e Mj, = M^ . 
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Nach (5) ist Ra ^ Rv + T und folghch a = ßv + t2, ß ^ R, tz^ T. Nach Einsetzen 
aus (6) erhalten wir nach (4) a - ßaa = ßt^ + t^ = о also а = ßoca und Ra = 
= R{aa). Weiter gilt 

(8) aa = a^y + oct2 . 

Einsetzen in (6) ergibt dann v = aßv + t^ + oct2 und nach (2) (1 — aß)v = t^ -f 
+ â 2 = ö- Daher ist v = ajSt; und nach Einsetzen in (8) erhält man aa = v + at2^ 
Es gilt V e Мд. und nach (7) auch aa e M^, daher at2 e M^. Mann erhält {RaY = 
= (Я(аа))'̂  = \R{v + ar^)]'' = Q{v + af2)'' = ßĈ '̂' + (^^2)0 = ß(«̂ '' + Щ und 
hieraus schUesslich b - {at2y e {Raf. Es gilt zugleich R{at2) Б Z [R{o^t2)Y = 
= Q{at2y g T"" und (af2)̂  e T^ Demnach ist b - (аГ̂ )*" e T'*. Nach (4) ist dann 
b — {at2y 6 {Ray n T"" = 0, was das bedeutet, dass b = (а̂ г)*" gilt. 

e) Die Abbildung а ist ein Isomorphismus von Gruppen M ,̂ N^a. Es sei '̂̂  = o. 
Nach (1) ist dann {Rty = ßf̂  = o. Da % eine projektive Abbildung darstellt, gilt 
Rt = 0 und t = 0. 

f) Die Abbildung а ist eine halbhneare Abbildung von Moduln (R^, M^, (Qx^f 
N,.y 

Der Modul (Ĵ ;c, M^) ist nach der Bemerkung 4 zulässig und jedes Element w e M^ 
derart, dass M^ = M^ ist, ist in diesem Modul frei. Da N^a- eine vollständige Gruppe 
von Modul (ß, N) ist, ist auch jede Element w' e iV̂<T der Eingeschaft iV ,̂ = iV â, im 
Modul (ß̂ ;«T, N^CT) frei. Es gebe ein Element t e (Я ,̂ M^), M^ = M^ und ä G JR .̂ 
Dann ist jR(ä̂ ) g JR̂  und es gilt [R{ät)Y = ß(är)'' g (i^r)'' = Qf. Aus der Gleich
heit Mf = M^ folgt iVfcr = iVĵcx und '̂̂  ist frei im Modul {Q^a, Njça). Das bedeutet, 
dass N^cr n Qf = Q^^f gilt. Wegen (äty e N^cr n Qf muss ein Element öf(ä, t) e Q^cr 
derart existieren, dass (äty = '̂(ä, r) f gilt. Da das Element f in (ß̂ â, iV̂ er) frei ist,, 
ist das Element g(ä, t) eindeutig bestimmt. In Analogie zu [3] beweisen wir, dass das 
Element g{ä, t) nur von der Wahl des Elementes ä abhängt, d. h. dass für beliebige 
freie Elemente u,ve M^ die Beziehung g(ä, u) = g{ä, v) gilt. Man kann also ä*"' = 
= g(ä, t) setzen. Analog zu [3] beweisen wir weiter, dass a' ein Isomorphismus von 
Ringen R^, Qx<T ist und für beUebige Elemente ä e R^, t e M^ die Behauptung (ä̂ )*̂  = 
= r ' r gilt. 

g) Die halblineare Abbildung a induziert die projektive Abbildung %. 

Es sei iS = ^ jRWy, u^ e M^ ein Untermodul aus M. Da der Verband L{M) voll-
veJ 

ständig ist, gilt Ŝ  = ( E ^^^У = E (^^v)''. Nach (1) ist dann S'' = ^ ßw^ und nach 
veJ veJ veJ 

der Definition 4 induziert а die projektive Abbildung x, 

Folgerung. Alle vollständigen Gruppen vom relativ-zulässigen Modul sind isomorph 
und alle zu dessen relativ-freien Elementen x zugehörigen Ringe R^ sind isomorph: 
Wählen wir zwei zugeordnete Moduln {R^, Mx\ {Ry^ ^y) vom relativ-zulässigen 
Modul {R, M). Setzen wir ß = î , iV = M. Dann kann {R^, M^) als zu (Я, M) und 
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[Ry, My) zu (ß , N) zugeordnet aufgefasst werden. Eine identische projektive Ab
bildung vom Modul {R, M) ist dann nach dem Theorem durch eine halbhneare 
Abbildung von Moduln {R^, M^) und {Ry, My) induziert, woraus sich unsere Be
hauptung sofort ergibt. 

Bemerkung 6. Es lässt sich zeigen, dass ein Modul, der mit einem relativ-zulässigen 
Modul projektiv äquivalent ist, auch relativ-zulässig ist. Natürlich ein Modul, der 
mit einem zulässigen Modul projektiv äquivalent ist, braucht nicht mehr zulässig zu 
sein. (z. B. die Folgerung nach dem Satz 6.) Diese Situation tritt jedoch ein, wenn der 
Modul N ein freies Element anthält. In der Arbeit [3] von Skornjakov wird nur 
dieser Spezialfall betrachtet. 

Es gebe einen relativ-zulässigen Modul {R, M) und einen zu ihm zugeordneten 
Modul (R^, M^). Bezeichnen wir mit Р(М) die Gruppe autoprojektiver Abbildungen 
vom Modul (K, M ) , mit P{M^) diQ Gruppe autoprojektiver Abbildungen vom Modul 
(R^, M^) und mit PL{M^) die Gruppe halblinearer Abbildungen vom Modul (R.^, M^). 
Jede halblineare Abbildung а vom Modul (R^, M^) induziert nach Satz 6 eine projek
tive Abbildung K'^ vom Modul (JR ,̂ M^.). Die Abbildung er -> x^ ist nach Theorem ein 
Homomorphismus von Gruppe PL(MX) auf die Gruppe Р{М^). Der Kern dieses 
Homomorphismus wird mit К{М^) bezeichnet. Die halblinearen Abbildungen er 
aus PL(MX), die die projektive Abbildung x^ von Modul (R, M) induzieren, erzeugen 
die Untergruppe PL von Gruppe PL{M^). Die Abbildung er -> x^ stellt einen Homo
morphismus von der Gruppe PL auf die Gruppe Р(М) dar. Der Kern dieses Homo
morphismus wird mit К(М) bezeichnet. 

Satz 16. Es sei (R, M) ein relativ-zulässiger Modul und (R^, M^ der zu ihm 
zugeordneter Modul. Folgende Behauptungen sind äquivalent: 

(a) Die Abbildung а ist durch folgende Vorschrift bestimmt: и -^ ^u für ein 
beliebiges Element и e M^, У^О ^ e R ^ ein festes Element ist, zu dem ein Element 
(1)"^ derart existiert, dass Щ)~^ = (1)"^ | = Î . 

(b) (7 e K{M). 
{c)creK{M,). 

Beweis, (a) => (c). Die Abbildung «r ist ein Automorphismus von der Gruppe M^. 
Die Abbildung a' vom Ring R^, welche durch die Vorschrift: ä"" = | ä ( | )~^ , ä e jR̂  
bestimmt ist, stellt einen Automorphismus vom Ring R^ dar. Für beHebige öc e R^, 
и e Мд. gilt (äuY = |äM = |â ( | )~^ ^u = öd^'u''. Die Abbildung a ist eine halbhneare 
Abbildung von Modul {R:,, M^). Aus den Beziehungen 

(1) u^ = lu, w = ( | ) - 4 -

ergibt sich dann R^u = Rx^''^ Es sei x^ eine projektive Abbildung vom Modul 
(Я^, Mx), die durch о induziert wird. Dann ist {R^uY''' = R^u und für einen beliebigen 
Untermodul S aus (Kx, M,) gilt S""'- = {Y.^^Y'' = I {К^У'' = E Кщ = S. 

veJ yeJ veJ 

Hieraus folgt a e K(Mx)-
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(с) => (а). Es seien а е К{М^) und < eine durch die Abbildung а induzierte pro
jektive Abbildung. Dann gilt (R^uY"' = R^u"" = R^^u für ein beliebiges и e M^. Es 
gibt also ein Element 4 ^ Rx derart, dass u"" = 4;м ist. Nehmen wir zunächst an, dass 
R^u n jR̂ x = 0 gilt. Das Element x + м ist im Modul (R^, M^) frei. Da а ein Auto
morphismus von Gruppe Mx ist, erhalten wir {u + xY = ^i,+x{u + x) = l^+x" + 
+ ^u+x^ = u'' + x"" = Iji + (̂ x̂ und hieraus da.nn (4+^ - Qx = (|,, - (̂ „+̂ )м = 
= 0. Da X ein freies Element ist, gilt lu+x "= ^x und daraus ^ji = l^u = u"". Gilt 
Я^х n R^u Ф 0, so können wir ein freies Element w im Modul (R^, M^) derart 
wählen, dass (R^u + R^x) n R^w = о ist. Ganz ähnlich wie im vorigen Fall gilt 
l^w = l̂ w und demnach auch |^ = ^^, Gleichzeitig gelten auch die Beziehungen 
u"" = IjjW = l^u, d. h. u"" = l^u. Da а ein Automorphismus der Gruppe M^ ist, 
existiert ein inverser Automorphismus a"^ und natürhch a"^ еК{М^. In gleicher 
Weise wie im Vorangehenden wird beweisen, dass ein Element |^ e R^ derart existiert, 
dass 11""̂  = l'yU für jedes и e M^. Man erhält dann x"""""̂  = l'xlx^ = ^ ^̂ so l'^l^ = T. 
Ähnlich ist x*̂ "̂ *̂  == ̂ x'Ji^ = »̂ ^- ^' Ixl'x ~ T« 

(a) => (b). Nach (a) =» (c) ist er eine halblineare Abbildung vom Modul {R^, M^, 
die dessen identische projektive Abbildung induziert. Nach (l) gilt Ru = Ru"" für 
behebiges и e M^, Ist U ein Untermodul aus M, so ist M^ n U ein Untermodul von 
{R^, M^). Für behebige щ e M^ gilt [M^ n ( Xi i^w,)]^ = S^'- = 5 = M^ n 

veJ 

n ( ̂  Ru^) = M^ ^ {YJ ̂ K)- Nach Satz 5 induziert er eine projektive Abbildung x^ 
veJ veJ 

vom Modul M. Für jeden Untermodul U aus M gilt dann W'' = ( X ^^v)""" = 
veJ 

= E (^w,)''^ = ^ î ŵ  = ^ Ru = (7 und folghch ist Ö- G K{M). 
veJ veJ \eJ 

(b) => (a). Es sei a e К(М). Dann ist {RuY'' = Ru"" = Ru für ein behebiges Ele
ment и E M^, Es gibt ein Element ae R derart, dass u"" = au ist. Jedes Element w e M 
mit der Eingeschaft M^ = M^, ist in {R^, M^) frei und es gilt R^w"" = M^n Rw"" = 
= Мд. n Rw = R^w. Dann gibt es ein Element ^^ G J?^ derart, dass w'' = „̂w. Wir 
wählen ein beliebiges Element и derart, dass R^u n R^x — o. Das Element м + x 
ist in (R^, M^) frei und wir erhalten (u + xY = ^u+x^ + ^u+^x = au + f^x. Hieraus 
ergibt sich u"" = au = ^x'^. Das restliche wird in gleicherweise wie in (c) => (a) durch
geführt. 

Folgerung. Nach dem Satz 16 ist К(М^) = К{М) = К. Die Gruppe К ist ein Nor
malteiler in PL{Mx) und es gilt P{Mx) ^ PL{M^\K, P{M) ^ PLjK. 
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