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CzechosloTak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha 

PROJEKTIVE ABBILDUNGEN PROJEKTIVER RÄUME 
MIT HOMOMORPHISMUS 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingegangen am 29. October 1973) 

W. KLINGENBERG definierte in [3], S. 189, desarguessche projektive Ebenen mit 
Homomorphismus, in [4], S. 100, projektive Räume mit Homomorphismus endlicher 
Dimension und er stellte diese Strukturen algebraisch mit Hilfe der freien Moduln 
über den Stellenringen dar. 

In vorliegender Arbeit wird eine Verallgemeinerung des Struktursatzes der pro­
jektiven Geometrie (siehe etwa [1], Kap. III, § 1) auf projektive Räume mit Homo­
morphismus durchgeführt. 

Der Beitrag besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil werden freie Moduln (R, M) 
beliebiger (endlicher §owie unendlicher) Dimension über einem Stellenring R betrach­
tet und mittels einer bevorzugten Basis В des Moduls (JR, M ) ein gewisser Untermo­
dul Mo in M bestimmt. Zu jedem Modul (R, M) wird dann ein sog. zugeordneter 
Vektorraum (R\ M') über einem Körper R' = R/RQ konstruiert, dabei ist RQ ein 
maximales Ideal in R und M' = M/MQ, 

Durch die Definitionen 4,5 wird eine halbhneare und teilweise halblineare Abbil­
dung der Moduln (R, M), (ß, N) über den Stellenringen jR, Q eingeführt. Zu jeder 
halbUnearen Abbildung ((p, a) der Moduln (R, M), (ß, N) mit der Eigenschaft 
^0 = ^0 läßt sich eine halblineare Abbildung der zugeordneten Vektorräume 
(R\ M'), (ß', N') bestimmen und jede teilweise halbhneare Abbildung der Moduln 
(R, M), (ß, N) kann in genau eine halblineare Abbildung derjeniger Moduln erweitert 
werden. 

Im zweiten Teil definiert man mit Hilfe des Moduls (R, M) einen projektiven Raum 
P(R, M) mit Homomorphismus und mit Hilfe des Vektorraums {R\ M') einen zu 
P(jR, M) zugeordneten projektiven Raum P(R\ M'). Wie sich zeigen läßt, gibt es 
einen Homomorphismus P(R, M) auf P(R\ M'). Ist dim M = 3, so ist P(R, M) eine 
desarguessche projektive Ebene mit Homomorphismus im Sinne von W. Klingen­
berg. Ist dim M = П, n > 3, so ist P{R, M) ein projektiver Raum mit Homomorphis­
mus im Sinne von [4]. Durch die Definition 7 ist eine projektive Abbildung der 
projektiven Räume P{R, M), P(Q, N) mit Homomorphismus erklärt und im Satz 13 
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wird gezeigt, daß jede teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) 
eine projektive Abbildung der Räume P(R, M), P(ß, N) induziert. 

Im dritten Teil wird der Struktursatz für projektive Räume mit Homomorphismus 
bewiesen: Jede projektive Abbildung der Räume P(R, M), PiQ.N) wird durch eine 
teilweise halbhneare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) induziert. Der Beweis 
hierfür ergibt sich aus der Verallgemeinerung der Beweisfigur von Struktursatz der 
projektiven Geometrie aus [1] auf projektive Räume mit Homomorphismus. Mit 
den Ergebnissen aus Teil 1 erhält man hier: Sind die Räume P{R, M), P (ß , N) 
projektiv äquivalent, so sind die Ringe R, Q isomorph, die zugeordneten projektiven 
Räumen P{R\ M'), P(ß ' , N') sind projektiv äquivalent und die Körper R' = R/RQ, 
Q' — QIQo sind isomorph. 

In [5] und [6] benutzte man die Beweisfigur vom Struktursatz der projektiven 
Geometrie aus [1] zur Verallgemeinerung auf Moduln über einem behebigen Ring 
mit Einselement. Die projektive Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) ist hierbei 
als ein Isomorphismus der durch die Untermoduln aus M, N erzeugten Verbände 
definiert, der eine bijektive Abbildung von Mengen monogener Untermoduln aus 
M, N induziert. In der vorliegenden Arbeit wird indessen die projektive Abbildung 
der Räume P(R, M), P(Q, N) als eine bijektive Abbildung der Punktmengen der 
beiden Räume definiert, die eine Inzidenz von Punkten und Geraden wiedergeben. 
Diese Definitionen sind äquivalent, falls (R, M), (ö , N) Vektorräume sind, im 
allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Daher sind die hier gewonnen Ergebnisse 
durch die Anwendung der Ergebnisse aus [5] und [6] nicht erreichbar. 

Definition 1. Ein assoziativer Ring R mit Einselement (nicht notwendigerweise 
kommutativ), der genau ein maximales Rechtsideal RQ besitzt, heißt ein Stellenring. 
Wir setzen R* = R\Ro, 

Satz 1. Ein maximales Rechtsideal RQ eines Stellenringes R ist ein zweiseitiges 
Ideal und bildet eine Menge aller nicht invertierbaren Elemente von R (d. h. der­
jenigen Elemente zu denen keine inversen existieren). Der Restklassenring R/RQ 
ist ein Körper. 

Zum Beweis siehe [2], Kap. 3, § 3.7, 

Vorgelegt sei ein freier unitärer Linksmodul M über einem Stellenring R, kurz (R, 
M). Der vom Element xe M erzeugter Untermodul von M wird mit Rx bezeichnet. 
Wählen wir eine Basis В von M. (Im folgenden sei vorausgesetzt, daß card Б ^ 3.) 
Jedes Element xe M läßt sich eindeutig in der Form x = ^ cc^x^ schreiben mit 

veJ 

«v^v + о für nur endhch viele v. Mit MQ bezeichnen wir die Menge aller Elemente 
w = X î v̂ v mit ß^E Ro^fve J und setzen M* = M \MQ. MQ ist ein Untermodul 

veJ 

von M. 
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Bemerkung 1. Der Untermodul MQ und die Menge M* sind von der Wahl der Basis 
von M abhängig. Es wird weiter vorausgesetzt, daß MQ, M * vermöge einer gewissen 
bevorzugten Basis В von M erklärt sind. 

Aus der Definition von Mo, M* folgt: au e MQ Va E RQ^/Ü e M; au e M* oaE R*, 
и e M*. ' 

Satz 2. Wenn QX = O, X e M*, so Q = o. 

Beweis. Es gelte x = ^ a^,x^ und es gebe v' e J mit â / e JR*. Dann gibt es ein 
veJ 

zu â / inverses Element a '̂̂  GJR*. AUS der Gleichheit QX = о ergibt sich ^a^ = о 
"iv E J und aus der Beziehung да^,> = о folgt dann Q = o. 

Defiaition 2. Eine Menge S Q M ist R-abhängig, wenn es eine edliche Teilmenge 
(a^, . . . , a„} E 5* und Elemente g^, ..., ^„ e R gibt von denen mindestens eins in R* 

M 

liegt, mit ^ ^.a^ e MQ. Anderfalls ist die Menge S R-unabhängig. 
г = 1 

Bemerkung 2. Ist (R, M) ein Vektorraum, so ist die R-Abhängigkeit linear. Ist 
S n Mo Ф 0, so ist S R-abhängig. Die Basis В ist eine R-unabhängige Menge. 

Satz 3. Für jede zwei R-unabhängige Elemente a, b E M gilt: 1. Elemente aa, ßb 
sind R-unabhängig für alle a, ß E R * . 2. Die Elemente a, a ± b sind R-unabhängig. 

Beweis. 1. Es sei ^^aa + ^2ßb ^ ^o- Nach Definition 2 ist ^^a, ^2ß ^ Ro- Setzen 
wir Q = ^1«, dann ^^ = да~^. Da Ro ein zweiseitiges Ideal im R ist und g E RQ, 
gilt auch ^i ERQ. Entsprechend wird gezeigt, daß ^2 ^ ^o- Nach Definition 2 sind 
die Elemente aa, ßb R-unabhängig. 

Es sei ^1« + (̂ 2(0̂  ± b) e Mo- Dann {^i + ^2) ^ ± ^ib E MQ und nach Definition 2 

gilt ^2 ^ ^ö5 <̂ i + ^2 ^ ^0 ^^^ daraus ^1 e RQ. 

Satz 4. £5 seien die Elemente a,b E M * R-abhängig und a, с R-unabhängig. 
Danach sind b, с sowie а + c,b R-unabhängig. Wenn а + b e M*, so sind auch 
a + b, с R-unabhängig. 

Beweis. Es bestehen c^, Ç2 ^ ^ * ^ i t ^^a + ^2^ = ш, mEM^. Dann Ь = 
= ^J^m — (^J^ifl. Wird n = ^J^m, (̂  = «̂2 ̂ ^1 gesetzt, so erhalten wir Ь = n — 
— ^a, ПЕ Mo, ^ E R*. Nun werde vorausgesetzt, daß a^{a + c) + a2b E MQ. 
Dann a^a + a^c 4- a2(n — ̂ a) = (a^ — a20 <̂  + 0̂ 1̂  ̂  ^ o - Da a, с R-unabhängig 
sind, gilt a^, â  — a2^ E RQ. Wenn â  — a2^ = 7, dann a^ = (a^ — y) ^~^ E RQ. 
Somit sind die Elemente а + c,b R-unabhängig. Entsprechend wird auch bewiesen, 
daß b, с R-unabhängig sind. Es sei а -h b E M * . Dann а + n -- ^a == (1 — ^) а -{-
+ n E M* und daraus 1 — с G R*. Werde vorausgesetzt, daß ai(a + b) + a2C e MQ. 
Dann (ai - a^O a + a2C E MQ und «^(1 - 0 , аз e RQ. Da 1 ~- ^ G R* , gilt a, e RQ 
und a Л- b, с sind R-unabhängig. 
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Satz 5. Für jede R-unabhängige Elemente x, y, z sind auch x ~ v, y, z bzw. 
X — y, X — z bzw. X, X — y — z R'Unabhängig. 

Der Beweis verläuft ganz analog zum Beweis der Sätze 3,4. 

Bezeichnen wir mit R' = JR/JRQ, M/ = MJMQ und ge R\ xeM' für geR, xe M. 

Setzen wir ^x = 'gx \fg e R' Vx e M\ Diese Definition hängt nicht von der Wahl der 
Elemente g e R, x e M ab: Es sei ä = ^, x = v. Dann gibt es (̂  e RQ, a e MQ mit 
a = g + ^, y = x-{-a und man erhält ay = (g + c) (^ + a) = gx + ^x + да -\-
+ ^a == gx + b mit b = ^x + да -i- ̂ a e MQ. Daher ist 'gx = 'äy und äy = gx. 
Da R' ein Körper ist, ist M' in bezug auf die eingeführte äußere- Operation ein 
Vektorraum, den wir mit {R\ M') bezeichnen werden. 

Definition 3. Der Vektorraum (R\ M') heißt ein zugeordneter Vektorraum zum 
Modul (jR, M). 

Es sei ein weiterer freier Modul N über einem Stellenring Q vorgelegt. Bezeichnen 
wir mit ßo ^iïi maximales Ideal des Ringes Q und ß* = Q \ öo- Mit Hilfe der er­
wählten Basis von (Q, N) definieren wir NQ, iV* genau wie beim Modul (JR, M ) . 
Den zum Modul {Q,N) zugeordneten Vektorraum bezeichnen wir mit (Q\N'). 

Definition 4. Das Paar (cp, er) ist eine halblineare Abbildung der Moduln (R, M), 
(ß , iV), wenn es gilt: 

1. c7 ist ein Isomorphismus der Gruppe M auf die Gruppe N. 

2. cp ist ein Isomorphismus des Ringes R auf den Ring ß . 

3. {guf = g'^u'' \/geRWEM. 

Bemerkung 3. Wenn (cp, a) eine halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (ß , N) 
mit Mo = NQ darstellt, so ist das Paar (ф, ä), welches durch die Vorschrifte x*̂  = 
= 3P, Q"^ =: Q^ definiert wird, eine halbhneare Abbildung der zu (R, M), (ß , N) 
zugeordneten Vektorräume (R\ M'), {Q\ N'). 

Definition 5. Das Paar (cp, <т) ist eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln 
(R, M), (ß , N), wenn es gilt: 

1. (7 ist eine bijektive Abbildung der Menge M* auf die Menge Л^*. 
2. (p ist eine Abbildung der Menge Я* auf die Menge ß*. 

3. Für je zwei R-unabhängige Elemente x, у e M gilt (x + уУ = x*̂  + y"^* 
4. (guY = g'^u'' V^ e R* VM e M*. 

Satz 6. Jede teilweise halblineare Abbildung (cp, a) der Moduln (jR, M), (ß , N) 
läßt sich auf eine halblineare Abbildung ((p\ o"') dieser Moduln eindeutig erweitern, 
wobei Ml' = NQ. 
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Beweis. 1. Für ein beliebiges Element aeM'^ ist ( — a)^ = —a"": Betrachten wir 
ein Element b e M*, welches mit a i^-unabhängig ist. Nach Satz 3 sind b, —a sowie 
b + a, —a ^-unabhängig. Nach 3 aus Definition 5 erhält man [(b + a) + ( — a)Y = 
= (fo + аУ + i-аУ = Ь'̂  + a*̂  + (-аУ = Ь̂  und daraus (-аУ = - a ^ 

2. Jedes Element и e MQ läßt sich in der Form и = а + b schreiben, wo a, b e 
G M*. Es genügt ein beliebiges a e M* zu wählen und b = и — a zn setzen. Dann 
b e M* und и = a + b. Die Elemente a, fe sind natürhch Я-abhängig. Setzen wir 
x"^' = x^ Vx e M*. Wenn и e MQ, M = а + b, Ö, Ь e M*, dann setzen wir м*̂ ' = a^ + 
+ fe*^ = a'̂ ' + b*̂  . er' ist die Abbildung: Es sei и e MQ, u = a + b = c + d mit 
a, b, c, d e M*. Zunächst sei vorausgesetzt, daß die Elemente a, с ^-unabhängig 
sind. Dann sind a, —c und b, а ~ с nach den Sätzen 3,4 jR-unabhängig. Nach 3 
aus der Definition 5 und nach 1 gilt dann d'' = \b + {a — c)Y = fe"" + [a + 
+ {~-c)Y = b^ + â  + ( - c f = a'' -^ b"" - c\ Daraus folgt a"" + V = c"" •¥ d\ 
Es seien nun a, с i^-abhängig. Es existiert ein Element x e M*, welches mit а R-
unabhängig ist. Ebenso sind auch c, x Я-unabhängig. Setzen wir м = x + y. Nach 
dem Vorhergehenden gilt dann â  + b^ = x^ + y^ und x^ + j;*" = c*" + d'", folgHch 
â  + b^ == c*" + tf*". 

3. Die Abbildung G' ist ein Homomorphismus der Gruppe M in N, 
a) Für jede i^-unabhängige Elemente a, b gilt nach Definition 5 und nach 2 

(a + b)*̂ ' = a '̂ + b'̂ '. 
b) Es seien die Elemente a,b e M* R-abhängig. Wenn a + b = с e MQ, so ist 

nach 2 c*"' = (a + ЬУ' = a*̂ ' + b*̂ '. Weiter sei vorausgesetzt, daß а + ЬеМ^, 
Wählen wir ein Element и e M*, welches mit а i^-unabhängig ist. Nach Satz 4 sind м, 
а + b und а + u,b Я-unabhängig und nach a) erhält man [(a + b) + w]*"' = 
= (a + b)*"' + w '̂ = [(a + w) + b]^' = (a + uY + b^' = a""' + w '̂ + b'̂ '. Daraus 
ergibt sich dann (a + b)*"' = a""' + b"̂ '. 

c) Es seien а e Mo, b e M*. Wählen wir ein Element c, welches mit b R-unabhän-
gig ist, dann b + ce M*. Wird и = a — с gesetzt, so ist и еМ* und а = и + с. 
Nach 2 ist а '̂ = ti^' + с'"'. Weiter ist (а + b)*"' = [м + (b + с)]*"'. Nach а), b) 
ist dann [w + (b + c)Y' = w""' + (b + сУ = и""' + b^' + с*"' = а*"' + b^'. Hieraus 
(а + b)''' = a '̂ + b^'. 

d) Es seien a,b e MQ. Setzen wir a = и + v, u,v e M*. Dann ist nach 2 a""' = 
= w'̂ ' + ü*̂ ' und (a + ЬУ = [M + (i; + b)]^', wo i? + b бМ*. Nach a), b), c) 
ist (a + b f = w '̂ + (t; + b f = w '̂ + Ü*"' + b^' = a*'' + b^'. 

4. Die Abbildung er' ist ein Isomorphismus der Gruppen M,N mit Ml' = iVo: 
Es sei X ein beHebiges Element aus N, Wenn x e iV*, so nach 1 aus der Definition 5 
gibt es genau ein Element а e M* mit a*"' = x. Wenn x GNQ, SO gibt es y, zeN"^ 
und a,beM* mit x = у + z, a*"' = y, b*"' = z. Nach 3 gilt (a + b)*"' = a*"' + 
+ b""' = у 4- z = X. Folglich er' ist eine Abbildung auf N, Es sei x*̂ ' = o. Dann 
X 6 Mo und man kann x = а + b, a, b e M* setzen. Es gilt x^' = a^' 4- b*' = о 
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und nach 1 ist a*" = —b^' = ( — ЬУ'. Nach 1 aus der Definition 5 ist а = — Ь und 
X — а + b = о. Wenn x"" GNQ, so x e MQ denn sonst nach 1 aus der Definition 5 
<̂T' Ç jY* Daher NQ g Mo'. Es sei a e Mo und vorausgesetzt, daß a"^' eiV*. Danach 
gibt es Ь e M* mit V' = a"" im Widerspruch zur Annahme, daß o' einen Isomor­
phismus ist. Es gilt also Mo E NQ. , 

5. Vorgelegt sei ein Element g e RQ; wählen wir ^ e R^ und setzen wir ц = Q — ^. 
Dann ju G Я* und ^ = ^ + (J. Setzen wir weiter Q"^' = Q"^ V^ e Я* und *̂̂ ' = (̂*̂  + 
-f *̂p = ^"p' + ^̂ 'p' für ^ e JRQ. Ф' ist die Abbildung: Es sei g e RQ und g = ^ -i- fi = 
= a + ß, wo a, Д, ^, /I e Я*. Wählen wir ein Element м G M*. Nach 4 aus Defi­
nition 5 und nach 3 gewinnt man (guY' = [(^ 4- ju) м]*"' = ((̂ w + jnuy' = (^иУ' + 
+ ifiuy' = ê'̂ 'z^ '̂ + M'̂ 'W"' = C '̂̂ ' + iu'̂ ') u""' = [(a + i5) w]^' = (aii + J?M)^' = 
= a'^'u'"' + jg'̂ 'w '̂ = (a'^' + iß^')w^'. Da W'^'GN*, gilt nach Satz 2 ^'^' + /i* '̂ = 

6. Es gilt {guY = ^'''w*'' "igeR^ue M. 

a) Wenn ^ G Я*, w G M*, dann gilt {диУ' = ^'^'w''' nach 2,5 und nach Definition 5. 
b) Es sei g e RQ, и e M*. Dann setzen wir ^ = а + jS, wo a, ß e Ä*. Nach 5 gilt 

Q^' = (f^' + ß<p' und nach 3 und a) ist {диУ = [(а + ß) uj' = [aw + i^ti]''' = 

c) Es sei ^ G Я, w G Mo. Wir setzen и = а + b, wo а, b e M*. Nach 3 und a), b) 
gewinnt man (диУ' = [_д(а + b)Y' = (да + дЬУ' = (даУ + (дЬу' = д'^'а''' + 

7. Die Abbildung ср' ist ein Isomorphismus der Ringe R, Q: 

a) Vorgelegt seien beliebige Elemente a, ß e R und wählen wir и e M*. Nach 6 
ist Кф uY == {(ißY u""' = [a^) ]*^ ' = a^'XßuY = а'̂ 'Д'̂  w '̂. Daraus folgt (ajS)'̂ ' = 
= a'̂ 'jÖ '̂. Ferner ist [(a 4- ß) uY = (a + i^f w'̂ ' = \_ш + JSM]^' = â '̂w '̂ + jÖ"̂  w''' = 
= (oĉ ' + iS '̂) w*"' und daraus (à + ßY = a*"' + î ""'. 

b) Falls g G Q*, dann nach 2 aus Definition 5 gibt es ein Element àe R* so, daß 
a*̂ ' = ^. Es sei g G ßo- Setzen wir g = ^ -{• fj, mit <̂ , ju G ß*. Es existieren a, jS G i?;* so, 
daß a'P' = (̂ , ß""' = fi. Dann (a + ßY = (x""' + ß"^' = ^ + ß = g. Die Abbildung cp' 
ist somit eine Abbildung auf ß . Es sei ^^' = o. Wählen wir wieder и e M*. Dann 
(диУ' = g'^'u'^' = ou"^' = o. Nach 4 ist ^w = о und nach Satz 2 ist ^ = o. 

8. Das Paar {(p\ G') ist nach 1--7 eine halblineare Abbildung der Moduln (Я, M), 
(ß , iV) mit x*̂  = x*̂ ', *̂̂  = ^'^' Vx G M* V^ G i^*. Setzen wir voraus, daß {(pi, o^ eine 
halblineare Abbildung der Moduln {R, M), (ß , N) mit derselben Eigenschaften ist. 
Es sei и G Mo und wählen wir a, Ь G M* mit и = a + b. Dann w""̂  = (a + ЪУ^ = 
= ö^i + b""' = a"" + b"" = a""' + b""' = {a + by' = W"', Ähnlich setzen wir g = 
= è + ß, tß^R"" für g e JRo. Dann g'*^ = (^ + ^Y = '̂̂ ^ + Â*̂^ = {̂  + м^ = 
= f*̂ ' + fi"^' = ((̂  + ju)*̂ ' + g"^'. Es gilt somit <7i = a\ cp^ = <p'. 

Damit ist der Beweis beendet. 
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Bemerkung 4. Existiert eine teilweise halblineare Abbildung (cp, ^) ^er Moduln 
(Я, M), (6, N\ so gibt es nach Satz 6 eine halblineare Abbildung ((p\ ^') derjenigen 
Moduln, woraus sich ergibt, daß die Ringe R, Q isomorph sind. Wegen der Gültig­
keit von Mg' = NQ gibt es nach Bemerkung 3 auch eine halblineare Abbildung der 
zu {R, M), (0, N) zugeordneten Vektorräume {R\ M% (Q\ iV'). Folghch sind die 
Körper jR' = jR/î o, Q' = QjQ^ isomorph. 

Satz 7. Es sei (cp, a) eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M), 
(ß, iV). Die Elemente x, y e M sind R-unabhängig genau dann, wenn die Elemente 
x*̂ , y'' Q-unabhängig sind. 

Beweis, a) Nehmen wir an, daß x, y e M E-unabhängig und x*", y"" g-abhängig 
sind. Dann gibt es Elemente QI, Q2 e 6* imd a ,̂ ^2 ̂  ^* so, daß Q^X"^ + ^2^'' eiVo 
und Qi = a ,̂ Q2 = af. Nach Satz 3 sind ajX, 0С2У i^-unabhängig, a^x + (Х2У e M* 
und (ajX + a2jreiV*. Zugleich nach Definition 5 gilt (a^x + (Х2УУ = (pc^xY + 
+ {(Х2УУ = ocfx'̂  + afj;*" = Qix"" +^23^''eiVo. Man hat somit einen Widerspruch 
und die Elemente x*", y" sind ß-^inabhängig. 

b) Nehmen wir an, daß die Elemente x*", y"^ eN ß-unabhängig und x, y K-abhän-
gig sind. Dann gibt es ai,a2ei^* mit cc^x + а2уеМо. Betrachten wir nach 
Satz 6 eine halblineare Abbildung (ç>', a'). Dann (a^x + 0С2УУ' = (ajx)*"' + (ос2УУ = 
= afx"" + af>̂ *̂  e iVo, wo a f ,a f6ß*. Man hat somit einen Widerspruch, denn 
x"", y'' sind ß-unabhängig. 

11 

Definition 6. Der Untermodul X = Rx, x e M* des Moduls (R, M) heißt ein 
Punkt. Zwei Punkte Rx, Ry sind Ä-verschieden genau dann, wenn die Elemente x, у 
i^-unabhängig sind. Jeder Untermodul l = Rx + Ry, wo Rx, Ry i^-verschieden sind, 
heißt eine Gerade. Ein projektiver Raum P(R, M) mit Homomorphismus ist die 
Menge B(M) aller Punkte und die Menge aller Geraden, wobei die Inzidenz der 
Punkte und Geraden als Inklusion definiert wird. Der projektive Raum PiR\ M'), 
wo {R\ M') einen zu (R, M) zugeordneten Vektorraum ist, heißt ein zugeordneter 
zum projektiven Raum P(R, M) mit Homomorphismus. 

Bemerkung 5. Wenn JRX ein Punkt ist, so Rx = Ry genau dann, wenn x = gy, 
Q e Ä*. 

Bemerkung 6. Die Abbildung der Punktmenge B{M) des projektiven Raums 
P{R, M) mit Hompmorphismus auf die Puhktmenge B(M') des projektiven Raums 
P{R\ M'), welche die Inzidenz der Punkte und Geraden reproduziert, heißt ein 
Homomorphismus P(R, M) auf P(jR', M'). Die Abbildung x : Rx-^ R'x \/Rx e B(M) 
ist ein Homomorphismus P(R, M) auf P(R\ M'). Die Punkte Rx, Ry sind jR-ver-
schieden genau dann, wenn (RxY =j= (RyY^ Wenn card Б = w, и > 3, so läßt sich 
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beweisen, daß P(R, M) ein projektiver Raum mit Homomorphismus im Sinne von 
W. Klingenberg ist (siehe [4], Seite 100). Wenn и = 3, so ist P(R, M) eine desar-
guessche Ebene mit Homomorphismus im Sinne von [3], S. 189. 

Satz 8. Durch jede zwei R-verschiedene Punkte X = Rx, Y = Ry geht genau 
eine Gerade. 

Beweis. Nach der Definition 6 ist p = X + У eine Gerade und X, Ye p. Es sei 
l = Ru -{- Rv eine beliebige Gerade mit X, Yel. Dann gibt es Elemente a, ß, a\ ß' e 
6 jR derart, daß x = au + ßv, у =^ au + ß'v gilt. Da x e M* und w, v i?:-unabhängig 
sind, muß entweder au e M* oder ßv e M* gelten. Setzen wir z. B. voraus, daß 
амеМ*. Dann gilt а G Я*. So folgt и = a~^x - a~^ßv und у - a'a~^x = 
= iß' - a~^ß) V. Es gebe { = jS' - a~ ̂ . Da x, у Ä-unabhängig sind, gilt ^v e M* 
und ^ e R*. Danach ist i? = ^^y ~ ^-^a'a~^xundu = (a~^ - a'^ßC^oi'a'^) x -
— a~^ßi~^y. Es ergibt sich somit u,ve Rx + Ry und p = l. 

Satz 9. Für jedes Paar von R-verschiedenen Punkten Rx, Ry gilt Rx n Ry = o. 

Beweis. Setzen wir voraus, daß ^x = г(у, {x Ф о gilt. Nach Satz 2 ist ^, ?; ф o. 
Setzen wir X = ^ â x̂ , у == Y^ ß^x^, so gilt ^a^ = rjß^ Vv G J. Da x, j ; e M*, existieren 

veJ veJ 

V, v" G J mit a^', ß^- e R*. Setzen wir weiter x' = a '̂̂ x, ^' = ^a^, und â  = a '̂̂ av 
Vv G J, so (̂ 'ai = rjß^. Für v' gilt speziell ^'a'^, = ^' = ĵ? ,̂, also rjß^. = (̂ â ., == 
= (̂ 'a(,. = rjß^.a'^.. Hieraus ergibt sich rjiß^,'^ - ^v â̂ .) = o. Da ^ Ф Ö, gilt ß^. — 
- ß^ra'^r, G î o- Da î v" G JR*, gih ĵ ,,,a(,. G Я*, woraus j^^ . , a(,» G î * folgt. Setzen wir 
schließlich / = )^;^v, ^' = rjß,. und Ĵ ; = ^;'^?^ "^veJ, Danach ist ^'a; = rj'ß', 
Vv G / und für v' erhalten wir ^' = r\, Es folgt somit ^{a'^ — j5̂ ) = о Vv G / . Nach 
Satz 3 sind die Elemente x' = a '̂̂ x, y' = ß'^'^y Я-unabhängig und x' — / ^M^. 
Wegen y^' — y' '='Yu (̂ v "- Ю ^ gibt es Vj G J derart, daß â ^ — ß'^^ e JR*. AUS der 

veJ 

Beziehung ^'(a'^^ — ß'^^ = о folgt dann ^' = о und ^ = ^'a~^ = о im Widerspruch 
zur Annahme (̂  Ф o. Es gilt also Rx n Ry = o. 

Satz 10. Für jede R-unabhängige Elemente x, y, z gilt Rx n (J^j; + Rz) = o. 

Beweis. Nehmen wir an, es gebe Elemente a,ß,yeR, а Ф о so, daß ax == 
= ßy + yz gilt. Dann ist auch ß,y ф o. Wäre etwa ß = o, dann ax = yz. Da x, z 
i?-unabhängig sind, gilt nach Satz 9 а = o, was ein Widerspruch ist. 

Es gilt X = Y, ̂ v̂ v» У = Z ßv^v^ 2 = E 7v^v Nach unserer Voraussetzung ist 
veJ veJ veJ 

a) Wegen x e M* gibt es a„. e K*. Setzen wir x' = a^-'x, a' = aa,, und â , = a",'«» 
Vv 6 / . Es gilt a'a; = ßß^ + 77„ Vv e J und a'a;. = a' = jß)?,. + yŷ , für v'. 

b) Wegen уеМ* gibt es Д,. e R*. So folgt a'a;» = ßß,„ + yy,- = (ßß,. + yy„0 ai» 
und daraus ß(ßy<" - ßy") + У(УУ<" - Vv) = o. Nehmen wir an, daß Q = ß^. Va;„ -
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— Ду.. е Я * gilt. Danach ist ß = ~у{у^'0^у" — УУ")Я~^ = У^ ^^à ах = у{£,у + z). 
Da у, z Я-unabhängig sind, gilt ^y + z e M* und x, <̂y + z sind R-unabhängig. Nach 
Satz 9 erhalten wir a = о und somit einen Widerspruch. Es gilt also Q e RQ. Wegen 
ß,. 6 jR*, auch ß,^, a;. e i^*. 

c) Da auch z e M*, gibt es ŷ ^ e i^*. Analog zu b) beweist man, daß y^^ e JR*. 

Setzen wir ß' = ДО^., у' = yy^^ und y' = ß^'^y, z = 7v"^ -̂ So folgt ax — 
= iS'j;' 4- y'z\ Nach a) ist a' =; j5' + 7' und somit (Д' + 7') x = ß'y' + yz\ 
d. h. jÖ'(x' - y') = y\z' - x'). Da x, y, z ^-unabhängig sind, sind auch x\ y\ z' 
jR-unabhängig und nach Satz 5 sind x — j ^ , z — x Я-unabhängig. Nach Satz 9 gilt 
jg' = y' =;= 0 und daher auch a' = 0, а = a'a".^ = 0 im Widerspruch zur Annahme. 
Es gilt daher Rx n (Ry + Rz) = 0. 

Satz 11. Für jedes Paar von Geraden p = Ra + Rb, q = Rx + Ry, wo a, b, x 
R-unabhängig sind, gilt: Wenn v e p n q, и e M*, so Rv — p n q. 

Beweis. Es sei v = a^a +'^ib = ßiX + ß2y, veM*. Danach ist entweder 
ai G i?* oder a2 e R*, Wegen a^a + (X2b - ß^x = ßiy, ergibt sich aus der i^-Unab-
hängigkeit der Elemente a, b, x, daß ß2 e Я*. Somit gilt y = ßi^ioc^a + a2b — jSix). 
Nun werde vorausgesetzt, daß w = (x[a + азЬ = ß\x + ß2y gilt. Dann erhalten 
wir a[a + «2^ = j^^x + ß2ßA^(^i^ + 0̂ 2̂  ~ i^i^) ^^^ (^1 "" ßißi^^i) а -\- ((X2 -
- ß'ißi^^i) b = {ßi - ßi^ßi^ßi) X, Setzen wir Q = ßißl^ so ist nach Satz 10 
a[ = QOix, a2 = Q0i2 und es gilt w = ^a^a + ^«26 = t̂̂ -

Satz 12. Für jede R-unabhängige Elemente x, y, z gi/t 

a) î Cy - z) = (JRj + jRz) n [Я(х - >̂ ) + Я(х - z)]. 
b) i^(x - 3; - z) = [JR(x - j ) + i^z] n [i^(x - z) + ад. 
c) R{y + z) = (Rj/ + Rz) n [Я(х ~ j ; - z) + JRX]. 

Beweis, a) Die Elemente x — y, x — z sind nach Satz 5 JR-unabhängig. Daher 
ist / = R{x ~ y) + R(x — z) eine Gerade. Zugleich ist auch p = Ry + Rz eine 
Gerade. Die Elemente y, z,x — у sind nach Satz 5 JR-unabhängig und gilt у — z e 
e M*, у — z e p r\ L Nach Satz 11 ist dann R{y — z) = p n L Ganz entsprechend 
beweist man b) und c). 

Definition 7. Vorgelegt seien freie Moduln (JR, M), (Q, N) über den Stellenringen 
jR, Q und seien P(JR, M), P(Q, N) entsprechende projektive Räume mit Homomor­
phismus. Eine bijektive Abbildung к der Menge B(M) auf die Menge B{N) heißt 
eine projektive Abbildung der Räume P{R, M), P (ß , N), wenn es gilt: 

a) Die Punkte X,Ye B{M) sind i^-verschieden genau dann, wenn die Punkte 
X^, Y^ Q-verschieden sind. 

b) Liegt der Punkt X e B(M) auf der Geraden Г 4- Z, so liegt X** auf der Geraden 
7^ + Z\ . . 

222 



Wenn es eine projektive Abbildung der Räume P{R, M), P{Q, N) gibt, so sind diese 
Räume projektiv äquivalent. 

Satz 13. Es sei (cp, a) eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M), 
(Q,N). Setzen wir (КхУ = Qx"^ VxeM*, so ist к eine projektive Abbildung der 
Räume P{R, M\ P{Q, N). 

Beweis, a) % ist eine bijektive Abbildung der Mengen B{M), B{N): Es sei jRx = Ry, 
X e M*. Dann besteht ^ e î * so, daß у = QX ist. Nach der Definition 5 ist y'' = 
= Q'PX'', Q"^ G ß* und wir erhalten Qx"" = Qy\ {Rxf = {Ryf. Somit ist к eine Ab­
bildung der Menge B{M) in B{N), Es gebe Qz e B{N). Dann besteht genau ein Ele­
ment j e M* derart, daß y"" -= z und {RyY = Qy"" = Qz, Es sei {Ryf = {Ryf, 
also Qx"" = Qy", Es besteht ein Element а e Q* mit y"" = ax"" und ein ß e R* mit 
ß"^ = a. Danach gilt y"" = ß'^x = (ßxY, у = ßx und JRx = Ry, 

b) Es gebe zwei JR-verschiedene Punkte X = Rx, Y = Ry. Dann sind x, y R-
unabhängig. Nach Satz 7 sind x*̂ , y'' g-unabhängig und die Punkte X^ = Qx*̂ , 
'̂̂  = Qy'' sind g-ver schieden. Entsprechend mit Hilfe des Satzes 7 beweist man die 

Umkehrung. 
c) Es liege der Punkt Rx auf der Geraden l = Ry + Rz. Nehmen wir zuerst an, 

daß die Punktpaare Rx, Ry und Rx, Rz i?-verschieden sind. Es gilt dann x = 
= Q^y + Q2^ und daher x — g^y = Q2Z. Da x, y i^-unabhängig sind, gilt Q2Z e M* 
und ^2^^*- Ähnlich wird gezeigt, daß Q^yeM"^ und Q^ бЯ*. Nach Satz 3 sind 
Qiy, Q2Z i?-unabhängig und nach der Definition 5 gilt x*" = ^ÏJ*' + Qi^""- Dann 
x^' e Qy"" + Qz"", d. h. gx*" = (Rxf g {RyY + (Rzf. Nun werde angenommen, 
daß Rx, Ry nicht i^-verschieden sind. Nach Satz 4 sind Rx, Rz i?-verschieden, 
nach Satz 3 sind Ry, R(y — z) i^-verschieden. Ähnlich sind auch Rz, R{y ~ z) 
und Rx, R{y - 2) ^-verschieden. Nach Satz 8 gilt Ry -\- Rz = Rz + R{y - z). 
Mit dem vorangehenden Teil und mit Satz 8 wird bewiesen, daß (RyY Л- {RzY = 
= (RzY + {R{y - z)Y. Weiter gilt {RxY g {RzY + iR{y- z)J und {Rxy g 
g {RyY + {RzY^ 

Definition 8. Die projektive Abbildung к der Räume P{R, M), P{Q, N) wird durch 
eine teilweise halblineare Abbildung {cp, a) der Moduln {R, M), (g, N) induziert, 
wenn {RxY = gx'̂  für jeden Punkt Rx e B{M) gilt. 

III 

Theorem. Jede projektive Abbildung der projektiven Räume P{R, M), P{Q, N) 
mit Homomorphismus wird durch eine teilweise halbUneare Abbildung der Moduln 
{R, M), (g, N) induziert. 

Der Beweis des Theorems wird in einige Teile geteilt, in welchen eine Reihe von 
Teilbehauptungen bewiesen wird. Nehmen wir an, daß x eine projektive Abbildung 
der Räume P{R, M), P{Q, N) darstellt. 
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a) Es gebe R-verschiedene Punkte Rx, Ry und setzen wir (RxY = Qx\ Dann 
gibt es ein einziges Element / = h(x, x\ y), y' e iV*, für welches {RyY = Qy\ 
iR{x - y)r = Q{x' - y') gilt. 

Beweis. Es gilt x - y e M* und JR(X - y) g JRX + Ry. Nach der Definition 7 
sind die Punkte {RxY, {RyY ß-verschieden, {RxY + {RyY ist eine Gerade und 
[jR(x - yYY E {RxY + {RyY- Setzen wir [R(x ~ y)Y = Qt\ {RyY = Qz'. Die 
Punktepaare Rx, R{x — j ) und Ry, R{x ~ y) sind nach Satz 3 jR-verschieden und 
daher sind die Punktepaare ßx', Qt' und Qz', Qf auch ß-verschieden. Die Elemente 
x, t' G iV* und z\ t' e iV* sind dann ß-unabhängig. Es gibt Elemente a, ß e Q mit 
f' = ax' + î z' und nach Satz 9 sind eindeutig bestimmt. Da t\ x' ß-unabhängig 
sind, ergibt sich aus der Gleichheit t' — ax' = ßz', daß ßz' eiV* und ß G ß*. Ent­
sprechend wird gezeigt, daß a c ß * . Setzen wir y '= —oT^ßz', Dann gilt y'eN"^, 
{RyY = ßy' und [i?(x - y)Y = ßt' = Qa'h' = Q{x - j;')- Damit ist die Existenz 
des Elementes y' bewiesen. 

Es gebe ein Element y" e iV* mit {RyY = Qy\ \R{x - yW = Q{x' - у'У 
Dann existieren Q,£,EQ SO, daß y' = Qy\ ^{x' — y") = x' — y' gilt. Daraus folgt 
ix' - if = x' - Qy" und {i - 1) x' + to - 0 Ĵ " = 0. Da die Punkte ßx', ^y" 
ß-verschieden sind, gilt nach Satz 9, daß ßx' n Qy" = o. Nach Satz 2 ist dann 
<J = 1, ^ = (J und somit ^ = 1, d. h. y' = y". 

b) Die Gleichheit h{x, x\ y) = j ' gilt genau dann, wenn h{y, y\ x) = x'. 

c) Es seien die Elemente x, y, z e M R-unabhängig und {RxY = ßx'. Aus den 
Gleichheiten y' = h{x, x', j), z' = h{x, x', z) ergibt sich z' = /1(3;, 3;', z). 

Beweis. Nach den Voraussetzungen gilt {RxY = Qx, {RyY = Qy\ {R^T = 
= ßz', lR{x - 3;)]'̂  = ß(x' - У), lR{x - z)r = ß(x' - z'). Aus der Definition 7 
ergibt sich , daß die Elemente x', y', z' ß-unabhängig sind. Nach Satz 12 gilt 
R{y - z) = {Ry + l^z) n [Ä(x - j ) + Я(х - è)] und aus der Definition 7 folgt 
\_R{y - z)]'' g [ßj; ' + ßz'] n [ß(x' - y') + ß(x' - z')]. Die Elemente y', z', 
x' ~ }?'sind ß-unabhängig und daher nach Satz 11 ist [R(>̂  — 7)Y = \0у' + ß^'] '^ 
'^ [ß(x' -" y') + ß(x' — z')]. Bei weiterer Anwendung von Satz 12 erhalten wir 
\R{y — z)Y ~ ß(y' — z'). Die Punkte JRy, Rz sind JR-verschieden und es gilt 
{RyY = Qy\ {RzY = Qz\ [.R(y - ^)Т = Q{/ - 2'). Nach a) ist somit z' = 
^h{y,y\z). 

d) £5 seien (fie Elemente x, y, z e M R-unabhängig, (Rx)" = Qx' und y' = 
= h{x, x', y), z' = /i(x, x', z). Z)ann gi/î h(x, x', y + z) = y' + z'. 

Beweis. Die Elemente x, y + z sind K-unabhängig, es gibt daher ein Element 
h{x, x', y + z). Die Elemente x', y', z' sind ß-unabhängig. Analog zu c) erhält man 
mit Hilfe des Satzes 12 b): [R(x - y - z)Y = [(R(x - y))" + (Rzf] n [(Ä(X -
- z)r + (Ryf^ = [ß(x' - j ' ) + ez'] n [Ô(x' - z') + ÔJ»'] = ô(^' - >'' - z'). 
Aus Satz 12c) erhalten wir weiter IRiy - z)]" = (Qy' + Qz') n [ß(x' - y' - z') + 
+ Qx'l = Qiy' + z'). Aus den Gleichheiten (Rx)" = ßx', IRiy + z)Y = 
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= Qi/ + z% IRix -(y + z))Y = Q{x' - / ^ z') = Q(x' - iy' + 2')) folgt nach 
a) h{x, x', y + z) = / + z'. 

Da card Б ^ 3 ist, gibt es im M nach Bemerkung 2 drei ^-unabhängige Elemente 
w, f, w. Setzen wir (Ruf — Qu\ Danach sind die Elemente v' = h(u, u\ v), w' = 
= h(u, u'w) eindeutig bestimmt. Wenn wir x, y als beliebige verschiedene Elemente 
aus M, V, w bezeichnen, dann gilt nach b), c) y' = h(x, x\ y). Für ein beliebiges 
Element t e M* gibt es mindestens zwei Elemente aus w, v, w, etwa w, v derart, daß 
u, V, t i^-unabhängig sind. Setzen wir t' — h(u, u\ t). Da /I(M, M', V) = v' ist, gilt 
nach c) h(v, v\ t) = t' = h{u, u', t). Für jedes Element t e M* werden mindestens 
zwei von den drei Funktionswerten h(u, u\ t), h{v, v\ t), h(w, w', t) definiert und diese 
Werte sind gleich. Der gemeinsame Wert wird mit f bezeichnet. Somit ist die Ab­
bildung (T der Menge M* in iV* definiert. Für ein t e M* gilt dann nach a) {Rty = 
= Qf, Weiter werden wir einige Eigenschaften der Abbildung a beweisen. 

(i) Es gebe beliebige jR-unabhängige Elemente a,b e M*. Von den Elementen 
u, V, w kann ein solches gewählt werden, etwa u, daß a, b, и i^-unabhängig sind. 
Es gilt a"" = h(u, u\ a), b"" = h(u, u\ b) und nach d) ist a'' + b"" = h(u, u', а -h b) = 
= (a + by, 

(ii) (7 ist eine bijektive Abbildung der Mengen M*, iV*: Wählen wir ein beliebiges 
Element seN"^. Nach der Definition 7 gibt es einen einzigen Punkt Те B(M) derart, 
daß T^ = Qs. Dieser Punkt T ist Ä-verschieden von mindestens einem Punkt aus 
Ru, Rv, Rw, etwa vom Punkt Ru. Dann sind auch die Punkte Qs, (Ruf = ßw*̂  
Q-verschieden und die Elemente s, м*̂  sind ß-unabhängig. Danach u"^ + seN* und 
6(1/*" + s) ist ein Punkt. Es besteht genau ein Punkt P e B{M) derart, daß P'* = 
= Qiu"" + s). Es gilt P"" g Qu"" + Qs = (Ruf + T"" und daher P g JRM + T. Die 
Punkte Qs, Q{u^ + s) bzw. Qu*", Q{u^ + 5) sind Q-verschieden, weshalb die Punkte 
T, P und Ru, P i? -̂verschieden sind. Wird P = Rp[ gesetzt, so ist p' ^ QU + f 
mit QER, f еТ. Da p' e M*, muß entweder QU oder t' in M* hegen. Setzen wir 
QU e M* voraus. Da die Punkte Ru, P jR-verschieden sind, so folgt auch f e M*. 
Setzen wir p = Q~^p^ = и + Q~^t = и + t, dann ist P = Rp, T= Rt. Nach (i) 
gilt P"" = ß(M^ + 5) = lR(u + t)r = Q(u + ty = ßCw'̂ -f f). Da u"" + s, u'' + 
+ f eP'*, so ist s - feP"". Dies bedeutet, daß s - f eP"" пТ"" gilt. Da P"", T"" 
ß-verschieden sind, so gilt nach Satz 9 P^ n T^ = о und daher s = f. Dann ist a 
die Abbildung M* auf iV*. Die Eineindeutigkeit ergibt sich dann aus a). 

(iii) Es gebe x e M*, a e il*. Dann gilt Rx = R(ocx) und (Rxy = lR(ocx)Y = 
= Rx"" = R(ocxy, Nach Satz 2 gibt es ein eindeutig bestimmtes Element g(cc, t) e R* 
derart, daß (ахУ = g{oc,t)x'' gilt. Für beliebige x, j e M * ist g(a, x) = g(a, y): 
Es seien x, у zuerst Я-unabhängig. Dann x + у e M* und es gilt g(a, x + y)x'' + 
+ g(a, X + y) y"" = g(a, X + >̂) (x + УУ = [a(x + j)]"" = (ax + ^уУ, Da ax, ay 
auch JR:-unabhängig sind, so gilt nach (i) (ax + (хуУ = (ax)*" + {^уУ = g(ax) x"" 4-
+ g(a, j ) 3̂ ^ und daraus folgt [g(a, x) - g(a, x + j)] x*" = [g(a, x + y) -
- g(a, у)Л У"". Da JRx, Äy Я-verschieden sind, sind ßx*", Qy"" ß-verschieden und nach 
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Satz 9 ist Qx"" n Qy"" = o. So folgt g(a, x) = g(a, x + j ) == g(a, 3;). Sind x, j ; 
jR-abhängig, so wählen wir z e M* derart, daß x, z und j , z i^-unabhängig sind. 
Dann gilt nach dem Vorhergehenden g(a, x) = g(a, z) = g(a, j) und das Element 
g(a, x) e jR* ist von der Wahl des Elementes x e M* nicht abhängig. Wir können 
deshalb g(a, x) = a^ setzen. Dann ist cp eine Abbildung î * in ß* und für sämtliche 
a G Я*, X e M* gilt (ax)'' = a'̂ x'̂ . 

(iv) (p ist die Abbildung auf die Menge ß*: Wählen wir ein behebiges Element 
y e ß* und es sei x e M*. Dann yx"" e N*, Qy = ß. Nach (ii) gibt es ein s e M* mit 
5*̂  =. yx^ und (Rsy = Qs"" = ßx'̂  = (Rxf. Es gilt î s = Rx und es besteht ß e R^ 
mit s = jgx. Nach (iii) ist dann s*" = yx"" = (jSx)'' = jŜ x̂  und daher 7 = ß^^. 

Nach (i)--(iv) ist (<p, a) eine teilweise halbhneare Abbildung und es gilt (RxY = 
= ßx'̂  Vx G M*. Nach Definition 8 wird also die projektive Abbildung x der Räume 
P(R, M), P(Q, N) durch diese teilweise halblineare Abbildung induziert. Damit is 
das Theorem bewiesen. 

Bemerkung 7. Existiert eine projektive Abbildung der Räume P{R, M). P{Q,N), 
so gibt es nach dem Theorem eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln M, N 
und nach Satz 6 gibt es eine halbhneare Abbildung derjenigen Moduln. Folglich 
sind die Ringe R, ß isomorph. Nach Bemerkung 3 gibt es auch eine halbhneare Ab­
bildung der zu (R,M), {Q,N) zugeordneten Vektorräumen (R',M'), (Q\N'). 
Also, die Körper R' = R/Ro, ß ' = ß/ßo sind isomorph und die zu P(R, M), 
P(ß, N) zugeordneten projektiven Räume P(R\ M'), P(Q', N') sind projektiv 
äquivalent. 
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