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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha

PROJEKTIVE ABBILDUNGEN PROJEKTIVER RAUME
MIT HOMOMORPHISMUS

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 29. October 1973)

W. KLINGENBERG definierte in [3], S. 189, desarguessche projektive Ebenen mit
Homomorphismus, in [4], S. 100, projektive Radume mit Homomorphismus endlicher
Dimension und er stellte diese Strukturen algebraisch mit Hilfe der freien Moduln
iiber den Stellenringen dar.

In vorliegender Arbeit wird eine Verallgemeinerung des Struktursatzes der pro-
jektiven Geometrie (siche etwa [1], Kap. III, § 1) auf projektive Raume mit Homo-
morphismus durchgefiihrt.

Der Beitrag besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil werden freie Moduln (R, M)
beliebiger (endlicher 8owie unendlicher) Dimension iiber einem Stellenring R betrach-
tet und mittels einer bevorzugten Basis B des Moduls (R, M) ein gewisser Untermo-
dul M, in M bestimmt. Zu jedem Modul (R, M) wird dann ein sog. zugeordneter
Vektorraum (R’, M’) iiber einem Koérper R’ = R/R,, konstruiert, dabei ist R, ein
maximales Ideal in R und M’ = M/M,,.

Durch die Definitionen 4,5 wird eine halblineare und teilweise halblineare Abbil-
dung der Moduln (R, M), (Q, N) uiber den Stellenringen R, Q eingefiihrt. Zu jeder
halblinearen Abbildung (¢, 6) der Moduln (R, M), (Q, N) mit der Eigenschaft
MG = N, 1aBt sich eine halblineare Abbildung der zugeordneten Vektorriume
(R’, M"),(Q',N’) bestimmen und jede teilweise halblineare Abbildung der Moduln
(R, M), (Q, N) kann in genau eine halblineare Abbildung derjeniger Moduln erweitert
werden.

Im zweiten Teil definiert man mit Hilfe des Moduls (R, M) einen projektiven Raum
P(R, M) mit Homomorphismus und mit Hilfe des Vektorraums (R’, M’) einen zu
P(R, M) zugeordneten projektiven Raum P(R’, M’). Wie sich zeigen 1aBt, gibt es
einen Homomorphismus P(R, M) auf P(R’, M’). Ist dim M = 3, so ist P(R, M) eine
desarguessche projektive Ebene mit Homomorphismus im Sinne von W. Klingen-
berg. Ist dim M = n, n > 3, so ist P(R, M) ein projektiver Raum mit Homomorphis-
mus im Sinne von [4]. Durch die Definition 7 ist eine projektive Abbildung der
projektiven Raume P(R, M), P(Q, N) mit Homomorphismus erklart und im Satz 13
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wird. gezeigt, daB jede teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N)
eine projektive Abbildung der Rdume P(R, M), P(Q, N) induziert.

Im dritten Teil wird der Struktursatz fiir projektive Raume mit Homomorphismus
bewiesen: Jede projektive Abbildung der Riume P(R, M), P(Q, N) wird durch eine
teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) induziert. Der Beweis
hierfir ergibt sich aus der Verallgemeinerung der Beweisfigur von Struktursatz der
projektiven Geometrie aus [1] auf projektive Radume mit Homomorphismus. Mit
den Ergebnissen aus Teil 1 erhdlt man hier: Sind die Riaume P(R, M), P(Q, N)
projektiv dquivalent, so sind die Ringe R, Q isomorph, die zugeordneten projektiven
Riumen P(R’, M"), P(Q’, N') sind projektiv 4quivalent und die Kérper R’ = R/R,,
Q' = Q/Q, sind isomorph.

In [5] und [6] benutzte man die Beweisfigur vom Struktursatz der projektiven
Geometrie aus [1] zur Verallgemeinerung auf Moduln iiber einem beliebigen Ring
mit Einselement. Die projektive Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) ist hierbei
als ein Isomorphismus der durch die Untermoduln aus M, N erzeugten Verbande
definiert, der eine bijektive Abbildung von Mengen monogener Untermoduln aus
M, N induziert. In der vorliegenden Arbeit wird indessen die projektive Abbildung
der Raume P(R, M), P(Q, N) als eine bijektive Abbildung der Punktmengen der
beiden Raume definiert, die eine Inzidenz von Punkten und Geraden wiedergeben.
Diese Definitionen sind &quivalent, falls (R, M), (Q, N) Vektorriume sind, im
allgemeinen ist dies jedoch nicht der Fall. Daher sind die hier gewonnen Ergebnisse
durch die Anwendung der Ergebnisse aus [5] und [6] nicht erreichbar.

I

Definition 1. Ein assoziativer Ring R mit Einselement (nicht notwendigerweise
kommutativ), der genau ein maximales Rechtsideal R, besitzt, heilt ein Stellenring.
Wir setzen R* = R\R,.

Satz 1. Ein maximales Rechtsideal R, eines Stellenringes R ist ein zweiseitiges
Ideal und bildet eine Menge aller nicht invertierbaren Elemente von R (d. h. der-
jenigen Elemente zu denen keine inversen existieren). Der Restklassenring R/R,
ist ein Korper.

Zum Beweis siehe [2], Kap. 3, § 3.7.

Vorgelegt sei ein freier unitiarer Linksmodul M iiber einem Stellenring R, kurz (R,
M). Der vom Element x € M erzeugter Untermodul von M wird mit Rx bezeichnet.
Wihlen wir eine Basis B von M. (Im folgenden sei vorausgesetzt, dal card B = 3.)
Jedes Element x € M 1aBt sich eindeutig in der Form x = ) a,x, schreiben mit

veJ

o, X, * o fiir nur endlich viele v. Mit M, bezeichnen wir die Menge aller Elemente
u=73 Bx, mit ,eRyVveJ und setzen M* = M\ M,. M, ist ein Untermodul

veJ

von M.
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Bemerkung 1. Der Untermodul M, und die Menge M* sind von der Wahl der Basis
von M abhingig. Es wird weiter vorausgesetzt, da M,, M* vermdge einer gewissen
bevorzugten Basis B von M erklart sind.

Aus der Definition von My, M* folgt: au € My Yo € Ry Va € M; au € M* <> o € R¥,
ueM*. ’

Satz 2. Wenn gx = 0, x € M*, so ¢ = o.

Beweis. Es gelte x = ) a,x, und es gebe v/ € J mit a,, € R*. Dann gibt es ein

veJ

zu o, inverses Element a;.' € R*. Aus der Gleichheit ox = o ergibt sich ga, = o
Vv e J und aus der Beziehung ga,. = o folgt dann ¢ = o.

Definition 2. Eine Menge S & M ist R-abhdngig, wenn es eine edliche Teilmenge
{ay,...,a,} S und Elemente g;, ..., ¢, € R gibt von denen mindestens eins in R*
liegt, mit Y. 0;a; € M,. Anderfalls ist die Menge S R-unabhingig.

i=1

Bemerkung 2. Ist (R, M) ein Vektorraum, so ist die R-Abhéngigkeit linear. Ist

S n My # 0, so ist S R-abhéngig. Die Basis B ist eine R-unabhingige Menge.

Satz 3. Fiir jede zwei R-unabhiingige Elemente a, b € M gilt: 1. Elemente aa, b
sind R-unabhdngig fiir alle «, f € R*. 2. Die Elemente a, a + b sind R-unabhdngig.

Beweis. 1. Es sei ¢,aa + &;8b € M. Nach Definition 2 ist &;a, &, € Ry. Setzen
wir ¢ = &,a, dann &, = ga~!. Da R, ein zweiseitiges Ideal im R ist und g € Ry,
gilt auch &, € R,. Entsprechend wird gezeigt, da &, € Ry. Nach Definition 2 sind
die Elemente aa, fb R-unabhingig.

Es sei £;a + &,(a + b) e M,,. Dann (&, + &,) a + &,b € M, und nach Definition 2
gilt £, € Ry, &; + &, € Ry und daraus &; € R,

Satz 4. Es seien die Elemente a, b€ M* R-abhdngig und a,c R-unabhingig.
Danach sind b, ¢ sowie a + ¢, b R-unabhdngig. Wenn a + b e M*, so sind auch
a + b, c R-unabhdngig.

Beweis. Es bestehen ¢, &, € R* mit &a + &b =m, me M, Dann b =
=& m — &5 ¢ a. Wird n = £'m, & = &5 '¢, gesetzt, so erhalten wir b = n —
— ta, ne My, £e R*. Nun werde vorausgesetzt, daB o;(a + ¢) + a,be M,.
Dann aga + ayc + ay(n — &a) = (a0 — 03€) a + ay¢c € M,. Da a, ¢ R-unabhiingig
sind, gilt oy, 0, — a,¢ € Ry. Wenn oy — a,¢ =9, dann «, = (a; — y) E™ 1 eR,.
Somit sind die Elemente a + ¢, b R-unabhéngig. Entsprechend wird auch bewiesen,
daB b, ¢ R-unabhéngig sind. Es sei a + be M*. Danna +n — ¢éa = (1 — &a +
+ ne M* und daraus 1 — £ € R*. Werde vorausgesetzt, daB «,(a + b) + a,ce M,,.
Dann (o; — ;&) a + ayce My und a,(1 — &), @, e Ry. Da 1 — £ e R*, gilt a; e R,
und a + b, ¢ sind R-unabhéangig.
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Satz 5. Fiir jede R-unabhdngige Elemente X, y,z sind auch x — y, y, z bzw.
X —y,Xx —zbzw. X, x — y — z R-unabhdngig.

Der Beweis verlauft ganz analog zum Beweis der Sitze 3,4.

Bezeichnen wir mit R" = R/Ry, M’ = M/M,und geR’, Xe M' firgeR, xe M.
Setzen wir X = gx Vg € R’ VX € M’. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der
Elemente ¢ € R, x€ M ab: Es sei @ = g, X = y. Dann gibt es £ € Ry, a € M, mit
=90+ ¢ y=x+ a und man erhdlt ay = (¢ + &) (x + a) = ox + &x + ga +
+ ¢a =¢0x + b mit b = &x + ga + ¢ae M,. Daher ist ox = ¢y und &y = gx.
Da R’ ein Korper ist, ist M’ in bezug auf die eingefiihrte duBere Operation ein
Vektorraum, den wir mit (R’, M’) bezeichnen werden.

Definition 3. Der Vektorraum (R’, M’) hei3t ein zugeordneter Vektorraum zum
Modul (R, M).

Es sei ein weiterer freier Modul N iiber einem Stellenring Q vorgelegt. Bezeichnen
wir mit Q, ein maximales Ideal des Ringes Q und Q* = Q \ Q,. Mit Hilfe der er-
wihlten Basis von (Q, N) definieren wir Ny, N* genau wie beim Modul (R, M).
Den zum Modul (Q, N) zugeordneten Vektorraum bezeichnen wir mit (Q', N').

Definition 4. Das Paar (¢, o) ist eine halblineare Abbildung der Moduln (R, M),
(Q, N), wenn es gilt:

1. o ist ein Isomorphismus der Gruppe M auf die Gruppe N.

2. ¢ ist ein Isomorphismus des Ringes R auf den Ring Q.

3. (ou)* = o%u° Yoe R Yue M.

Bemerkung 3. Wenn (¢, ¢) eine halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N)
mit M3 = N, darstellt, so ist das Paar ({, &), welches durch die Vorschrifte X° =
= Xx° 0% = ¢® definiert wird, eine halblineare Abbildung der zu (R, M), (Q, N)
zugeordneten Vektorrdume (R’, M"), (Q’, N').

Definition 5. Das Paar (¢, o) ist eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln
(R, M), (Q, N), wenn es gilt:

1. o ist eine bijektive Abbildung der Menge M* auf die Menge N*.

2. ¢ ist eine Abbildung der Menge R* auf die Menge Q*.

3. Fiir je zwei R-unabhingige Elemente x, y e M gilt (x + y)° = x° + )°.

4. (ou)’ = o%u’ Vo € R* Yu e M*.

Satz 6. Jede teilweise halblineare Abbildung (¢, o) der Moduln (R, M), (Q, N)
1Bt sich auf eine halblineare Abbildung (¢, ¢') dieser Moduln eindeutig erweitern,
wobei M% = N,.
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Beweis. 1. Fiir ein beliebiges Element a € M* ist (—a)® = —qa°: Betrachten wir
ein Element b € M*, welches mit a R-unabhingig ist. Nach Satz 3 sind b, —a sowie
b + a, —a R-unabhingig. Nach 3 aus Definition 5 erhilt man [(b + a) + (—a)]° =
=(b+a) + (—a)’ =b"+a° + (—a)’ = b’ und daraus (—a)’ = —a°.

2. Jedes Element u € M, 146t sich in der Form u = a + b schreiben, wo a, b e
€ M*. Es geniigt ein beliebiges a € M* zu wihlen und b = u — a zu setzen. Dann
be M* und u = a + b. Die Elemente a, b sind natiirlich R-abhangig. Setzen wir
x° = x°VYxeM* Wennue My, u = a + b, a, be M*, dann setzen wir u® = a° +
+ b° = a® + b° .¢ ist die Abbildung: Es sei ue My, u =a + b = ¢ + d mit
a,b,c,de M*. Zunichst sei vorausgesetzt, daB die Elemente a, ¢ R-unabhingig
sind. Dann sind a, —c und b, a — ¢ nach den Satzen 3,4 R-unabhingig. Nach 3
aus der Definition 5 und nach 1 gilt dann d° =[b + (@ — ¢)]° = b° + [a +
+ (=) =b°+a°+ (—¢) =a’ + b° — ¢°, Daraus folgt a° + b° = ¢ + d°.
Es seien nun a, ¢ R-abhangig. Es existiert ein Element x € M*, welches mit a R-
unabhingig ist. Ebenso sind auch ¢, x R-unabhéngig. Setzen wir u = x + y. Nach
dem Vorhergehenden gilt dann a° + b’ = x + y” und x° + y° = ¢ + d°, folglich
a® + b’ =" + d°.

3. Die Abbildung ¢’ ist ein Homomorphismus der Gruppe M in N.

a) Fiir jede R-unabhingige Elemente a, b gilt nach Definition 5 und nach 2
(a+ b7 =a" +b°.

b) Es seien die Elemente a, b € M* R-abhingig. Wenn a + b = ce M,, so ist
nach 2 ¢ = (a + b)® = a® + b°. Weiter sei vorausgesetzt, daB a + b e M*.
Waihlen wir ein Element u € M*, welches mit a R-unabhangig ist. Nach Satz 4 sind u,
a+ b und a + u, b R-unabhiingig und nach a) erhilt man [(a + b) + u]® =
=@+ b +u” =[(a+u)+bl° =(@@+u’ +b" =a" +u” + b°. Daraus
ergibt sich dann (@ + b)” = a° + b°'.

c) Es seien a € M, b e M*. Wahlen wir ein Element ¢, welches mit b R-unabhin-
gig ist, dann b + ce M*. Wird u = a — ¢ gesetzt, so ist ue M* und a = u + c.
Nach 2 ist a® = u® + ¢°’. Weiter ist (a + b)° = [u + (b + ¢)]°. Nach a), b)
istdann [u + (b + 0)]° =u” + (b + ¢)* = u” + b* + ¢ = a° + b°. Hieraus
(a+ Db =a" +b°.

d) Es seien a, b € M,. Setzen wir a = u + v, u, v e M*, Dann ist nach 2 a° =
=u"" +v" und (a + b) =[u+ (v + b)]°, wo v+ be M*. Nach a), b), c)
ist(@a+ b =u” +@W+ b =u" +1v° +b" =a" +b°.

4., Die Abbildung ¢’ ist ein Isomorphismus der Gruppen M, N mit M§ = N,:
Es sei x ein beliebiges Element aus N. Wenn x € N*, so nach 1 aus der Definition 5
gibt es genau ein Element a € M* mit a° = x. Wenn x € N, so gibt es y, ze N*
und a,be M* mit x =y + z, a® =y, b° = z. Nach 3 gilt (a + b)" =a° +
+ b° =y + z = x. Folglich ¢’ ist eine Abbildung auf N. Es sei x° = 0. Dann
x€M, und man kann x = a + b, a, be M* setzen. Es gilt x*" = 4 + b" =0
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und nach 1 ist a” = —b° = (—b)°. Nach [ aus der Definition 5 ist a = —b und
X =a+ b = 0. Wenn x° € N,, so x € M, denn sonst nach 1 aus der Definition 5
x° e N*. Daher N, € M{. Es sei a € M, und vorausgesetzt, daB a° € N*. Danach
gibt es b € M* mit b° = a° im Widerspruch zur Annahme, daB ¢’ einen Isomor-
phismus ist. Es gilt also M3 < N,

5. Vorgelegt sei ein Element ¢ € R,; wahlen wir £ € R* und setzen wir u = ¢ — &.
Dann pe R* und ¢ = p + £. Setzen wir weiter ¢° = ¢ Vo € R* und ¢ = &° +
+ p? =& + p* fiir ge R,. ¢ ist die Abbildung: Esseige Round ¢ = & + u =
=a+ B, wo a, B, & pe R* Wihlen wir ein Element u € M*. Nach 4 aus Defi-
nition 5 und nach 3 gewinnt man (ou)” = [(¢ + p) ul” = (Cu + pu)® = (Eu)” +
+ () =+ ptu = (€ + ) u = [+ P ul” = (e + pu)” =
=a?u’ + pPu’ = (@ + p*)u°’. Da u® e N*, gilt nach Satz 2 &° + p®
=a® + B°.

6. Es gilt (ou)® = ¢°u° YoeR Vue M.

a) Wenn g € R*, u € M*, dann gilt (ou)*" = ¢°u°" nach 2,5 und nach Definition 5.

b) Es sei g0 € Ry, u € M*. Dann setzen wir ¢ = o + 8, wo «, f € R*. Nach 5 gilt
0* = o’ + p° und nach 3 und a) ist (ou)” = [(x + B)ul® = [ou + Bul* =
= (au)” + (Bu)® = «®u" + Bu" = (a° + B°)u’ = @°u’.

¢) Essei o eR,u e M. Wir setzen u = a + b, wo a, b e M*. Nach 3 und a), b)
gewinnt man (ou)’ = [o(a + b)]°" = (ea + @b)* = (ea)®” + (¢b)* = ¢*a° +
+o"'b = g"(@” + b7) = ¢"u”.

7. Die Abbildung ¢’ ist ein Isomorphismus der Ringe R, Q:

a) Vorgelegt seien beliebige Elemente a, f € R und wihlen wir u € M*. Nach 6
ist [(@f) ul®" = (@P)’ u® = [a(Bu)]° = o' (Bu)® = a® B*u°". Daraus folgt (af)* =
= a? B, Ferner ist [(x + ) u]° = (@ + B)* u” = [oau + pul® = a®u” + p*u’ =
= (@ + B*)u° und daraus (¢ + B)° = o + . '

b) Falls ¢ € Q*, dann nach 2 aus Definition 5 gibt es ein Element & € R* so, daf§
o® = p. Esseig € Q. Setzen wir ¢ = ¢ + u mit &, u € Q*. Es existieren «, § € R* so,
daB a® = ¢, * = p. Dann (¢ + B)* = a® + p* = & + u = o. Die Abbildung ¢’
ist somit eine Abbildung auf Q. Es sei ¢ = o. Wihlen wir wieder u € M*. Dann
(ou)®" = 0®u®" = ou® = o. Nach 4 ist gu = o und nach Satz 2 ist 9 = o.

8. Das Paar (¢', ¢") ist nach 1—7 eine halblineare Abbildung der Moduln (R, M),
(0, N) mit x* = x°', ¢® = ¢* Vx € M* Vg € R*. Setzen wir voraus, daB (¢,, 0,) eine
halblineare Abbildung der Moduln (R, M), (Q, N) mit derselben Eigenschaften ist.
Es sei u € M, und wahlen wir a, b€ M* mit u = a + b. Dann u°* = (a + b)" =
=a" + b =a°+b°=a" 4+ b" =(a+ b’ =u’. Ahnlich setzen wir ¢ =
=¢ 4+ p, & peR* fiir pe Ry Dann g% = (€ + p)* = &' 4+ % = £ + pu° =
=& + u® = (& + u* + ¢*. Es gilt somit o, = ¢’, @, = ¢'.

Damit ist der Beweis beendet.
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Bemerkung 4, Existiert eine teilweise halblineare Abbildung (¢, ¢) der Moduln
(R, M), (Q, N), so gibt es nach Satz 6 eine halblineare Abbildung (¢, ¢’) detjenigen
Moduln, woraus sich ergibt, daB die Ringe R, Q isomorph sind. Wegen der Giiltig-
keit von M§ = N o gibt es nach Bemerkung 3 auch eine halblineare Abbildung der
zu (R, M), (Q, N) zugeordneten Vektorriume (R’, M’), (Q’, N'). Folglich sind die
Korper R’ = R/R,, Q' = Q/Q, isomorph.

Satz 7. Es sei (¢, o) eine teilweise halblineare ABbildung der Moduln (R, M),
(Q, N). Die Elemente x, y € M sind R-unabhdngig genau dann, wenn die Elemente
x%, y° Q-unabhdngig sind.

Beweis. a) Nehmen wir an, daB3 x, y € M R-unabhingig und x°, y° Q-abhingig
sind. Dann gibt es Elemente ¢,, ¢, € Q* und «,, o, € R* so, daB 9,x + ¢,y°€ N,
und ¢, = af, ¢, = a§. Nach Satz 3 sind a;x, a0,y R-unabhéngig, o;x + a,y € M*
und (x;x + a,y)° € N*. Zugleich nach Definition 5 gilt (a;x + a,y)” = (2;x)° +
+ (0,y)° = afx® + afy® = 0,x° + 0,5° € No. Man hat somit einen Widerspruch
und die Elemente x%, y° sind Q-unabhingig.

b) Nehmen wir an, daB die Elemente x°, y* € N Q-unabhingig und x, y R-abhin-
gig sind. Dann gibt es a,, o, € R* mit o;x + a,y € My. Betrachten wir nach
Satz 6 eine halblineare Abbildung (¢’, ¢”). Dann (a;x + 2,5)° = (2;x)°" + (2,)° =
= afx’ + a3y’ € Ny, wo af, aj € Q*. Man hat somit einen Widerspruch, denn
x%, y° sind Q-unabhingig.

I

‘Definition 6. Der Untermodul X = Rx, x € M* des Moduls (R, M) heiBt ein
Punkt. Zwei Punkte Rx, Ry sind R-verschieden genau dann, wenn die Elemente x, y
R-unabhéngig sind. Jeder Untermodul / = Rx + Ry, wo Rx, Ry R-verschieden sind,
heiBt eine Gerade. Ein projektiver Raum P(R, M) mit Homomorphismus ist die
Menge B(M) aller Punkte und die Menge aller Geraden, wobei die Inzidenz der
Punkte und Geraden als Inklusion definiert wird. Der projektive Raum P(R’, M"),
wo (R, M) einen zu (R, M) zugeordneten Vektorraum ist, heit ein zugeordneter
zum projektiven Raum P(R, M) mit Homomorphismus.

Bemerkung 5. Wenn Rx ecin Punkt ist, so Rx = Ry genau dann, wenn x = gy,
0 € R*.

Bemerkung 6. Die Abbildung der Punktmenge B(M) des projektiven Raums
P(R, M) mit Hompmorphismus auf die Punktmenge B(M') des projektiven Raums
P(R’, M"), welche die Inzidenz der Punkte und Geraden reproduziert, heiBt ein
Homomorphismus P(R, M) auf P(R’, M"). Die Abbildung % : Rx - R'X YRx € B(M)
ist ein Homomorphismus P(R, M) auf P(R’, M’). Die Punkte Rx, Ry sind R-ver-
schieden genau dann, wenn (Rx)* # (Ry)*. Wenn card B = n, n > 3, so 1aBt sich
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beweisen, daB P(R, M) ein projektiver Raum mit Homomorphismus im Sinne von
W. Klingenberg ist (siche [4], Seite 100). Wenn n = 3, so ist P(R, M) eine desar-
guessche Ebene mit Homomorphismus im Sinne von [3], S. 189.

Satz 8. Durch jede zwei R-verschiedene Punkte X = Rx, Y = Ry geht genau
eine Gerade.

Beweis. Nach der Definition 6 ist p = X + Y eine Gerade und X, Y€ p. Es sei
I = Ru + Rv eine beliebige Gerade mit X, Y e I. Dann gibt es Elemente o, §, o', ' €
€ R derart, daB x = au + Bv, y = o«'u + B'v gilt. Da x € M* und u, v R-unabhingig
sind, muB entweder au € M* oder fve M* gelten. Setzen wir z. B. voraus, daB
au € M*. Dann gilt « € R*. So folgt u = a™'x — a™'fv und y — da”'x =
= (' — «"p)v. Es gebe & = B/ — a~'B. Da x, y R-unabhingig sind, gilt {&v € M*
und ¢ € R*. Danachisto = ¢y — ¢ %/a " 'xundu = (a7 — o 1pE " a0 ) x —
— o~ 1B~ 1y, Es ergibt sich somit u,ve Rx + Ry und p = I.

Satz 9. Fiir jedes Paar von R-verschiedenen Punkten Rx, Ry gilt Rx n Ry = o.

Beweis. Setzen wir voraus, daBl &x = iy, &x = o gilt. Nach Satz 2 ist £, 1 =+ o.

Setzen wir x = Y. a,x,, ¥ = 3. B,x,, so gilt &, = 1B, Vv € J. Da x, y € M*, existieren
veJ veJ

v, v" € J mit a,, B, € R*. Setzen wir weiter x" = a.'x, & = ¢a,, und o, = a;.'a,
Vved, so &a, =np, Fir v gilt speziell &'ay. = &' = nB,., also 7, = o, =
= ¢'al. = np,a,.. Hieraus ergibt sich n(f,» — B,oy.) = 0. Da 5 * o, gilt . —
— By, € Ry. Da B,. € R¥, gilt B,.a. € R¥, woraus f,, o;. € R* folgt. Setzen wir
schlieBlich y’ = B,.'y, n = yB,. und B, = B,.'B, Vve J. Danach ist &'« = B,
Vv e J und fiir v’ erhalten wir ¢’ = 5’. Es folgt somit &'(a;, — B.) = o Vv e J. Nach
Satz 3 sind die Elemente x’ = «.'x, y = B;,'y R-unabhingig und x’ — y' € M*.
Wegen x' — y' =Y («, — ) x gibt es v, € J derart, daB o), — f, € R*. Aus der

veJ
Beziechung &'(a), — By,) = o folgt dann & = o und & = &'a.' = 0 im Widerspruch
zur Annahme ¢ = o. Es gilt also Rx n Ry = o.

Satz 10. Fiir jede R-unabhdngige Elemente x, y, z gilt Rx n (Ry + Rz) = o.

Beweis. Nehmen wir an, es gebe Elemente o, f,y€ R, « % 0 so, daB ax =
= By + yz gilt. Dann ist auch B,y = 0. Wire etwa f§ = o, dann ax = yz. Da x, z
R-unabhingig sind, gilt nach Satz 9 « = o, was ein Widerspruch ist.

Es gilt x = Y o,x,, y =) BX, z = y,x, Nach unserer Voraussetzung ist
veJ veJ

veJ

an, = BB, + yy, VveJ.
a) Wegen x € M* gibt es a, € R¥. Setzen wir x’ = «;.'x, ¢’ = o, und o}, = o, ',
Vve J. Es gilt o'ay = BB, + vy, Vve J und oo, = o' = BB, + yy, fiir v'.

b) Wegen ye M* glbt €s Bv" € R*. So fOIgt (X,(I;n = ﬂﬁv” + P = (ﬂpv’ + ’y'zv’) d:,”
und daraus B(B, % — By) + Y%+ — ) = o. Nehmen wir an, daB ¢ = f,. Va. —
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— By~ € R* gilt. Danach ist = —y(y, o — p,-) 0! = ¢ und ax = p(€y + 2).
Da y, z R-unabhingig sind, gilt £y + z e M* und x, £y + z sind R-unabhéngig. Nach
Satz 9 erhalten wir o= o und somit einen Widerspruch. Es gilt also ¢ € R,. Wegen
B,» € R*, auch B, a,. € R¥*.

c) Da auch z e M*, gibt es y,, € R*. Analog zu b) beweist man, daB y,. € R*.

Setzen wir f' = BB,, 7' = yy,, und y = B'y, z' = y,'z. So folgt o'x’ =
= By + y'z'. Nach a) ist o' = ' + 7" und somit (B’ + y) x" = 'y’ + y'Z/,
d. h. B'(x" — y") =9'(z" — x'). Da x, y, z R-unabhéngig sind, sind auch x’, y’, z’
R-unabhingig und nach Satz 5 sind x — y, z — x R-unabhéngig. Nach Satz 9 gilt
B =7y = o und daher auch o’ = 0, & = «’x.! = 0 im Widerspruch zur Annahme.
Es gilt daher Rx n (Ry + Rz) = o.

Satz 11. Fiir jedes Paar von Geradeii p = Ra + Rb, ¢ = Rx + Ry, wo a, b, x
R-unabhiingig sind, gilt: Wennvep n q,ve M*, so Rv = pnq.

Beweis. Es sei v = a,a +'a,b = f;x + B,y, ve M*. Danach ist entweder
oy € R* oder o, € R*. Wegen a,a + a,b — f,;x = B,y, ergibt sich aus der R-Unab-
héngigkeit der Elemente a, b, x, daB 8, € R*. Somit gilt y = B '(;a + ayb — B;x).
Nun werde vorausgesetzt, daB w = aja + a3b = pix + B,y gilt. Dann erhalten
wir aia + ayb = fix + BBy (oa + apb — Byx) und (@) — Bofiley)a + (@) —
— ByBi ) b = (By — B5 A1 By) x. Setzen wir ¢ = B5B1 ", so ist nach Satz 10
o) = gay, a5 = go, und es gilt w = ga,a + ga,b = gv.

Satz 12. Fiir jede R-unabhdngige Elemente x, y, z gilt

a) R(y — z) = (Ry + Rz) n [R(x — y) + R(x — 2)].
b) R(x — y — z) = [R(x — y) + Rz] n [R(x — 2) + Ry].
©) R(y +2z) =Ry + Rz2) n [R(x — y — z) + Rx].

Beweis. a) Die Elemente x — y, x — z sind nach Satz 5 R-unabhingig. Daher
ist ] = R(x — y) + R(x — z) eine Gerade. Zugleich ist auch p = Ry + Rz eine
Gerade. Die Elemente y, z, x — y sind nach Satz 5 R-unabhéngig und gilt y — z €
€ M*, y = ze p nl. Nach Satz 11 ist dann R(y — z) = p n l. Ganz entsprechend
beweist man b) und c).

Definition 7. Vorgelegt seien freie Moduln (R, M), (Q, N) iiber den Stellenringen
R, Q und seien P(R, M), P(Q, N) entsprechende projektive Ridume mit Homomor-
phismus. Eine bijektive Abbildung » der Menge B(M) auf die Menge B(N) heiBt
eine projektive Abbildung der Raume P(R, M), P(Q, N), wenn es gilt:

a) Die Punkte X, Ye B(M) sind R-verschieden genau dann, wenn die Punkte
X*, Y* Q-verschieden sind.

b) Liegt der Punkt X € B(M) auf der Geraden Y + Z, so liegt X* auf der Geraden
Y* + Z*
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Wenn es eine projektive Abbildung der Riume P(R, M), P(Q, N) gibt, so sind diese
Raume projektiv aquivalent.

Satz 13. Es sei (¢, o) eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln (R, M),
'(Q, N). Setzen wir (Rx)* = Qx° Vx € M*, so ist x eine projektive Abbildung der
Réume P(R, M), P(Q, N).

Beweis. a) x ist eine bijektive Abbildung der Mengen B(M), B(N): Es sei Rx = Ry,
x € M*. Dann besteht ¢ € R* so, daBl y = ¢x ist. Nach der Definition 5 ist y° =
= 0°x°, 9% € Q* und wir erhalten Qx° = Q)’, (Rx)* = (Ry)*. Somit ist % eine Ab-
bildung der Menge B(M) in B(N). Es gebe Qz € B(N). Dann besteht genau ein Ele-
ment y e M* derart, daB y° = z und (Ry)* = Qy° = Qz. Es sei (Ry)* = (Ry)*,
also Ox® = Qy°. Es besteht ein Element a € Q* mit y° = ax® und ein f € R* mit
p? = a. Danach gilt y” = °x = (fx)°, y = fx und Rx = Ry.

b) Es gebe zwei R-verschiedene Punkte X = Rx, Y= Ry. Dann sind x,y R-
unabhéngig. Nach Satz 7 sind x°, y° Q-unabhingig und die Punkte X* = Qx°,
Y* = Qy’ sind Q-verschieden. Entsprechend mit Hilfe des Satzes 7 beweist man die
Umkehrung.

c) Es liege der Punkt Rx auf der Geraden ! = Ry + Rz. Nehmen wir zuerst an,
daB die Punktpaare Rx, Ry und Rx, Rz R-verschieden sind. Es gilt dann x =
= 0,y + 0,z und daher x — ¢,y = ¢,z. Da x, y R-unabhiingig sind, gilt g,z € M*
und g, € R*. Ahnlich wird gezeigt, daB ¢,y € M* und g, € R*. Nach Satz 3 sind
01, 02z R-unabhéngig und nach der Definition 5 gilt x* = ¢{y° + ¢%z°. Dann
x7e€ Qy’ + Qz° d. h. Ox° = (Rx)* = (Ry)* + (Rz)*. Nun werde angenommen,
daB Rx, Ry nicht R-verschieden sind. Nach Satz 4 sind Rx, Rz R-verschieden,
nach Satz 3 sind Ry, R(y — z) R-verschieden. Ahnlich sind auch Rz, R(y — z)
und Rx, R(y — z) R-verschieden. Nach Satz 8 gilt Ry + Rz = Rz + R(y — 2).
Mit dem vorangehenden Teil und mit Satz 8 wird bewiesen, daBl (Ry)* + (Rz)* =
= (Rz)* + [R(y — 2)]*. Weiter gilt (Rx)* < (Rz)* + [R(y— 2)]* und (Rx)* g
€ (Ry)" + (Rz)".

Definition 8. Die projektive Abbildung x der Raume P(R, M), P(Q, N) wird durch
eine teilweise halblineare Abbildung (¢, 6) der Moduln (R, M), (Q, N) induziert,
wenn (Rx)* = Qx° fiir jeden Punkt Rx € B(M) gilt.

I

Theorem. Jede projektive Abbildung der projektiven Ridume P(R, M), P(Q, N)
mit Homomorphismus wird durch eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln
(R, M), (Q, N) induziert.

Der Beweis des Theorems wird in einige Teile geteilt, in welchen eine Reihe von
Teilbehauptungen bewiesen wird. Nehmen wir an, daB} » eine projektive Abbildung
der Raume P(R, M), P(Q, N) darstellt.
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a) Es gebe R-verschiedene Punkte Rx, Ry und setzen wir (Rx)* = Qx'. Dann
gibt es ein einziges Element y' = h(x, x, y), ¥' € N*, fiir welches (Ry)* = Qy’,
[R(x — p)I* = Q" — y") gilt.

Beweis. Es gilt x — ye M* und R(x — y) £ Rx + Ry. Nach der Definition 7
sind die Punkte (Rx)*, (Ry)* Q-verschieden, (Rx)* 4+ (Ry)” ist eine Gerade und
[R(x — »)T* € (Rx)* + (Ry)*. Setzen wir [R(x — y)]* = Qf, (Ry)* = Qz'. Die
Punktepaare Rx, R(x — y) und Ry, R(x — y) sind nach Satz 3 R-verschieden und
daher sind die Punktepaare Qx’, Qt" und Qz', Qt" auch Q-verschieden. Die Elemente
x',t' e N* und z’, t' € N* sind dann Q-unabhéngig. Es gibt Elemente o, f € Q mit
t' = ax’ + Bz’ und nach Satz 9 sind eindeutig bestimmt. Da #, x’ Q-unabhingig
sind, ergibt sich aus der Gleichheit ' — ax’ = Bz, da Bz’ e N* und f e Q*. Ent-
sprechend wird gezeigt, daB o € Q*. Setzen wir y’'= —a~!fz’. Dann gilt y'e N*,
(Ry)* = @y’ und [R(x — y)]* = Qt' = Qu~ ¢ = Q(x' — y’). Damit ist die Existenz
des Elementes y’ bewiesen.

Es gebe ein Element y” e N* mit (Ry)* = Qy”", [R(x — »)]* = Q(x" — ¥").
Dann existieren ¢, £ € Q so, daB y' = gy”", &(x" — y") = x" — y’ gilt. Daraus folgt
Ex' = &y" =x"—9y" und (¢ — 1) x" + (¢ — &) y" = 0. Da die Punkte Qx’, Qy”
Q-verschieden sind, gilt nach Satz 9, daB Qx' n Qy” = 0. Nach Satz 2 ist dann
E=1,0=¢und somitg =1,d. h. y’ = y".

b) Die Gleichheit h(x, x', y) = y’ gilt genau dann, wenn h(y, y', x) = x'.

c) Es seien die Elemente x, y, z€ M R-unabhdngig und (Rx)* = Qx’. Aus den
Gleichheiten y' = h(x, x', y), z' = h(x, x', z) ergibt sich z' = h(y, y', 2).

Beweis. Nach den Voraussetzungen gilt (Rx)* = Qx’, (Ry)* = Q)’, (Rz)* =
= Qz', [R(x — »)I* = O(x" — y), [R(x — 2)]* = Q(x’ — z'). Aus der Definition 7
ergibt sich, daB die Elemente x’, y’, z’ Q-unabhingig sind. Nach Satz 12 gilt
R(y —z2) = (Ry + Rz) n[R(x — y) + R(x — £)] und aus der Definition 7 folgt
[R(y — 21" < [Q)" + Q21 n [Q(x" — y") + Q(x" — 2')]. Die Elemente )’, ',
x" — y'sind Q-unabhingig und daher nach Satz 11 ist [R(y — z)]* = [Qy’ + Qz']1 n
N [O(x" — y') + Q(x' — z')]. Bei weiterer Anwendung von Satz 12 erhalten wir
[R(y — 2)]* = Q(y' — z'). Die Punkte Ry, Rz sind R-verschieden und es gilt
Ryy* = Qy’, (Rz)* = Qz', [R(y — 2)]* = Q(y' — Z’). Nach a) ist somit z’' =
= h(y, y', 2).

d) Es seien die Elemente x,y,ze€ M R-unabhdingig, (Rx)* = Qx’ und y' =
= h(x, x", y), z’ = h(x, x', z). Dann gilt h(x,x",y + z) = y' + Z'.

Beweis. Die Elemente x, y + z sind R-unabhingig, es gibt daher ein Element
h(x, x’, y + z). Die Elemente x', y’, z’ sind Q-unabhéngig. Analog zu c) erhilt man
mit Hilfe des Satzes 12 b): [R(x — y — 2)]* = [(R(x — y))* + (Rz)*] 0 [(R(x —
— )+ RyY] = [Q — ¥) + Q=10 [0 = 2) + 0] = Q&' — ' — 2).
Aus Satz 12c) erhalten wir weiter [R(y — 2)]*=(Qy' + 0z) n [Q(x" — y' = 2') +
+ Qx'] = Q(y' + z). Aus den Gleichheiten (Rx)* = Qx', [R(y + 2)J* =
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=00+ 2),[Rx — (y + 2)I* = O(x" — y' — 2) = Q(x" — (' + 2')) folgt nach
a) h(x,x',y +z) =y + 2.

Da card B = 3 ist, gibt es im M nach Bemerkung 2 drei R-unabhingige Elemente
u, v, w. Setzen wir (Ru)* = Qu'. Danach sind die Elemente v’ = h(u, u’, v), w' =
= h(u, u'w) eindeutig bestimmt. Wenn wir x, y als beliebige verschiedene Elemente
aus u, v, w bezeichnen, dann gilt nach b), ¢) y' = h(x, x, y). Fiir ein beliebiges
Element t € M* gibt es mindestens zwei Elemente aus u, v, w, etwa u, v derart, da3
u, v, t R-unabhingig sind. Setzen wir t' = h(u, u’, f). Da h(u,u’,v) = 0" ist, gilt
nach ¢) h(v,v',t) = t' = h(u, v, t). Fiir jedes Element t € M* werden mindestens
zwei von den drei Funktionswerten h(u, u’, t), h(v, v', t), h(w, w’, f) definiert und diese
Werte sind gleich. Der gemeinsame Wert wird mit ¢’ bezeichnet. Somit ist die Ab-
bildung o der Menge M* in N* definiert. Fiir ein ¢t € M* gilt dann nach a) (R¢)* =
= Qt°. Weiter werden wir einige Eigenschaften der Abbildung o beweisen.

(i) Es gebe beliebige R-unabhingige Elemente a, b€ M*. Von den Elementen
u, v, w kann ein solches gewiahlt werden, etwa u, daB a, b, u R-unabhéngig sind.
Es gilt a° = h(u, u’, a), b° = h(u, u’, b) und nach d) ist a® + b° = h(u,u’,a + b) =
= (a + b)°.

(ii) o ist eine bijektive Abbildung der Mengen M*, N*: Wahlen wir ein beliebiges
Element s € N*. Nach der Definition 7 gibt es einen einzigen Punkt T'e B(M) derart,
daBl T* = Qs. Dieser Punkt T ist R-verschieden von mindestens einem Punkt aus
Ru, Rv, Rw, etwa vom Punkt Ru. Dann sind auch die Punkte Qs, (Ru)* = Qu°
Q-verschieden und die Elemente s, u° sind Q-unabhingig. Danach u’ + s € N* und
Q(u’ + s) ist ein Punkt. Es besteht genau ein Punkt P e B(M) derart, da} P* =
= Qu° + s). Es gilt P* = Qu° + Qs = (Ru)* + T* und daher P < Ru + T. Die
Punkte Qs, Q(u° + s) bzw. Qu°, Q(u’ + s) sind Q-verschieden, weshalb die Punkte
T, P und Ru, P R-verschieden sind. Wird P = Rp’ gesetzt, so ist p’ = gu + ¢
mit pe R, '€ T. Da p’ e M*, muB entweder gu oder ¢’ in M* liegen. Setzen wir
ou € M* voraus. Da die Punkte Ru, P R-verschieden sind, so folgt auch t' € M*.
Setzen wir p =9 'p' =u + ¢”'t =u + t, dann ist P = Rp, T = Rt. Nach (i)
gilt P* = Q® + s) = [R(u + )]* = Q(u + t)° = Qu’+ t°). Da u’ + s, u® +
+ t° € P*, so ist s — t° € P*. Dies bedeutet, daB s — t° € P* n T* gilt. Da P*, T*
Q-verschieden sind, so gilt nach Satz9 P* n T* = o und daher s = °. Dann ist o
die Abbildung M* auf N*. Die Eineindeutigkeit ergibt sich dann aus a).

(ili) Es gebe x € M*, a € R*. Dann gilt Rx = R(ax) und (Rx)* = [R(ax)]* =
= Rx® = R(ax)’. Nach Satz 2 gibt es ein eindeutig bestimmtes Element g(«, t) € R*
derart, daB (ax)’ = g(o, t) x° gilt. Fiir beliebige x, y e M* ist g(a, x) = g(a, y):
Es seien x, y zuerst R-unabhingig. Dann x + y € M* und es gilt g(o, x + y) x° +
+ gl x + y) y7 = gla, x + ) (x + »)” = [a(x + Y)I° = (ax + ay)’. Da ax, ay
auch R-unabhingig sind, so gilt nach (i) (ax + ay)® = (@x)* + (2p)” = g(ax) x° +
+ g(@, ¥) y° und daraus folgt [g(x, x) — g(a, x + ¥)1x° = [g(a, x + y) —
— 8@, »)] y°. Da Rx, Ry R-verschieden sind, sind Qx’, Qy° Q-verschieden und nach
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Satz 9 ist Ox°n Qy’ =o. So folgt g(a, x) = g(o, x + ¥) = g(o, y). Sind x, y
R-abhingig, so wihlen wir z € M* derart, daB} x, z und y, z R-unabhéngig sind.
Dann gilt nach dem Vorhergehenden g(a, x) = g(o, z) = g(«, y) und das Element
g(a, x) € R* ist von der Wahl des Elementes x € M* nicht abhangig. Wir kénnen
deshalb g(x, x) = a? setzen. Dann ist ¢ eine Abbildung R* in Q* und fiir simtliche
o€ R*, x e M* gilt (ax)” = a’x°.

(iv) ¢ ist die Abbildung auf die Menge Q*: Wahlen wir ein beliebiges Element
y € Q* und es sei x e M*. Dann yx° € N*, Qy = Q. Nach (ii) gibt es ein s € M* mit
5% = yx® und (Rs)* = Qs = Qx° = (Rx)*. Es gilt Rs = Rx und es besteht f € R*
mit s = fx. Nach (iii) ist dann s7 = yx° = (fx)° = *x° und daher y = f°.

Nach (i)—(iv) ist (¢, o) eine teilweise halblineare Abbildung und es gilt (Rx)* =
= Qx° Vx € M*. Nach Definition 8 wird also die projektive Abbildung » der Rdume
P(R, M), P(Q, N) durch diese teilweise halblineare Abbildung induziert. Damit is
das Theorem bewiesen. '

Bemerkung 7. Existiert eine projektive Abbildung der Riume P(R, M). P(Q, N),
so gibt es nach dem Theorem eine teilweise halblineare Abbildung der Moduln M, N
und nach Satz 6 gibt es eine halblineare Abbildung derjenigen Moduln. Folglich
sind die Ringe R, Q isomorph. Nach Bemerkung 3 gibt es auch eine halblineare Ab-
bildung der zu (R, M), (Q,N) zugeordneten Vektorriumen (R’, M’), (Q’', N').
Also, die Korper R’ = R/R,, Q' = Q/Q, sind isomorph und die zu P(R, M),
P(Q, N) zugeordneten projektiven Raume P(R’, M’), P(Q’,N’) sind projektiv
aquivalent.
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