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EINE KLASSE ENTARTETER
GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
UND DAS KOLLOKATIONSVERFAHREN ZU ITHRER LOSUNG

JoHANNES ELSCHNER, Berlin, und BERND SILBERMANN, Karl-Marx-Stadt

(Eingegangen am 22. August 1977)

In dieser Arbeit untersuchen wir entartete gewdhnliche Differentialgleichungen
der Gestalt

(1 ()0 = [(D) + ano() (D) 7" + .o + @, o(] DI (1) +

+ ;Iam_i(t) D" y(r) = (1)
mit D,y = y’, le N und I £ m. Fiir m = [ ergeben sich gerade die Differential-
gleichungen der Fuchsschen Klasse (vgl. [2]).

Naherungsmethoden zur Losung von Randwertproblemen fiir die Gleichung (1)
im Fall m = 2 wurden in zahlreichen Arbeiten betrachtet; dies betrifft insbesondere
das Differenzenverfahren (vgl. [8] und die dort angegebene Literatur). In [4] wurde
ein Differenzenverfahren u. a. fiir die allgemeine Differentialgleichung (1) untersucht
wihrend in [6] Differenzverfahren fiir ein System gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen mit einer singuldren Stelle 1. Art studiert wurden (bekanntlich lisst sich die
Gleichung (1) im Fall m = [ auf ein derartiges System zuriickfiihren; vgl. [2], S.
124). Natterer [9] verwendete eine verallgemeinerte Spline-Methode zur ndherungs-
weisen Losung gewisser Randwertprobleme fiir ein solches System.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir ein Kollokationsverfahren fiir die
skalare Gleichung (1) im Fall beliebig hoher Ordnung. In [11] ist eine wesentlich
speziellere Variante dieser Arbeit enthalten.

Die Untersuchungen stiitzen sich wesentlich auf die Theorie der normal auflos-
baren Operatoren (vgl. [10], Kap. 1 oder [7]). Sie wurden so angelegt, dass das
Kollokationsverfahren zur ndherungsweisen Losung von gewissen 2-Punkt-Rand-
wertaufgaben fiir die Gleichung Ay = f relativ einfach begriindet werden kann.
Besondere Aufmerksamkeit wird der Konvergenzgeschwindigkeit gewidmet.
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1. EXISTENZTHEORIE

1. Es sei X5 = X:[0, 1], ke No(N, = N u {0}), fiir 1 < p < oo der Sobolew-
raum W0, 1] mit der Norm | y[w « =_Z (f3 |y™()|7 d2)*/? und fiir p = oo der
Raum C*[0,1] der k-mal stetig diﬁerenlz?grbaren Funktionen auf dem Intervall
[0, 1] mit der Norm | y|cx = Z max RO

€[0,1]
Fiir g€ [0, o) und p < o bezelchne X3¢ den Banach-Raum {y e X} :172y® e

€ X9} mit der Norm |[y|x,«-1 + [[t7¢ ("’”X o; fiir p = oo sei dies der Raum Cke —
= {ye C*: t7y®(t) — y*(0)] € C°} mit der Norm

[9[ee-s + [ D®@) = y© O + [y¥(0)] -

Schliesslich bezeichnen wir mit H*[0, 1] (0 < 4 < 1) den Raum der hélderstetigen
Funktionen auf [0, 1].

Wir betrachten den Operator A in den Raumpaaren X"~ "¢, X*¢, wobei wir fiir
das Weitere stets

()] 0__<_Q<—1- fir p<oo und 0<po<1 fir p=o
p
und
(B)  am-d)ecCvqo,1}, i=1,...,1, a,-{)eC®0,1], i=1+1,...m
voraussetzen. Das Definitionsgebiet D*%(A4) sei die lineare Menge

Xpe = {yeXxktm e 3f,e X derart, dass
(tD)' DP~'y(e) = fi(f) fur t40, i=1,..,1}.

X}e,_, ist offenbar mit der Norm |[y| = ||| x,x+m-te v.c €in Banach-

Raum und A4 :XJ:2_, — X unter den Voraussetzungen (2) ein linearer stetiger
Operator.
Dem Operator A ordnen wir nun die charakteristische Gleichung

(4 M+a, (0 + ... +a,,(0)=0

zu, deren Wurzeln wir mit 4,, ..., 4, bezeichnen. Im weiteren sei stets die Bedingung
1

(5) Redlj+ ——+k+ygo, j=1,..,1
p

erfiillt. Mit I, = ll(p, k, Q) bezeichnen wir die Anzahl der A; mit

1
Relj>——+k+g.
p
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Fiir die Gleichung (1) stellen wir nunmehr das folgende Randwertproblem:
(©) (Ay) (1) = f(1),
m—1 m—1
u(y) =Y ai; y90) + Y b, (1) =0, i=1,..,m,
i=o i=o

wobei i =m — | + I,(p, 0, 0), a;;, b;;€C, a;,—, =0 fir p<oo (i=1,..., )
und die Zeilen der Matrix

linear unabhangig sind.
Das Problem (6) schreiben wir im weiteren in der Operatorform

(7) Ay = (Ay> = <f> Uy = (up)f -

Uy 0

Offenbar stellen die Ausdriicke u,-(y), i=1,...,m, linear unabhédngige stetige
Funktionale iiber dem Banachraum X9 _, dar. Dann ist X3¢, = {ye Xy¢_,:
:Uy = 0} ein abgeschlossener Teilraum von X3:2_, mit der Kodimension .

Offenbar ist A : X, —» Xp*° stetig, d. h. 4 e L(Xp2_,, X3°).

Satz 1. Es seien die Voraussetzungen (2), (3) und (5) fiir k = 0 erfiillt. Dann ist der
Operator Ae L(X3:2_1, X9°) ein d-Operator mit dem Index 0.') Sind weiterhin

p,m—1D
die Voraussetzungen

8) an-{t) e C* 10, 1], i=1,..,1,
a,-()ec[0,1], i=1+1,...,m,
’ ’ 1 s ’ . .
k+o =0, 0= fir p<o und ¢ <1 fir p=o sowie
p
1 , 1 .
Q) Redj¢| ——+o k+o —=|, j=1,...,1
p p
und fe X'I‘,’g' erfiillt, so gehort jede Lisung yeng,‘,’,;, des Problems zum Raum
Xym-1-

Fiir den Beweis dieses Satzes benétigen wir eine Reihe von Behauptungen, denen
wir uns jetzt zuwenden werden. Zunéchst formulieren wir

1) Die Definition des @-Operators siehe [10], Kap. 1.

553



Satz 2. Es seien die Voraussetzungen (2), (5) und
Ap_(t)eC* 10, i=1,..,1, a,()eC", i=1+1,...m

erfiillt. Dann ist der Operator A e L(X5%,_,, X5°) ein ®-Operator mit dem Index
%k o(A) = ll(ps k, Q) +m— 1 .

Bemerkung 1. Satz 2 wurde fiir ¢ = 0 im Fall ReA;¢[—1/p, — 1/p + Kk},
j =1,..., I, sowie in einigen Fillen fiir ¢ > 0 mit anderen Methoden in [5] bewiesen.
Im Fall der Raumpaare C**™~! C* ergibt sich Satz 2 unter der Bedingung Re A <
< k,j=1,..., 1 auch aus den Resultaten der Arbeit [l]

Bemerkung 2. Ahnlich wie Satz 2.1 in [3] kann man zeigen, dass der Operator
Ae L(Xy8 1, Xy®) kein @-Operator ist, falls die Bedingung (5) verletzt ist.
Wir benétigen nun einige Hilfsséitze.

Hilfssatz 1. Die Differentialgleichung
(10) tD,y — Ay =f, AeC

hat unter der Voraussetzung Re A + —1[p fiir beliebiges f e X5[0, 1] eine Lésung
yeX,[o,1].

Beweis. a) Sei zunichst u = Re A < —1/p. Die durch die Beziehung

(11) W) = t‘th(r)r““dt, {40

definierte Funktion ist Lésung der Gleichung (10) im Intervall (0, 1]. Wir zeigen
ye Wil0,1] fiir p < oo: Mit ¢(t,7) = |f(rr)] 7™*~* erhdlt man aus einer Unglei-
chung von Minkowski (vgl. [12]. S. 318) unter Beriicksichtigung der Substitution
v = tr und wegen —p — 1 — 1/p > —1 die Beziehung

] s [ itsfo s ([

éf g (f 7t >1d>f [l =17 b0 5 el e
0

0 0

Im Fall p = oo ist die Funktion y(f), die fiir ¢ % 0 durch die Beziehung (11) gegeben
ist und fiir t = 0 den Wert —(1/2)f(0) annimmt, stetig auf [0, 1]. Ist ndmlich
f(0) = 0, erhilt man durch Anwendung der L’Hospitalschen Regel

=0+ t->0+

t
lim t“f |f(x)] t™*"'dr = 0 und daraus lim y(t) = 0.
0
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Im allgemeinen Fall ist y(t) + (1/4) f(0) Lésung der Gleichung tD, — iy = f(t) —
— f(0), und die Behauptung folgt aus dem bereits Bewiesenen.
b) Esseinun g = Re A > ~1/p. Die durch den Ausdruck

y(1) = t‘Jqf(r) 4 de, t£0
1

definierte Funktion geniigt wiederum der Gleichung (10) in (0, 1]. Ist p < oo, so
ergibt sich mit ¢(t,7) = |f(t7)] t™#~* aus der oben erwahnten Ungleichung von
Minkowski wegen 1 + u + 1/p > 1 die Beziehung

9w < [ j ; ( j I"Mt, ) dr)"dt]‘_”’g [ j ;( j oty dr)"dt]”" <
<[ ([t ([ 2 s

© 1
= fl s M woe dv = ] e

Fiir p = oo erhélt man die Behauptung dhnlich wie im Teil a) des Beweises. Andere
Beweise von Hilfssatz 1 sind in [5] und [3] enthalten.

Hilfssatz 2. Der Operator Ay = [(tD,)! + a,-4(0) (tD,)'"* + ... + a,-,(0)] DP~"
ist unter den Voraussetzungen (2) und (5) fiir k = 0 stets ein ®-Operator im Raum-
paar X3 _,, X3 mit dem Index 1,(p,0,0) + m — L.

pm—1>

Beweis. Wir setzen zunichst m = I voraus. Es gilt dann 4, = (tD, — 4,) ...
...(tD, = 4;), wobei A, j =1,...,1, die Wurzeln von (4) sind. Fiir ¢ = O erhalt
man durch sukzessive Anwendung von Hilfssatz 1 im 4, = Xg. Im Fall p < oo,
¢ > 0 suchen wir eine Losung der Gleichung Ay = t%, g € X?, in der Form y = t%,
veXg. Da die Wurzeln der zum neuen Differentialoperator t724,1¢ — dieser ist
wieder von der Gestalt (1) — gehdrigen charakteristischen Gleichung gerade die
Zahlen 1; — ¢, j = 1, ..., 1, sind, folgt wegen Hilfssatz 1 wieder im 4, = X(,’,"’.

Seien nun p = oo und ¢ > 0. Gilt fe X%° und f(0) = 0, so erhdlt man wie im
Fall p < oo eine Losung y = t%, v e X%, der Gleichung 4,y = f. Wir haben somit
im A, = °X%° gezeigt, 4, : °X 2% — °X ¢, wobei °X2% = {yeX%2,_, : y(0) = 0},
°X%¢ = {fe X% : f(0) = 0}. Wir betrachten nun die homogene Gleichung A,y = 0,
wobei wir im Falle p = oo noch y € °X%%, fordern. Diese hat auf jedem Intervall
[6,1],0 < 8 < 1, ein Fundamentalsystem von Ldsungen der Gestalt t*(in ty,
j=0,..,r,—1,i=1,..,k wobei Ay, ..., 4, k = I die verschiedenen Wurzeln
von (4) mit den Vielfachheiten ry, ..., 7y, 4 + r, + ... + 1, = I, sind. Es gilt nun
t*(In 1)) € ker 4, genau dann, wenn Re 2; > —(1/p) + ¢ ist.
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Somit ergibt sich, dass A, € L(X;8, X7%) (p < o) bzw. Ao € 2(°X%%, °X%0)
ein ®-Operator mit dem Index I;(p, 0, o) ist. Da die Riume X%% und X% Jewells
Erweiterung der Raume °X%% bzw. °X%? um eine Dimension smd und A : X0 w0 =

— X%¢ korrekt erklirt ist, stellt 4, e $(X %%, X%°) ebenfalls einen $-Operator mit
dem Index I;(p, 0, ¢) dar. Fiir a,(0) + 0 hat die Gleichung Aoy = f mit f = ¢ =
= const die Losung y = c[ay(0), und es gilt wiederum im 4, = X0 e

Im Fall a,(0) = O ist die Gleichung 4,y = f genau dann in X%% I&sbar, wenn
f(0) = 0 ist.

Da D}~! eine Abbildung von X7 "¢ auf X3¢ mit der Nullzahl m — [ ist, ergibt
sich sofort die Behauptung von Hilfssatz 2 fiir m > [.

Hilfssatz 3. Die Operatoren B,y = t(tD,)' D'y, i =0,..,1 — 1, By =
=D 'y, i=1,...,m — 1 wirken vollstetig von Wg;_, nach C°"’ bzw. voll-
stetig von Cp%, nach H* 0 < A < 1, wenn nur (2) gilt.

Beweis. Ist M <= CJ?, eine beschrinkte Menge, so sind die Mengen By(M),
i=0,...,m — 1, beschrinkt im Raum C!. Aus der Vollstetigkeit der Einbettung
C' —» H* ergibt sich die relative Kompaktheit der Menge B,(M) in H* Ist M <
< Wp2_, beschrinkt, so ergibt sich die relative Kompaktheit von B,(M) in C°¢ auf
analoge Weise aus der Vollstetigkeit der Einbettung W}, — C%%.

Folgerung 1. Die Operatoren B, i = 0, ..., m — 1, wirken vollstetig von Wy;2_,
nach W9 bzw. von Cp%, nach C°. Dies ergibt sich aus den stetigen Einbettungen
C%®— L2 o < 1/p, und H® - C°°.

Beweis von Satz 2 fiir k = 0: Es gilt A = Ay + 4, mit

i=l+

Dabei ist a,_(t) — a,-0) = t b(t), b(1)e C*¢, i =1,..., 1 Somit erhilt man
aus Hilfssatz 2 und Folgerung 1 sowie der Stabilitdt des Index eines ®-Operators
beziiglich vollstetiger Stérungen (vgl. [10]) die Behauptung von Satz 2 fiir k = 0.

Bemerkung 3. Die Aussage von Satz 1 fiir k = ¢ = 0 lasst sich auch unter den
schwicheren Voraussetzungen a (t)e Cc°[0,1], i =0,...,m — 1, zeigen. Uberdies
gilt noch die Beziechung im A = X[0, 1] (vgl. [5]; in [4] wurde dies fiir p =
mittels der Methode der kleinen Stérungen von $-Operatoren gezeigt).

Bemerkung 4. Der Operator A ist mit dem Definitionsgebiet
D(4) = {ye X, " :3fe X*® mit (4y)(t) = f(2), t + O}

ein abgeschlossener Operator im Raumpaar X7 ~ "¢, XJ°. Man kann zeigen, dass unter
den Voraussetzungen (3) und (5) fiir k = 0 D(4) = X2 _, gilt. Wird héhere Glattheit

C
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der Koeffizienten vorausgesetzt, gilt letztere Beziehung im Falle p = o0, ¢ =0
immer (vgl. [1] oder [11]).

Beweis von Satz 2 fiir k > 0. Wir betrachten den Operator By = DFAy. Dieser
hat die Gestalt

B = [(tD,)" + bpss—1(t) (tD)' "1 + oo + by ()] DPFF 4
m+k
£ bpeeii) DI,

i=T+1
wobei fiir die Koeffizienten by(f)e C*¢ i=0,...m+ k —1— 1, b(t)e C"¢,
i=m+k—1..m+ k— 1, gilt. Weiterhin sind die Wurzeln der charakteri-
stischen Gleichung des Operators B gerade die Zahlen 4; — k, j = 1, ..., . Wendet
man Satz 2 fiir k = 0 auf den Operator B an, so erhilt man, dass B e $(X',‘,’_‘i,l+k_1,
X?2%) ¢-Operator mit dem Index I,(p, k, ¢) + k + m — I ist. Der Operator D e
e Z(Xke, X3 ist jedoch @-Operator mit dem Index k. Mithin erweist sich wegen
B = DjA und Theorem 12.2 in [7] der Operator 4 € Z(X}52,_,, X&) als ¢-Operator
mit dem Index x,,,(4)=UL(p.ko)+k+m—1—k=1(pko)+m—1L
Damit ist Satz 2 vollstindig bewiesen.

Folgerung 2 (iiber die Glattheit von Losungen). Es seien die Voraussetzungen
(2), (8) und (9) erfiillt. I'stfe X%, s0 gehort jede Losung y € X9 _, der Gleichung
Ay = f dem Raum X% _, an.

Beweis. Aus Satz 2 folgt zunichst x,; ,(4) = %, (A4). Wegen ker,, o4
< ker,,4 und im,; -4 < im, o ,4 ergibt sich leicht die Behauptung.
Beweis von Satz 1. Aus Satz 2 und der Beziehung dim XJ:2_,/X0%_, = m

folgt der erste Teil von Satz 1. Den zweiten Teil erhédlt man aus Folgerung 2.
Bemerkung 5. Jeder Operator der Gestalt
A=1D] + @y () IDP 4+ L+ G () DT+ L+ d(2)

lasst sich auf die Form (1) bringen, wobei die Koeffizienten a,(f) genau dann die
Voraussetzungen (3) erfiillen, wenn dies fiir die Funktionen &i(t) zutrifft. Die cha-
rakteristische Gleichung, die dem Operator Aentspricht, hat die Form

A(A=1)..(A=T+1)+ a@,-4(0) 22 —1)...
A =1+2)+ .o+ Gy (0) A + @,-4(0) = 0.

2. Abschliessend untersuchen wir Diﬂ'erentialoperaforen der Gestalt

(12) A= D" + ap_y() F7IDI™ 4 oo+ Gy () 27D 4
+ Za,,,_i(t) D""_i
i=1
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mit | -1 <a<l leN, I <m Cy  bezeichne den Banachraum {ye C"~"¢:

m-l,a

(7Dl e €%, i =0,...,1 — 1} mit der Norm

Iv]

Im weiteren setzen wir

-1
I¥cm-1e + z

]tz_iD"”_inCu,e-

(13)  a,-{ecC, i=1,..,1-1, a, (eC’, i=1..m,
und
(14) 0<o<l—ua

voraus. Unter den Voraussetzungen (13) und (14) ist offenbar 4 e £(C%2,,, C**).
Dem Operator A wird die charakteristische Gleichung

15) AA=1) .o =T+ D)+ ap (04 (A= 1+ 2)+ ...
‘ ciet @py44(0) 2 =0
mit den Wurzeln 4; (j = 1, ..., ) zugeordnet. Es sei stets die Bedingung
(16) Red;+o+1—a

erfiillt. Mit I;(g, «) bezeichnen wir die Anzahl der Wurzeln A; mit Re A; > ¢ +
+ 1 — o Wir setzen nun i =ni(o,&) =m — I + 1+ l(p,«) und bezeichnen
mit A4 den Operator, der der Randwertaufgabe (6) fiir den Operator (12) entspricht.
Essei C0¢, = {yeCplicuy =0,i=1,...,m}

Satz 3. Unter den Voraussetzungen (13), (14) und (16) ist der Operator A e
€ L(CY2, ., C°°) stets ein ®-Operator mit dem Index 0.

Beweis. Wir betrachten den Operator
Ay = °D™ + am-;(()) Fiprt oy am—1+1(0) Eoiripmoidt

Es sei zunichst ¢ = 0. Wegen Hilfssatz 2 ist der Operator B, = t'~*4, e £(C5%7°,
C°'~%) ein §-Operator mit dem Index I4(¢, «) + m — L Nun gilt aber, wie man leicht
nachpriift, die Beziehung Co!7* = C%_, ,, und der Operator der Multiplikation mit
der Funktion #7¢ ist im Raumpaar C° C°'~® ein &-Operator mit der Nullzahl 0
und der Defektzahl 1. Folglich ist der Operator 4, € #(Cy -, ,, C°) ein ®-Operator
mit dem Index 1,(0, @) + m — I + 1 = (0, «) (vgl. [10], Kap. 1, Satz 3.6).
Es sei jetzt ¢ > 0. Wie im Hilfssatz 2 erhélt man, dass der Operator

B, e £(Cp21'7%,°C%¢*17%) ein ®-Operator mit dem Index Iy(o, ) +m — I + 1
ist. Man iiberzeugt sich unschwer von der Giiltigkeit der Beziehung.

Gl = 0C = {ye Caly, s h(y) = = *1pr=i+ly|, o =0} .
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Wegen h(y,) # 0 fiir yo(t) = " *e Cy%;, ist h ein nicht triviales lineares stetiges
Funktional iiber dem Raum Cy?,,, und °C3?, , stellt einen Teilraum von Cp2,,
der Kodimension 1 dar. Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass fiir alle y € °Cp?,
auch '} iy|,o =0,i=0,...,1 — 2, gilt.

Da der Operator der Multiplikation mit der Funktion t'~* einen Isomorphismus
von °C%¢ auf den Raum °C®¢*!"* darstellt, ist der Operator A, |°Cp%,, €
e Z2(°Cp2, 4, °C° ) ein ®-Operator mit dem Index I,(g,a) + m — I + 1. Wegen
dim CY2, ,/°Ca%; . = 1 und dim C°¢/°C®¢ = 1 folgt schliesslich, dass der Operator
Ao € L(C2, ., C*9) auch fiir ¢ > 0 ein @-Operator mit dem Index I;(, o) + m —
— 1+ 1 = g, ) ist.

Weiterhin zeigt man analog zu Hilfssatz 3, dass die Operatoren tt*~ ‘D" i =
=1,..,l—1Lund D], i=1+1,..., m, vollstetig von C,,¢, , in den Raum H*
0 < A < 1, wirken.

Aus der Abschéatzung

|DY = y(ty) — DY ()] £

12
'[ tl—a—l(ta—l+1D;n—l+1y) dt

ty

erhilt man, dass der Operator D}"~' jede beschrinkte Menge M c Cf,’,’f,.a in eine
beschriankte Menge im Raum H?* 0 < A < I — o, und damit in eine relativ kom-
pakte Menge in H*, 1’ < J, abbildet (vgl. [10], Kap. 3, Folg. 4.3). Wegen (14)
koénnen wir nun eine Zahl 4y, ¢ < 1, < I — o, wéhlen, und infolge der stetigen
Einbettung H* < C°¢ ergibt sich die Behauptung von Satz 3 analog zum Beweis

von Satz 1.

2. BEGRUNDUNG EINES KOLLOKATIONSVERFAHRENS

1. Wir stellen zunéchst einige Fakten aus der Approximationstheorie in einer fiir
unsere Ziele genehmen Form zusammen. Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1]
Punkte der Gestalt

2i + 1
—7
2(n + 1)
2

1 + cos

(17) ty = (i=0,...,n).

Jeder auf dem Intervall [0, 1] beschrinkten Funktion f ordnen wir (das eindeutig
bestimmte) algebraische Polynom 0.f vom Grade <n zu, das die Bedingung

(0.f) (tw) = f(t:) (i=0,...,n) erfillt. Bs sei H**[0,1] = {yeC0,1]:y%e
GH}'[O,I]},O <IZ1,keN.

Hilfssatz 4. Fiir jede Funktion f e C°[0, 1] gilt
(18) 100f = Fllw,o 5= 0
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Fiir fe H**0,1}(0 < 1 £ 1) hat die Abschitzung

(19) 1.5 = 7l = 0()

nk+l
bzw.
~ In
(20) 105 = flon =0 (1355)
Giiltigkeit.

Beweis. Die Interpolationsknoten (17) sind die Bilder der Tschebyscheffschen
Interpolationsknoten cos ((2i + 1)/(2(n + 1))= (i =0, 1, ..., n) vermdge der Ab-
bildung x - ¢t = (1 + x)/2, xe [—1, +1]. Unter Benutzung dieses Faktes schliesst
man aus [11], Kap. II, § 5, sofort auf die Giiltigkeit von Hilfssatz 4.

Mit X',‘,"-’ bezeichnen wir die im § 1 eingefithrten Rdume, wobei ¢ die Bedingung
(2) erfiillt. Ferner bezeichne H*[0, 1] den Raum {y e H** : t7¢[y®(t) — y®(0)] e
€ H*} mit der Norm

[yllaes + [y = y© O] as -

Falls 1 + ¢ < 1 gilt, kann H**¢ H’; im Sinne einer stetigen Einbettung gezeigt
werden.

Sei p < o0. Mit Q, bezeichnen wir die im Raum Xﬁ’g durch die Vorschrift
(1) Q.f = 10t [f(t) - f(0)] + £(0)

definierten Operatoren mit dem Definitionsgebiet D(Q,) = C®¢ Im Raume X2
sind die durch (21) erklarten Operatoren Q, offenbar stetig. Fiir das Weitere bend-
tigen wir die folgenden, leicht zu zeigenden Eigenschaften dieser Operatoren:

0n =0, (Quf)(t) = f(tw) (i=0,...m).

Aus Hilfssatz 4 ergibt sich nunmehr sofort

Hilfssatz 5. Fiir jede Funktion f e C°¢ gilt

|

Fiir f € H,[0, 1] hat die Abschiitzung

o.f — an,,O.e ——0.

n— o

n}.

1f = flw,oe = O(ni) bzw. [ Quf = fllco = O (‘—“£>
Giiltigkeit.
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2. Wir betrachten im Raumpaar X2 _;, X o-¢ die lineare Differentialgleichung

() Ay =[0D) + aw (D) 4+ an ] DIy +
+i=;+lam_i(t) D;"-iy = f

mit den linearen homogenen Randbedingungen

m—1 m—1
(23) uy) = % ay y70) + 3 by y(1) = 0
i= i=o
(i=1,..,m0Zm=<m;a;_=0fir p< o).
Wir nehmen an, dass das Problem

(24) [(tD,)' + a,—,(0)(tD,)'"' + ... + a,_(0)] DI 'y =g
u(y)=0, i=1,...,m

fir jede Funktion g € X3¢ eindeutig 16sbar ist im Raum X3¢ _, .
Mit (1) € X2 _, bezeichnen wir die Losungen des Problems (24) fiir g = 1 und
g=10"1(j=12..).
Bei der Kollokationsmethode sucht man die Naherungsldsung des Problems (22),
(23) in der Gestalt

(1) =j=iofj Z20]

und bestimmt die Koefficienten ¢&; so, dass y,(t) die Gleichung (9) in den Kollokations-
punkten (17) erfiillt:

(25) (A, = 1) () =0 (i =0,....m).

Wie schon frither bezeichne 4 bzw. 4, den durch das Problem (22), (23) bzw. (24)
erzeugten Operator (diese wirken im Raumpaar X:2 _,, X5°9).

Satz 4. Es gelte p < oo und die Voraussetzungen (2) und (3) seien erfiillt. Wenn
fe C%0, 1] und das Problem (22), (23) eine eindeutig bestimmte Losung y(t)
besitzt, dann ist das Gleichungssystem (25) fiir alle hinreichend grossen n eindeutig
losbar, und fiir n - oo gilt

(26) ”y - y"”xp.m—lo’g e 0.

Wenn fe C* und die Voraussetzungen (8) und (9) (fiir o’ = ¢ = 0) erfiillt sind,
dann hat die Abschiitzung

(27) ”y - y,,”xp,m_lo = 0(n™%)
Giiltigkeit.
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Beweis. Sei P, ein beliebiger (aber fixierter) Projektor, der den Raum X972 _,

auf die lineare Hiille der Elemente {l//o, ..., Y} abbildet. Dann ist die Kollokations-
gleichung (25) der Gleichung ’

0,4P,y, = Q.f, y,€imP,
aquivalent.
Sei zunachst 4 = 4,. Nach Konstruktion gilt Q,4,P, = A,P,. Wegen der
Invertierbarkeit von A, folgt hieraus sofort, dass die Operatoren

Q,4,P,:im P, > im Q,
invertierbar sind und

(QnAOPn)_1 Qn = A(;IQn .
Mithin gilt wegen Hilfssatz 5 {fe C®?:(Q,4,P,) 'Q.f — A5 'f} = C*°. Nach

Hilfssatz 3ist T = 4 — A, ein vollstetiger Operator von X'g,’f;,_, in C°¢ und nach
Voraussetzung von Satz 4 ist A invertierbar. Somit ist nach Satz 1.4.3 aus [11] fiir

n 2= n, der Operator Q,AP, : im P, —» im Q, invertierbar und es gilt
{feCo:(Q,dP,) 1 Q,f - A”f} = C.

Aus dieser Beziehung folgt unmittelbar (26).

Wenn f e C* und die Voraussetzungen (8) und (9) erfiillt sind, dann gilt zunachst
y € X5 ,,—;- Nunmehr kann man sich unschwer von der Bezichung (4 — 4,) y € C*
und damit von 4,y € C* iiberzeugen. Aus Hilfssatz 4, Satz 14.3 [11] sowie Folgerung
1.4.1 [11] ergibt sich nunmehr (27). Der Satz ist bewiesen.

Satz 5. Es gelte a,_ ;e H:[0,1], 0<Ai<1, i=1,...,m und a,_;€H,",
i=1,..,L

Wenn f € H} und das Problem (22), (23) im Raumpaar Cy2,, C°* eine eindeutig
bestimmte Lisung besitzt, dann ist das Gleichungssystem (25) fiir alle hinreichend
grossen n eindeutig losbar, und fiir n — oo gilt

1y = Y00 = O (1_)

Wenn fe H**, a,,_(t)e H**V*[0,1], i=1,...,1, a,_(t)e H**[0,1], i =1+
+ 1,..., m und die Voraussetzung (9) (fiir o’ = o = 0) erfiillt ist, gilt

Iy = sl = 0 (35).

Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes 4 gefiihrt. Dabei wird wesentlich
davon Gebrauch gemacht, dass fiir a(t)e Hy* gilt a(t) — a(0) = tb(t) mit b(t)e
€ H.. Dieser Fakt kann mit den Methoden des Abschnittes 6.1.2 [10] bewiesen
werden.
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Bemerkung 5. Falls ¢ > 0. und a,,_,(0) = 0 gilt, besitzt das Problem (24) im
Raumpaar Cp¢;, C% nicht fiir jede rechte Seite eine Losung (vgl. Beweis des Hilfs-
satzes 2). Setzt man jedoch g(0) = 0 voraus und fordert noch zusitzlich y™~9(0) =
= 0, so gilt einerseits die frither entwickelte Theorie im vollen MafBle und das
Problem (24) kann sich fiir jede Funktion g mit g(0) = 0 als eindeutig 15sbar erwei-
sen. Mit y,(t)e Cp¢, bezeichnen wir dann die Lésung dieses Problems fiir g =
=1 (j=0,1,...).

Dann behélt Satz 5 auch hier sinngemadss seine volle Giiltigkeit.

Bemerkung 6. Ein zum Satz 5 analoger Satz kann auch fiir die im§ 1, Abschnitt 2,
§ 1, betrachtete Randwertaufgabe formuliert und bewiesen werden.
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