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О СВЯЗИ МЕЖДУ СЛАБОЙ И СИЛЬНОЙ СХОДИМОСТЬЮ 
В ПРОСТРАНСТВЕ БАНАХА, СОДЕРЖАЩЕМ /̂  

Б . В. ГО ДУН, Харьков 

(Поступило в редакцию 17/XI 1982 г.) 

Фундаментальная альтернатива X. Розенталя, характеризующая сепарабель-
ные банаховы пространства, содержащие Ẑ , имеет многочисленные следствия 
линейно — топологического характера (см. [1]). В этой заметке мы покажем, 
что наличие в банаховом пространстве подпростраства, изоморфного /i, 
может сказаться и на геометрических совойствах пространства. 

Банахово пространство X обладает Я-свойством относительно подпростран
ства Г CZ Х'^ (что обозначают так X е Нр), если на его единичной сфере Г-схо-
димость последовательностей (т.е. сходимость на функционалах из Г) совпада
ет с сильной сходимостью [2]. Подпространство Г называется тотальным, 
если условие f(x) = О для всех fe Г влечет х = О (х е X), и нормирующим, 
если его характеристика Диксмье 

r(r) = i n f s u p - M ^ 
хеХ fer II/II • | |Х | | 

строго больше нуля. Тотальность подпространства Г эквивалентна следую
щему условию Г^ п X = О, где Г-^-аннулятор Г в пространстве Z**. (Каждое 
банахово пространство мы считаем канонически вложеным в свое второе 
сопряженное.) Приведем несколько эквивалентных определений характеристики 
Диксмье подпространства Г. г(Г) есть верхняя грань чисел г > О таких, что 
норма 

||x||r = sup{ | / (x ) | : / € r , II/II = 1} 

эквивалентна исходной и г||л:|| ^ ||x||j^ S ||^||; КО есть нижняя грань чисел Я 
таких, что замьпсание единичного шара V пространства X в топологии (т{Х, Г) 
содержится в шаре ЯК (см. [З]). В частности, если г{Г) = 1, то шар V а{Х, Г) — 
замкнут. Ясно, что каждое нормирующее подпространство является тоталь
ным. Обратное не верно и, более того, тотальное подпространство характе
ристики нуль существует в сопряженном к любому неквазирефлексивному 
банахову пространству [4], [9]. 

Известная теорема М. И. Кадеца утверждает [2], что для любого сепара-
бельного банахова пространства X и любого нормирующего подпространства 
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г с: X* на X существует эквивалентная норма, в которой X е H р. (Это симво
лически будем обозначат так: X е hf). Долгое время оставался открытым вопрос 
М. И. Кадеца о том, влечет ли принадлежность сепарабельного банахова про
странства X классу hp нормируемость подпространства Г. (Несложные рассуж
дения показывают, что условие X е Ир влечет тотальность Г). Для сепарабель
ного Г ответ на этот вопрос положителен ([5], теорема 4.9), однако в общем 
случае ответ отрицателен: 

П р и м е р (Д. ван Дульст, [6]). Если X = / j , то в X* существует такое тоталь
ное подпространство D характеристики нуль, что X е Н^. 

Окончательное решение этого вопроса М. И. Кадеца дает следующая 

Теорема. Для сепарабельного банахова пространства X условие X е hp тогда 
и только тогда влечет г(Г) > О для всякого Г, когда X не содержит подпро-
странств, изоморфных 1^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X не содержит подпоространств, изоморфных /̂  
и Г — такое тотальное подпространство X*, что X е H р. Покажем, что в этом 
случае г{Г) = 1. Характеристика подпространства Г может быть вычислена 
так [3]: 

Поскольку X не содержит подпространств, изоморфных 1^, то для произволь
ных элементов х** е Г^ и х е X найдется такая последовательность {х„} с X, 
что W* — limx„ = X** + X и ||х„|| = ||х** + х|| для всех п = 1,2, ... (см. [7]). 
Поскольку X** е Г^, то 
(1) Г — lim х„ = X . 

Как было замечено М. И. Кадецом (см. [8], с. 176), условие X е Нр в соедине
нии с соотношением (1) влекует lim ||х„|| ^ ||х||. Следовательно, |х** 4- х|| = 
= lim ||х„|| ^ ||х||, а это и означает, что г{Г) = 1. 

Пусть теперь X содержит подпространство У, изоморфное /^. Для удобства 
будем считать, что норма на X такова, что Y изометрично /i. Ообозначим через i 
тождественное вложение У в Х , E = XIYHF:X->E — фактор-отображение. 
Пространство £* будем отождествлять с Y^ (^ Х^, так как У"̂  — это образ Е* 
при линейной изометрии F* : £* -> X*. Пусть D с У*-подпространство, фигу
рирующее в примере Д. ван Дульста, Z = CQ а Y^ = 1^, где пространство с о 
предполагается естественным образом вложенным в /̂ ^ = У* (так что Z* = 
= Со = У = /i) и пусть i^ = [JD + Z] . Пусть далее 

Г = (i*)~4^) и G = (i*)-^ (R) , 

Ясно, что Г — тотальное (на X) подпространство X* характеристики нуль-
Покажем, что X е hp. Докажем нексколько вспомогательных утверждений. 
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Лемма 1. Для ограниченной последовательности {Уп\ ^ Y условие D — 
— lim Уп = О влечет R — lim ĵ „ = О . 

Доказательство. Построение пространства ван Дульста D с /f основано 
на следующем замечании [6]: для любого /с = 1, 2, ... в пространстве /f су
ществует такое подпространство D/,, что О < r(D,^) ^ 1//с и D^ квазидополни-
тельно к Со cz If = /^ (т.е. Dj, п CQ = {0} и Dj, Л- с^ плотно в /^). Заметим, что 
каждое из пространств D,, обладает следующим свойством: если {j;„} с: Y — 
ограниченная последовательность и D̂  — lim у^ = О, то \\у„\\ -^ 0. Действитель
но, пусть {y„j\ ~ произвольная подпоследовательность последовательности 
{у„}. Поскольку Y = Il = CQ = Z*, то из нее можно выделить Z-фундаменталь-
ную подпоследовательность. Будем считать, что сама последовательность {у„.} 
Z-фундаментальна. Так как Dĵ  — lim у„ = О, то эта последовательность будет 
фундаментальной на плотном в У* множестве D^ + Z. Так как наша последо
вательность ограничена, то она слабо* сходится к некоторому у е У**. Пос
кольку пространство У = /i слабо секвенциально полно, то {j;̂ .̂} слабо сходит
ся к j^ б У. Так как в /̂  слабая сходимость совпадает с сильной, то \\у^. — з;|| -^ 0. 
Но при этом Dj, — lim у„. = О и поскольку 1)̂  тотально на Y,TO у = 0. Таким 
образом, каждая подпоследовательность [у„] содержит подпоследователь
ность, сильно сходящуюся к нулю. Это и означает, что ||з̂ „|| -^ 0. 

Далее пространство D строится так [6] : пространство У = /̂  представим 
в виде У = (X^fc)/!' где Yj, = Y = 1^ и пусть Р^ — естественный проектор из У 

к 
на У̂ .. В каждом пространстве 1̂ , построим подпространство Dj^ и тогда 

к 
Пусть теперь {у„} с= У такая ограниченная последовательность, что D — 

- Иту„ = 0. Тогда для любого к = 1,2, ... последовательность {Рк{Уп)} 
ограничена и D^ - lim Р/̂ (у„) = 0. Как было замечено выше, отсюда следует, 
что для любого /с == 1, 2, ... ||Р/с(у„)|| -> 0. А это означает, что для пространства 
Z = CQ = (Х1<̂о)со ^ ^* выполняется соотношение Z - lim у„ = 0. Так как 
7? = [D + Z], то î  ~ lim у^ = 0. 

Лемма 2. Пусть [X„}^^Q — такая ограниченная последовательность в X, 
что Г — lim х„ = XQ. Тогда найдется последовательность v„ = J^ С"!"-х̂ -, Cf^ ^ О, 
J^ Cf = 1 такая, что G - lim t;„ = XQ. '-" 

Доказательство. Обозначим w„ = XQ " -̂ n и „̂ = F(M„), n = 1,2, ... . Так 
как, очевидно, У-̂  e Г и Г — lim w„ = О, то последовательность \е^ сходистя 
к нулю слабо (т.к. £* = У-̂ ). Согласно теореме Мазура о слабой сходимости 
найдутся выпуклые комбинации последовательности \е^ вида 

w„ = Е с<.">е,., 0^ ^ о , Е cf = 1, 
сходящиеся к нулю по норме пространства Е, Это означает, что для последо-
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вательности v,^ = ^ Cf^Ui (так как F(v,^) = w„) выполняется соотношение 

lim dist (i)„, Y) = 0. Выберем последовательность {у^} а Y так, чтобы 

(2) lim ||i;„ - ĵ „|i = lim || ^ Cf>t/, - y^\\ = 

= lim |xo - E C^x, - y„\\ = 0 . 

Ясно, ЧТО последовательность [y„} ограничена Пт ||ĵ „|| ^ sup ||х„|| + ||xo|j. 
Кроме того, поскольку Г — lim w„ = О, то Г — lim i;„ = О и, значит, Г — lim у^ == 
= О, откуда следует, что D - lim у„ = 0. В силу леммы 1 î  - lim j;„ = О и, 
значит, G — lim у^ = 0. Согласно условию (2) G ~ lim ^ Cf^ х,- = XQ. 

Лемма 3. На пространстве X существует такая эквивалентная норма || • ||, 
в которой для любой ограниченной последовательности [X^^^^Q CI X условие 
Г — lim х̂ , = XQ влечет lim ||х„|| ^ Ц̂ 'оЦ-

Доказательство. Прежде всего заметим, что в исходной норме |*| на X 
r{G) > 0. Действительно, характеристика каждого подпространства jR cz У* 
и характеристика его полного прообраза (i*)̂ ~^^ (R) в Х* связаны неравенством 
г((/*)~^ (jR)) ^ 1/4 . r(i^) [9]. Поскольку для нашего подпространства R = 
= [D + Со], очевидно, r(R) = 1, то r(G) ^ 1/4. Значит норма 

||х|| = |ix||^ = sup{|/(x):/GG, II/II = 1} 

эквивалентна исходной и ясно, что в этой норме r{G) = 1. Пусть теперь най
дется такая последовательность {X„]^^Q С X, что Г — lim х„ = XQ, \^О\ — Ь 
||л'„|| ^ 1 — è,n = 1, 2, ..., (5 > 0. Тогда в силу леммы 2 найдется набор коэффи
циентов (С;."̂ } такой,что Cf^ ^ О, X Cf^ = 1 и G - lim ^ Cf^^ = XQ. Поскольку 

r(G) = 1, ТО отсюда следует (см. [3]), что 

Um II Е с<">х;|| à | |хо| | . 
Значит 

1 = ||хо|| ^ lim II I С<"'х,.|| й sup ||х„| ^ 1 - .5, 

это противоречие завершает доказательство леммы. 

Замечание. В норме, построенной в лемме 3, единичный шар пространства X 
а{Х, Г) — секвенциально замкнут и при этом его а{Х, Г) — замьпсание не огра
ничено (псокольку г{Г) = 0). 

Вернемся к доказательству теоремы. Для построения эквивалентной нормы, 
в которой X G Нг, применим прием Дэвиса-Джонсона [10]. Пусть норма || • || 
на X введена, как в лемме 3. Пусть {Х„} — последовательность вложеных 
(Х„ с= Х^^^) конечномерных подпространств X, объединение которых плотно 
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в X. Введем на X эквивалентную норму Щ-Щ, полагая для каждого хеХ 

|IMll = l l^ l l+E2-*dis t (x ,Z,) , 

И покажем, что эта норма обладает требуемым свойством. Пусть последова
тельность {Х„}̂ =о ^ ^ такова, что 

(3) Г - Ит(х„ + XQ) = Хо , |||х„ + Хо||| -> [ЦхоЩ 

Тогда в силу леммы 3 имеем Ит ||хо + ^„1 = Ц̂оН̂  откуда, как легко видеть, 
следует, что lim dist (XQ + х„, Х )̂ ^ dist (XQ, Х„) ДЛЯ всех к = 1, 2, ... . Из этих 
соотношений и условия (3) получаем 

(4) IIх„ + Хо|| -> ||хо|| , dist (х„ + XQ, XJ^) -> dist (XQ, X^) , /с = 1, 2, ... . 

Так как dist (XQ, XJ^) -^ 0 (/С ^ OO) И единичный шар каждого из пространств Х,^ 
компактен, то соотношение (4) влечет (см. [Ю]) ||х„ 
и ЦМЦ эквивалентны, то |||х„||| -> О, то есть'в норме 

• 0. Поскольку нормы I 
II ХеНг. 
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