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ОСОБЕННОСТИ СТРОЕНИЯ о-ПОПОЛНЕНИЯ 
АРХИМЕДОВОЙ /-ГРУППЫ С СИЛЬНОЙ ЕДИНИЦЕЙ 

А. В. КОЛДУНОВ, Ленинград 

(Поступило в редакцию 21/1 1980 г.) 

В [1], [2] было показано, что о-пополнение архимедовой /-группы X можно 
получить путем присоединения к X пределов всех о-фундаментальных после
довательностей. Таким образом каждый элемент из оХ является о-пределом 
некоторой последовательности из X. 

Основной целью заметки является описание о-пополнения оХ архимедовой 
/-группы непрерывных функций на бикомпакте В, разделяющей точки В и со
держащей тождественную единицу 1, причем описание будет дано с помощью 
функций, непрерывных на плотных подмножествах В (Для векторных решеток 
аналогичные результаты получены в [3]). В результате такого описания будет 
легко установить, почему оХяе обязано быть равномерным и даже не содержать 
равномерного пополнения ЕХ /-группы X (напомним, что для векторных 
решеток оХ всегда равномерно полно ([4]). 

Введем необходимые обозначения. Обозначим 
А{ЩВ1 п) = {teB\ x(t) = IjK keN, к S. n, lei, xe ЩВ)} , 

причем 9Î(B) всегда обозначает /-группу непрерывных функций на В, разделяю
щую точки В и содержащую тождественную единицу. Если t е В, U{t) окрест
ность точки t в В я X Е Э1+(Б), то существует у е ^+(В), у\_В \ t/(0] = О, y(t) > 
> x{t); в этом случае h = х А у е 91+{В) обладает следующими свойствами: 
/Î[JB \ U{ty] = о, h = X для некоторой окрестности V(t) точки t. В дальнейшем 
любую функцию h 6 У1+{В), удовлетворяющую этим свойствам, будем обо
значать [t, U{t), х]. 

Если f: X -^ R, где Z-плотное подмножество в Б, t е X, то будем говорить, 
что / аппроксимируется элементами 91(B) в точке t, если существуют U,VE 
е У1{В), для которых и\х й f й ^\х и ^(0 = /(О = ^(0-

Напомним, что /-группа ЩВ) называется о-полной (соответственно, равно
мерно полной), если для любой такой последовательности {х„} с: ЩВ), что 
|х„ — х„ |.р| ^ F„ I О (соответственно, к{п) \х„ — х„+р\ ^ 1, к(п) | + оо), существует 



ze 91(B), для которого |х„ — z\ ^ v„ (соответственно /с(п) ]x„ — z| g 1); через 
о ЩВ) (соответственно, Е ЩВ)) обозначается о-пополнение (равномерное 
пополнение) ЩВ). 

Через 0{В) обозначается семейство всех нигде не плотных нуль-множеств в В. 
Заметим, что о ЩВ) лежит в дедекиндовом пополнении к ЩВ), а к Ш{В) состоит 
из классов эквивалентности функций, непрерывных на плотных В \ \JF„, где F^ 
замкнутое нигде не плотное множество в В. Поэтому для опрхсания представи
теля класса эквивалентности, принадлежищего /-группе о ЩВ), можно рассма
тривать только функции, непрерывные на плотных В \ (JF^ в В. Если / G С^{Т), 
Т плотно в В, то запись fe С*(Б\ U{̂ « ̂  ^(^)}) означает, что / может быть 
непрерывно продолжено (при необходимости) с Тна J5\ (Jl^n ^ ^(^)}-

Теорема 1. Пусть zeC^iT), где Тплотно в В. Эквивалентны следующие утвер-
:ждения: 

1) Z Е о ЩВ); 2) Z е С*(Б \ U{^« е ^(^)} ^ ^ аппроксимируется элементами 
ЩВ) в каждой точке А{ЩВ% к) \0^ (к е N). 

Доказательство. 1) => 2). Если z е о ЩВ), то х„ — w„ ^ z ^ л;„ + и„, где 
и„ i 0. Положим ви = П{"п~^[1/^' + оо] I n е АГ} 6 в{В). Если teT^ - Б \ (J^b 
то u„{t) I о и x^t) -^ f(t). Проверим, что / непрерывно на Tj. Пусть t ETIHS > 0; 
существует UQ Е N, SJUQ < s; далее найдется HIE N, для которого г/,,̂ )̂ < IJUQ; 
пусть V{t) такая окрестность точки t в Б, что \x„^{t) — х„^{р)\ < 1/п̂ , |w„j(i?)[ < 
< 1/«о ДшpEV(t). Получаем |/(0 ~ f{p)\ й | / (0 " ^пХ^)\ + \^пХ^) - ^ПХР)\ + 
+ \Х„ХР) - f{p)\ S ^К < S. 

Пусть теперь t е А{ЩВ), к) \ 0̂ , тогда найдется m Е N, для которого О ^ 
й U,Xt) < 1Д, т.е. иМ = О и /(О = (х^ + и^) (О = x^{t) = (х„, - и^) (t); f~z 
на Тп Tl. 

2) => 1). Пусть z удовлетворяет условиям 2) H == В\ {JO^ Считаем, что z ^ 0. 
Положим 

Ти = {tEB\ УЖ(0 Et 3p,qEH п W(t% \z{p) - z{q)\ Z Щ} • 

Тогда, Tu с Uö„ и замкнуто; это означает, что Т^ не содержит Р'-множеств 
и может быть погружено в нигде не плотное нуль-множество F и ([5]). Считаем, 
что Tfe =3 0̂^ и Г;̂  = К^{^)^ ГД̂  ̂ к ^ ^{^)^ О ^huu 1- Дальнейшее доказательство 
разобьем на ряд шагов: 

1) Обозначим L(n, m) = cl h^+ii^H^ + 1), 1]. Покажем, что для любой точки 
t Е L{n, m) найдутся ẑ  е 91+{В), окрестность V{t) е t, для которых ẑ  ^ z на Я, 
Z-Z, S Цп на V{t)nH. 

Если t Е Ь{п, т) \ А(ЩВ), п), то найдется такая окрестность W{t) э t, что для 
любых р, q Е W{t) n H всегда \z{p) — z(q)\ g l/(n + 1). Пусть a = inf {z(p)\pE 
E W{t) n H}, Суш,ествует X^E 9l+(^)^ 0 < x^{t) ^ l/(n + 1). Пусть к есть целая 
часть (а — l/n)/x^(^), т.е. а — ijn '^ к Xf(t) < а — 2/и. Выберем такую окрест
ность U{t) с Pf(0\^(5a(J5), п), на которой а > кх^{р) > а - 2ln{pEU{t)). 



Тогда [t, U{t), /ex J ^ z. Действительно, если p e U{t) n H, то [г, U{t), ̂ x J (p) ^ 
^ к x,{p) < a S z(p); если PEH\ U(t), то [̂ , t/(r), /<;xJ (p) = 0 ^ z(p). Поло
жим V{t) = [r, 1/(0, /cxj~^ {a - Ijn, a) n W{t) 3t и z, = [t, U{t), AxJ. Если 
p e V{t) n Я, то z(p) ^ a + 1/n ^ Zt{p) + 3/̂ z. 

Если r e L(/2, m) n ^(91(Б), /i), то найдется такая окрестность W(t) э t, на 
которой для любых р, q е H всегда Ыр) — z(q)\ ^ Ijn + 1. По условию най
дутся Uf, Vf e 91(B), Uf\jj ^ z ^ Vt\^j и Ut{t) = z{i) = v^Q). Положим V(t) = W(t) n 
n u~^{ut(t) — Ijn, Uf(t) + l/n)n (Vf - w )̂"̂  [0, l//î) Э ,̂ Zf = w,. Тогда для ре 
eV(t) n H имеем 

0 й z{p) - u,{p) = z(p) - z(t) + u,{t) - UIP) й 2//t . 

Заметим, что каждое V{t) n Л(91(Б), n) = 0 для t e L(n, m) \ А{ЩВ), n). 
2) Пусть {F(f;̂ ) I к ^ /<o} есть конечное покрытие бикомпакта L(n, m) элемен

тами вида V(t). Положим х„ ,„ = sup (ẑ ^ | к ^ ко}. Тогда х„ „, g z и z — х„ „, ^ 
^ 3/п на L(n, m) n Я; х„ „, G 91(Б). 

3) Покажем, что для любого t е L(n, m) существуют д^ G Ш+(В), окрестность 
G{t) G t, для которых д^^ z — х„ ,„ на H я д^ ^ Ijn на G(0. 

Если t G L(n, m) \ Л(91(Б), n), то существует такая окрестность W(t) в t, что 
I^Pi) - ^Pi)] й I / K P I ' Р2^Щ^)'^Ю И |X„,,„(^I) - х„,^(^2)| й Ijniqu Чг е Р^(0), 
т.е. на W{t) п H выполнено |(х„̂ „, - z) (р) - (х„ ,„ - z) (^)| ^ 2//i(p, ^ G 
сЖ(ОпЯ) . 

Положим b = sup {(z ~ х„ ,„) (р) I pG W(t) n я } , тогда Ь g 5/п т.к. если 
р G Ж(г) п H г\ L(n, m), то (z - х̂  ,„) (р) ^ 3/п (по 2); еслир е W(t) п Н\ L[n, m), 
то (z - X,,,,) (p) ^ (z - x„,J (/?i) + Цп S Sjn (где p^ G Ж ( 0 n Я n L(?2, w)); су
ществование точки PJ обеспечено тем, что t e L{n, m) = cl h^^^(ll(m + 1), 1] 
и Wit) n hj,{ll{m + i), 1] Ф 0. 

Далее существует x̂  G 9^+(Б), ДЛЯ которого О < Xf(t) S l/C'̂  + 0- Положим /с 
равным целой части (Ь + 1/п)/х (̂г), т.е. Ь + 2//! < (к + I) Xt{t) < b. Выберем 
окрестность U(t) э f, L/(r) с W(t), на которой b + Ijn > (к + 1) Ху(р) > Ь{р е 
G (7(0)" Поскольку z G С* (Я), то z(^) ^ re N{g e Я); найдется у е Ш+(ВХ для 
которого y(t) = О и у\_В \ U{t)'j ~ г. 

Покажем, что ^̂^ = 3̂  v (^ + 1) х̂  ^ z - х„ „,. Действительно, если ре H п 
п U(t), то (z - x,J (p) ^b ^{к + 1) x,(p) й Otip)'^ если реН\ (7(0, то 
(z - х„ ,„) (р) ^ г ^ ö'f(î )- Наконец, положим G(t) = д7^[0, Ijn) n U{t) в t, 
т.к. g^t) = (к + 1) х,(0 < Ь + 2/п ^ 7/п. 

Если t е L{n, m) n А{ЩВ), n), тогда f G K(f;,), причем Г̂̂  G А(ЩВ), n) (по вы
бору V(t) в 2)). По построению имеем V(tf,) cz (v^^ - WfJ"̂  [О, 1/«), z g Î;̂ ,̂ 
î̂ f,. ^ »̂,m, т.е. 0 й z - x,,,„ ^ Î;,,̂  - u,^ = g,. Положим G{t) = g;\0, Ijn) et, 
тогда g^ и G{t) искомые для этого случая. 

4) Пусть {G{tj^ I к g /о} конечное покрытие L(n, m) и Ö'«,,« = inf {̂f,̂  | /с ^ l^] e 
G 5^+(ß). Тогда ö'«,,,, è z - x„ „, и Ö'„,,„ ^ 7//i на L(^, m). Положим 

X, = sup {x,̂ ,„ I n, m ^ k} G 9l+(ß), ^̂^ = inf {g,^^^ \ ". '̂ ^ й Щ e Ш+{В) . 



Тогда \z — Xj,\ ^ z — Xn,m s 9n,m{^^ ^ й ^\ Т.е. \z — Xjt| -й Qj^lO. Остается про
верить, что Qk i 0. Пусть 8 > о и f G Б \ \Jh'^\0), Существует п^ e N, для кото
рого е/Т > 1/по, и т^е N, для которого t е Цп^, Шо). 

Тогда öfJO â é̂ no,mo(0 ^ 7/по < е (где /со = max (щ, гпо)). 
Таким образом z е о ЩВ) и импликация 2) => 1) доказана. 

Замечание . При доказательстве 2) => 1) попутно установлен следующий 
факт: /t|z — j ; „ | ^ 7 1 для некоторой у^е С^\В\в„) (neN), Действительно, 
пусть ne N; для каждого те N существует /^"^ е ЩВ), для которого /^"^ = x„„i 
на / î ;^[l /m; l/(m - l)],/i,"> = О на B\ /z ;^ ( l / (m + 1); l/(m - 2)). Тогда j;„ = 
= sup {/̂ "> I m e N} e C%B \ 0J и \y„ - z\ й Ijn на i5 \ 0„. 

Введем следующее обозначение: З^ЩВ)) = {fe C'iB\0) | 0 G в{В\ ^teB\ 
\вЗх,е ЩВ), V(t) G t: x,\y^,^ = / |^( ,)}. 

Таким образом получено следующее утверждение: 

Предложение 1. о ЩВ) с Е(8ХЩВ)\ причем равенство о ЩВ) = Е(ЗХЩВ)) 
эквивалентно равномерной полноте о ЩВ). 

Замечание . В общем случае о ЩВ) ф Е{ЗХЩВ))). 
Предложение 2. Пусть для любого п е N существует главная полоса с проек

циями Y^ а ЩВ), для которой выполнены следующие два условия: 
а) существует х„ G 7„, О ^ (п + 1) х„ ^ Ргу^ 1 ^ (п + 2) х„; 
в) для О < Z G yf всегда {nz — 1)+ ф 0. 

Тогда о ЩВ) = Е(8ХЩВ))). 

Д о к а з а т е л с т в о . Покажем, что А(ЩВ), п) открыто замкнуто. Для этого 
заметим, что А{ЩВ), п) = (Ргу̂ а̂ 1)~^ (1). Действительно, если t е А(ЩВ), п) \ 
\ (Ргŷ d̂ 1)"^ (1), то существует х,^еШ{В) из условия а). Тогда x„{t) ф О, т.е. 

^„(0 ^ V" ** (" + О -^"(0 > 1 ' если t е (Ргy,,d 1)"^ (1) \ Ä{^ I В), п), то сущестувет 
хеШ^(В), х\^Л(ЩВ), п)~] = 0 и x(t) = 1; кроме того, существует уе^+{В), 
О < y{t) g 1/(/г + 1). Пусть G есть такая окрестность точки t, что y\_G] < 
< {In + \)l2n{n + 2). Тогда z = [^ G, j;] л х G Yf и z{p) < {In + 1)/2п(и + 2) 
и {nz - 1^ = 0. Таким образом, А{ЩВ), п) = (Pry^d 1)"^ (1). 

Пусть теперь т{к) | U},+p — и^\ S 1? где и^е З^ЩВ)); всегда можно выбрать 
подпоследовательность {zJ с: ( w j , т.ч. 2n|z„ — z„+p\ ^ 1. Если будет доказано, 
что г^-^/еоЩВ), то u^-^f ш Е{8ХЩВ))) -= оЩВ). Имеем z^^p^z^ на 
А{ЩВ),п)\{в,,^вп^р){реЩ и поскольку А{ЩВ),п) открыто замкнуто, то 
можно считать, что в^ п А{ЩВ), п) = в„+р гл А{ЩВ), п). Обозначим Т == 
= Б \ Uö„; если Г G Г, то z„(r) -^ Дг) и / G С * ( Г ) . Остается заметить, что / = 
= ^п+р = ^п на А{ЩВ)^ п)\9„; из того, что А{ЩВ), п) открыто замкнуто, сле
дует, что / аппроксимируется элементами из в каждой точке А{ЩВ), п) \ ö„. 

Замечание 1. Другим условием, при котором о ЩВ) = ЕЗ^ЩВ)), является 
следующее: каждое А{ЩВ), к) можно погрузить в Г^ G 0{В). Это условие можно 
сформулировать и в терминах /-группы ЩВ). 



Замечание 2. 8^(ЩВУ) является /-группой (относительно поточечных дей
ствий, причем функции, совпадающие на плотных В \ F„, отождествляются). 
Основные свойства 5^(91(Б)) позволяют принять его за секвенциальный 
аналог дизъюнктного пополнения 8{ЩВ)) /-группы У1{В). 

Теорема 2. Пусть z е С^{Т), где Тплотно в В; z^ = {0}. Эквивалентны следую
щие ymeepjfcdeHun: 

1) zeS„{SR{B))\ 2) существует полная ограниченная полу дизъюнктная после
довательность {х„} с: ^Я{В) (т.е. для любого neN MHOOtcecmeo {mGiV|x,„ л 
л х„ ф 0} конечно), для которой z = sup х„. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) => 2). Имеем z e C * ( B \ ö ) ; пусть 0 =/г~^(0), где 
h Е С(Б), О ^ /z ^ 1. Положим G, = /г"^[1/(п + 2), 1/п]. Для любого t е G„ 
по условию существует х^е ЩВ) и окрестность V{t) э t, для которых х,|р.(̂ ) = 
= z|^(,) и 7(0 с h-\ll{n + 3), 1/(п - 1)). Положим у, = [t, F(0, х J , W{t) = 
= int (у^ — Xt)~^ (0) э f. Выбираем конечное покрытие {W{îk) | к ^ /со} биком
пакта G„ и полагаем х„ == sup {>\̂  | ^ ^ /CQ} е 91(Б). Тогда х„ S ^^ 

х„[Б \ h-\ll{n + 3), 1/(п - 1))] ^ О , x„\G„^z\G„. 

Тогда {х„} искомая система. 
2) => 1). Поскольку {х„} полная система, то 0 = Г\{^п^Ф) \пе N} е 0(B). 

Если tEB\9, то 0 ф Л(0 = {п е iV I х„(0 Ф 0} конечно. Тогда W(t) = 
= С){^п\^^ +(ю)\пе Ä(t)} Содержит t и (sup x„)|^,) = (sup {х„ \ п G А(Щ^у^^у 

Предложение 4. Если {х„} полная ограниченная полу дизъюнктная последо
вательность в 5^(^1(Б)), х„ ^ О, то sup х„ 6 8ХЩВ)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если he М,то х„е СХ(В \ 9„), ö„ е 0(B); найдется конуль-
множество V„ с= В, для которого V„ n (В\в„) = л:7^(0, +оо). Положим Т„ = 
= cl F„ n 0„; если f е 0 „ \ Т„, то существует такая окрестность этой точки, что 
х„ = О на ней, и поэтому можно сказать, что х„ задано и непрерывно на Б \ Т„. 
Поскольку {х„} полная система, то Г = B\\JV„e 0(B). Проверим, что Т == 
= Г и \JT„ замкнуто. Пусть t ё Т, тогда tEV„^\ в„^ а х„~^(0, ф оо), множество 
Л(по) = {тЕ N \х,„ л х„о Ф 0} конечно. Найдется окрестность W(t) точки t, 
для которой cl W(t) n\j{Tj,\kE А(по)} = 0, W(t) а V^Et. Покажем, что W(t) n 
n Г = 0. Если q Е W(t) n Г, то q Е Т„ n W(t) (n ë А(по)) и 0 Ф К, n If (О с: 
^ ^пП F„̂  - 0(т.к. ?гё^(по)). 

Таким образом, Т замкнуто и Т с: Uö„ и Г, т.е. по [4] Т с: Ö е 0(B). А это 
и означает, что sup х„ е 3„(ЩВ)). 

Замечание . Из теоремы 2 и предложения 4 следует, что S^i^B)) является 
наименьшей /-группой, содержащей Ш(В) (с сохранением всех граней) и полной 
относительно взятия счетных супремумов ограниченных полудизъюнктных 
последовательностей положительных элементов. 
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