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Czechoslovak Mathematical Journal, 37 (112) 1987, Praha 

ПРОДОЛЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ИЗ КЛАССОВ С. Л. СОБОЛЕВА 
ВО ВНЕШНОСТЬ ОБЛАСТИ С ВЕРШИНОЙ ПИКА 

НА ГРАНИЦЕ П. 

В. г. МАЗЬЯ, С. В. ПОБОРЧИЙ, Ленинград 

(Поступило в редакцию 23/VIII1985 г.) 

Данная работа является непосредственным продолжением работы [1]. Настоя­
щая, вторая ее часть содержит параграфы 6 —9. В § 6 строится вспомогательный 
оператор продолжения из внешнего пика в конус {х е R^: х„ > (х1 + ,., 
. . . + x^_i)^^^}. В §7 доказана теорема о существовании линейного непрерыв­
ного оператора продолжения: Wl{Q) -> Tf̂  ^i^") в случае Ip > п — I. Его 
построение существенно опирается на свойства операторов продолжения из 
тонкого цилиндра в более широкий и из внешнего пика в конус. Следующий 
параграф посвящен плоской овласти с вершиной внутреннего пика на границе. 
Здесь получены точные условия на вес а, при которых существует оператор 
продолжения: 

WliQ)-^ W^^XR') ^ l ^ P ^ c x ) , / = 1 , 2 , 

В последнем параграфе работы изучается оператор продолжения: Wp{Q) -> 
->- W^(R"), q < p. Доказаны четыре теоремы, три из которых посвящены области 
с внешним пиком (отдельно разбираются случаи Iq < п ~ I, Iq = п — I, 
Iq > п — 1) я одна — плоской области с внутренним пиком. 

Мы сохраняем все обозначения, введенные в первой части работы, и в даль­
нейшем, ссылаясь на нужные формулы первой части, не указываем номер [1]. 

6. ПРОДОЛЖЕНИЕ ИЗ ПИКА В КОНУС 

В этом параграфе будут установлены два вспомогательных утверждения, 
которые понадобятся при построении оператора продолжения: Wp{Q) -> 
-^ WpX^") для Q с внешним пиком в случае 1р > п — \. 

Лемма 6.1. Пусть Q — область в R^ с вершиной внешнего пика на границе 
и пусть M ^ 1. UoAOJfcuM 

VM,Ö=^ ={(y,z):zE{0,ô), уе^-\\у\<Мф)}, (5е(0, 1). 
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Тогда при достаточно малом 5 существует линейный непрерывный оператор 
продолжения ё\ W\(fi) -^ У^\(й\ где ß = ß и F^ ,5, р е [1, оо]. / ^ 1. 

Доказательство. Построим последовательность {2;̂ }̂ о̂ по правилу 
f̂c+i + Ц>{ч^\) = ^ь ^ ^ 0. где ZOG(0, 1). Тогда z^"^ О, ẑ ẑ Vi -> 1 и (р̂^ ^ 

^ Ф̂л+1? где <̂ ;t = cp(Zfc). Будем считать число ZQ СТОЛЬ малым, что множество 
^M,zo содержится в окрестности 17 вершины пика из определения 1.1. 

Пусть Ь е (О, z j . Покажем, что заданную функцию и G Pfp(ß) можно продол­
жить в область F̂ ^̂ zo- Определим области Q^, к^\,по формуле (2.2) и обоз­
начим через f̂c линейный оператор продолжения из ßjt на i?", удовлетворяющий 
условию (2.3). Пусть, далее, Pĵ  — полином в W степени / — 1 с коэффищ1ента-
ми, являющимися линейными функционалами от w, который удовлетворяет 
неравенству (см. лемму 5.1) 

(6.1) |lV,(u - P,)|Lß, ^ С<РГ^|У,М|1,,„, , о ^ s g / . 

Рассмотрим еще последовательность функций {?7л}к̂ 1 со свойствами: ^^е 
eCS'Cz.+i, z,_0, hl̂ >(z)| ^ с<р,-', О ^ s g /, Z6iî \ l r= j 'Î.W = 1 при z б(0, z,] . 
Проверим, что требуемый оператор продолжения ê можно задать формулой 

!

и(х), если X = (у, z) е ß \ 7^,^ , 

f^ , (z)(P, + A ( w - P , ) ) ( x ) , если X G F M , , . 

В самом деле, если х е ß п F̂vf 5' ^^ (*̂ )̂ (•'̂ ) ^ ХГ=1 ̂ fc(̂ ) "(^) = (̂̂ )» так что 
#M|ß = W. Проверим оценку 

(6.2) | | ^ / « | | р , г л , . а ^ Ф 1 и « . O g ; ^ / , 

в которой с = с(п, р, /, ß. M, ô). Положим Vk = {(у, z): z G (z^+i, Z;̂ )» |v| < 
< M ^(z)}. Имеем iu\v^ = ^k + f̂c> где /с ^ 1, 

W, = z »?i#i(« - Pi) . 

Далее 

I|V,.W,|1P.^, ^ с ' i t <?>rlv,#i(« - POILR- , 0 ̂  j ^ /. 
i = fe s = 0 

Используя (2.3), мажорируем парвую часть последнего неравенства выражением 

c ' ï tWJ'h - Pi\\p,o, + «Pr̂ lIV^M - Pi)||p,ß,). 
i = fc s = 0 

Применяя оценку (6.1), получаем, что 

(6-3) iV,w,||,,^, й c'iV'r^llV,u|U„, й c||V,«|U„,., 
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где Qj^ ~~ Qj^[u Qj^^^, Обратимся к оценке величины Ц̂ ^̂ Ц̂р.Кк- Имеем 

s = 0 

Заметим, что для любого полинома Q в R" верно неравенство ЦоЦр.к̂  й 
= 1̂1б||р,Ккпо с константой, зависящей только от п, р, Ü, M и степени поли­
нома. Принимая во внимание эту оценку, мажорируем правую часть нера­
венства (6.4) выражением 

CpjPk\\p,ü. + ^ i ^r'PsiPk^l - Рн)\\рУипи , 
s = 0 

которое не меньше, чем 

i=k s=0 

Применяя неравенство (6.1), находим, что 
(6-5) l|V,..,||,.^,^c||«||,,,,„,,. 
Из (6.5) и (6.3) следует оценка ||Vj#w||p,̂ ^ ^ îl̂ lLi.ßfc'- Отсюда при р = со 
вытекает (6.2). Если р конечно, то последнюю оценку следует возвести в сте­
пень р и просуммировать по к, В результате придем к неравентву (6.2). Дока­
зательство леммы закончено. 

В следующей лемме строится оператор продолжения из области Q в конус F̂ , 
определяемый ниже. 

Лемма 6.2. Пусть Q — область в R" с вершиной внешнего пика на границе 
и пусть функция ср, описывающая заострение пика, удовлетворяет условию 
(2.1). Поло:нсим 

F, = {(3;,z):ze(0,e), yei^«-^ | j ; | < z } , ее(0, 1), 

^ ^ [1 , если X е ß \ Fg. 

Тогда при достаточно малом в существует линейный непрерывный оператор 
продолжения <f*: W^Q) -> Wl,X^% ^^^ 

ß* = ß u F,, p e [ l , oo], / ^ 1 . 

Доказательство. Положим M = sup {ф(4г)/(р(г): О < t < 1/4} и выберем 
число öe{0, 1) так, чтобы было справедливо утверждение леммы 6.1. Будем 
считать при этом, что FM,г ^ U,TJ\QU — окрестность из определения 1.1. 
Покажем, что если г ^ 5/4 и F̂  с: JJ, то верно утверждение леммы 6.2. 

Продолжим заданную функцию и е Wl{Q) в область F̂ . Построим последо­
вательность {ик}к^о по правилу ^0 = 5/2, Qu+i = f̂e/2, fc ̂  0. Положим 

Р>к = {(>% ^): г 6 {QU+U д\ \у\ < (p{Qk~x)] , /с ^ 1 , 
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^ = Ufcèi ^ ь и заметим, что D с Ум,а- Пусть é - оператор, построенный 
в предыдущей лемме. Ясно, что <?: Wp(^) -^ W^iO ^ D) - линейный непрерыв­
ный оператор продолжения. Положим Uk = #^|р^- Каждой функции Uj, поста­
вим в соответствие функцию Р^ вида (5.2) (где в = (p{ek~i), и = щ). При почти 
всех ze{Qk+u^) функция Pk{\ z) является полиномом степени / ~ 1 в jR""^ 
коэффициенты которого являются линейными функционалами от и^{',г). 
По лемме 5.1 справедлива оценка 

й с(/, А п) ф^:'/' I [|(i)4)(% ^ILB^.-i ' 

где а, 7 — мультииндексы размерности ?z — 1, |7| й h z е(д^+1,д), (pk~i = 
= <?>fe-i) и Б^^., - шар в i^"- \ 

Пусть Ej, — оператор продолжения из {п — 1)-мерного шара JB^^.J на Я"~^, 
построенный в лемме 2.1, а Т ~ оператор вида (4.1) с ядром, удовлетворяющим 
условиям (5.3). Рассмотрим еще набор функций {̂ /c}fê i со следующими свой­
ствами: ??fcGC?(^fc+i,^fc_i), \nt\Q)\ й CQk\ QeR\ ^л=1Пк{0) = 1 при ^ е ( 0 , ^ J . 

Положим (<rj) (х) = ( £ J ( - , z)) (у), где х = (у, z), z е (^;^+i, ^;^_i), j е i^«- \ 
/с ^ 1, и определим в цилиндре С̂ ^̂  — {х: \у\ < д^-и ^^{QU+I^ Qu-i)] функции 
Ч и Wfc: 

vj, = TP J,, W/, = SJIUJ, - i;^). 

Считая, что ?/fc(z) i;̂ (x) = rij^z) Wj,{x) = 0, если z ^ (̂ fc+i? ^fc-i)? положим 
00 

(6.7) v{x) = ^ f]k{z) Vk{x) , 

00 

(6.8) w{x) = £ f̂c(2) щ{х) . 
00 

Последние две формулы имеют смысл при х е U С^^^ и, в частности, при х е V^. 
к=1 

Покажем, что требуемый оператор продолжения (f * можно ввести следую­
щим образом: 

если хе Q\V^, 
+ w(x), если X е Fg. 

(̂ *t/) (х) = H""} ' 

В самом деле, пусть х е Q п V^. Тогда 
сю 

(#*W) (х) = X ^fc(^) Wfc(̂ ) = î<^) , 

поэтому <f *w|ß = w. Далее, поскольку Vj,, Wj^ e Жр(С^̂ )̂ (это следует из леммы 5.2), 
а во внешности любой окрестности Квершны пыка суммы (6.7), (6.8) содержат 
лишь конечное число ненулевых слагаемых, то ê^u е Wp(Q^ \ V). Для доказа­
тельства леммы остается установить оценки 

(6.9) lkvL,F. sc\\ui,i,n, 
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(6.10) \\(rVjw\i^y^u 4чр>1,и. 
где О ^ j ^ /, с = б'(/, р, п, Q, д). 

Введем при '̂ ^ 1 обозначения: 

G, = {(у, z) Е R': Z е (д^+и Qkl \у\ < Qk] , 

g J, = {{y,z)GR": ze(Qk + i,Qk-il\y\ < <Pk-i} ^ 

^, = {(y,z)ER': ze(Qk+uQk-i\ \у\ < Ф Л • 

Обратимся к оценке (6.9). Имеем: 

V\G^ = ПкЧ + Пк+14 + i = î̂fc + Пк + 1{ч + 1 - Ч) • 

Полагая (т̂  = ((PkJQkY"'^^^^^ находим: 

(6.11) ^ \\aVjvl,c^^ucc7,\\VjV,l,G,+ 
J 

+ (^^kYQl'^W^si^k+l - ^k)\\p,G^ й 
5 = 0 

й C(Tk\\WjVu\\p,Gj. + C(7^t(öfe~•''||î;;fc+l - У^Цр.с,, + 

+ Qi'^'Pli^k+l " ^k)\\p,Gj' 
По лемме 5.2 справедливы оценки 

<7fc||fit|L/,G. й c||Wfc||p,^,,,, 

поэтому из (6.11) выводим, что 

(6.12) h^^j4p,G^ = 4Щр,1,ди + ^^kQk'\\vk+i - ^k\\p,G,' 

Для оцеьпси величины ||?̂ ^+1 — ̂ fci|p,Gk выведем одно вспомогательное не­
равенство. 

Пусть 0 < г ^ ^ ^ 1 , Q — полином в Z?""^ степени / — 1, Б^, В^ — {п ~ 1)-
мерные шары. Тогда 

(6.13) IIÔILB. â Ф ь А /)(^г-^)^"-^>^^ Х II^^ÔILB.^'^' . 
\y\ui-i 

в самом деле, 

|0(3 ') | | . .^ I |D^ 0(0)1 ö'^l/v'-^^'^'^""^^^^ Е é''\\D^Q\l,B.. 

откуда интегрированием по В^ получаем (6.13). 
Полагая S^, = {(у, z) G jR": z е (̂ t̂+î  ^^-О^ Ь | < Qk] ^ используя ограничен­

ность оператора Г: Lp{Sj^) -> Ьр{С^), находим, что 

(6-14) ||г;;,+ 1 ~ v,,\\p^Gu ^ ^ll^t + i - i'fclLs. = 

= 4 ll^/c+i(% 2:) - Pki', ^)||p,BöfclL,(ök+i,ek-i) • 

Применяя к внутренней норме неравенство (6.13) при Q — Qk^ г = (р,^ = <PiQk\ 
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оценим правую часть (6.14) выражением 

(6.15) са;' X Î'̂ li \\Щ{Рк^1{У^ ^) - ПУ^ ^)|1Р,В^ЛР.(...Ь..-0 • 
l y U f - 1 

Заметим, что 
\\{D^P,^,){-,z)-{DW,){-,z)\\,,^^,u 

й \\{D^P,^,){-, z) - (D4-^0(- . 4\р,в,. + 
+ l |(D^P,)(-,z)-(D4)(-,^)ip.B.-. 

И к каждому слагаемому в правой части последней оценки применим неравен­
ство Пуанкаре (6.6). Тогда внутренняя норма в (6.15) мажорируется величиной 

к+1 

i=k 
c'Zç^rWi'H^,4Lв,,-^^ 

где W^/^ означает градиент порядка / по переменным Ji, ..., }\-i- Таким обра­
зом, 
(6.16) Qk'^k\W+l - b\\\p,Gu й 

\y\ul-\ i = k 

Из (6.11) и (6.16) выводим оценку 

Заметим, что иГ= i ^к ^ К^ иГ= i б'к ^ ^^ и каждая точка XG D принадлежит 
не более чем двум множествам QI^, к^ 1. Отсюда возведением оценки (6.17) 
в степень р и суммированием по/с получаем неравенство ||o'Vjî;]|pĵ ^ ^ ^11<?^|!Р,М)' 
из которого следует (6.9) при р < оо. Если р = со, то оценка (6.9) непосред­
ственно вытекает из (6.17). 

Обратимся к оценке (6.10). Имеем: 

PJAP,O. й С'Е t QrPs^àp,o,., о ^ J ^ / . 
i = k s = 0 

Применяя лемму 5.2 (см. оценку (5.5)), находим, что 

Отсюда получаем: 

Из последней оценки выводим неравенство llVjw||p ^̂  ^ <^|^"11Р,М>' откуда 
следует (6.10). Лемма доказана. 
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7. ОПЕРАТОР ПРОДОЛЖЕНИЯ: W^iQ)-^ ^р.<т(^"). СЛУЧАЙ 1р > п - 1 

Основным результатом настоящего параграфа является следующее утверж­
дение. 

Теорема 7.1. Пусть 1р > п — I, р е[^1, оо], Q — область в ЕР с вершиной 
внешнего пика на границе. Пусть еще функция ср, описывающая заострение пика, 
удовлетворяет условию (2Л). 

(i) Полоэюим 
( \ __. [{^Р{\А)\А~^Т~^^^^^ ^^^^ xeR'\Q, |х| < 1 , 
^ * \ \ при остальных х е R". 

Тогда существует линейный непрерывный оператор продолжегшя: 
Wl{Q) ^ WlJ,R^^). 

(ii) Пусть весовая функция G при малых \х\ и х е R"\Q зависит лишь от \х\ 
и возрастает. Если существует ограниченный оператор продолэФсения: Wp{Q) -> 
~» Wp^X^")^ ^^ ^Р^ X е R"\Q и достаточно малых \х\ верна оценка 

ф) ^ с(ср{\х\)1\х\Г-'^'^. 

Следствие 7.1. Область Q, описанная в условии теоремы 1.1, принадлео(сит 
классу EWl^, I — 1, 2, . . . . 

Доказательство теоремы 7.1. Пусть V^ — конус, определенный в усло­
вии леммы 6.2. Будем считать число s столь малым, что справедливы утвержде­
ние леммы 6.2 и включения У^ cz V, В^ а IJ\ здесь JJ — окрестность вершины 
пика из определения 1.1. Построим линейный непрерывный оператор продол­
жения (f̂ >̂: Tf^,^ß*) -> W^X^^ где ß* = iQ u F„ а ф ) - ((Р(\Х\)1\Х\У"~'^^Р при 
|x| < 1 и а{х) = 1 при \х\ ^ 1. 

Пусть V е WpX^"^)- Продолжим функцию v на R". Предположим сначала, 
что supp ü с: V^nB^j^. Определим последовательность {rĵ ĵ ô по правилу: 
0̂ = ß> ̂ fe+i = '̂ /с/̂ , /с ^ О, и положим V^^^ = Fg п {х е R": r^+i < |х| < rj,] при 

/с ^ 1. Пусть êj,: Pfp(F̂ ^̂ ) -> Wl{R^) — линейный оператор продолжения, удо­
влетворяющий условию 

(7.1) I|VÄ/)||,,«„ ^ с{1, р, п) (r,-i/ | | , ,^.. , + IIVJll,,^,.,) , 
где О S s S I, fe WlÇV^''^) (см. лемму 2.1). Обозначим через Pj, полином в R" 
степени / — 1 с коэффициентами, являющимися линейными функционалами 
от V, для которого справедлива оценка (см. лемму 5.1) 

(7.2) ||V> - РОЦр.ию й с{1, р, п) r'r\\v4p.nu,. 

Рассмотрим еще последовательность функций {rjk}k^i такую, что rj^e 
е СПги^и г,_ 0. Wk\r)\ ^ с{1, г) г^, О ^ s g /, г е R\ JJ^'^, ф) = 1 при r e 

Проверим, что для функции v с указанными выше свойствами оператор 
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продолжения <f<o) из области Q* на i?" может быть задан формулой 

(7.3) (̂ (O't;) (х) = t щ{\х\) (Р, + S,{v - Р,)) (х) . 

Имеем v\yii) = о, откуда Р^ = 0. Поэтому в сумме (7.3) присутствуют лишь 
слагаемые с номерами /с ^ 2. Если \х\ ^ 8/2, то ?7jt(|x|) = О, /с ^ 2, и, таким 
образом, supp ê^^h а Бе/2- Пусть х е B^j2 ^ ^*- Так как Bg с L/, то х G ^ /̂2 п V^ 
и 

(#(°M(x) = î»î,(lx|)r(x) = «;W, 

Итак, ^^^^y|ß* = tJ. Заметим далее, что во внешности любой окрестности V 
точки О сумма (7.3) содержит лишь конечное число ненулевых слагаемых. 
Отсюда следует включение ê^^h е Pf̂ jR" \ F). Положим 

^1W - Ё .̂(1^1) PÀx). Ч^) = (̂ '̂'̂ t;) {х) - v^x), X е Ä^ 

и установим, что 

(7.4) b^f\v.Bn й с{1 ß, п, г, ф) ||t |̂liri^..(ß*). J ^ ^ i = 1, 2 . 

Пусть Gfc = {XGJR": r^ .̂! < |х| < r̂ } , /с ^ 1. Тогда 

t^iWlG. = Ч^) + ^/^+i(|^|)(n+i(^) " Ч^)) . 
откуда 

где tr̂ t = ((р(г̂ )/г̂ )̂ " >̂̂ .̂ Применяя теперь оценку ЦоЦр.о̂  ^ c||6||p,FWnG '̂ 
верную для любого полинома Q и константы, зависящей лишь от п, /? и степени 
полинома, а затем используя неравенство (7.2), выводим из (7.5), что 

^ cff,(||V,.j;||p,^(., + ||VXD - P,)L,Fw) + 

/c+1 

Принимая во внимание конечную кратность покрытия {î̂ ^̂ }̂;̂ >i, а также 
включение supp v^ <=. B^j2^ придем к оценке (7.4) при i = 1. 

Обратимся к (7.4) при i = 2. Имеем 
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откуда при помощи (7.1) и (7.2) ^ьшодим, что 

к+1 j 

т = к s = 0 

W^MP.G, й 

йои Y ly.'h - î |̂|,,̂ <„> + c^|lv,(. - pj||,.^<„,) è 
k+i 

è ^^k E ||Vzî ||p,̂ (n,) ^ c\\aWiv\ p,F(fc)uF<'f+i) 

Отсюда получаем (7.4) при i = 2. 
Итак, оператор продолжения ^^о) ̂ ^ области ß* на R" имеет вид (7.3) в случае 

когда supp V а V,n B,j^. В общем случае v е W^^Q^) введем срезающую 
функцию ij/ е С^{В,1^) такую, что \l/\ß^^^ = 1. Положим v = ij/v, v = {I - il/)v 
и заметим, что ve ЖДО*), причем ЦиЦ̂^̂ ^̂* й 4Awi^M^*r Так как область О* 
имеет липшицеву границу, то сущетвует линейный непрерывный оператор 
продолжения ^^^ :̂ ^^(ß*) -^ PF î?") (см. [4]). Теперь ясно, что оператор v -> 
-> (^^^\ заданный формулой ê^^^v = é'^^^v + (^^Щ, является линейным огра­
ниченным оператором продолжения: Pf̂ ^̂ (ß*) -^ W^X^")- Для завершения 
доказательства п. (i) теоремы остается сослаться на лемму 6.2. Пусть (f*: 
Tf j(ß) -> iHP'p.̂ ß*) - оператор, построенный в лемме 6.2. Тогда ^ = é^^^ о ̂ * -
линейный непрерывный оператор продолжения: Wp{Q) -> PFp (̂i?"). Доказа­
тельство п. (i) теоремы закончено. 

(ii) Пусть / 6 C^{h 2), /(z) ^ О при z G (1, 2), /(z) = 1 при z е [4/3, 5/3]. Для 
достаточно малого ^ > О положим Wg|ß\i/ = О, м (̂х) = /(z/^), если хе Ü nU 
(здесь, как и выше, х = (у, z), jei^"~^, zeR^, а t/ — окрестность вершины 
пика из определения 1.1). Отметим, что и^ е C°°(ß) п Wp(Q). Пусть <f : Wl(Q) -> 
-> Ж^̂ (̂7?") — ограниченный оператор продолжения в весовое пространство 
Жр ^i?") с монотонным в окрестности точки О весом а{х), зависящим только 
от |х|. При почти всех уеЯ^"^ имеем (^Wg)(y, ')Е Wp(R^), Поэтому функции 
#Wg можно поставить в соответствие функцию Р, заданную на R", которая при 
фиксированном yeR^"^ является полиномом переменной z степени /—1 
и удовлетворяет в интервале [(у, ^/2), (у, 2^)] неравенству 

(7.6) \\(^и,)(у,-)-Р{у,')\\ < 

^^ö1i^i(<^t^.)(y,^)||p,(,/2,2.) 

(см. лемму 5.1). При этом можно считать, что 

где 

(7.8) а,{у) = Q''-' Г ФиШ (^и^) (у, О dt, 
Je/2 
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a {фк}к=о ~~ некоторые стандартные функции класса С^(1/2, 1). Положим 

(7.9) v^(y) = Q-1 Г а^щ) {у, z) - Р(у, z))dz, yeR"-'. 
J Q 

Так как (О, z) е Q при z е (О, 1), то для достаточно малого ^ > О имеем 
(^UQ) (О, Z) = ujp, z), z G {gjl, 2Q). Заметим еще, что при у = О все коэффициен­
ты (7.8) равны нулю. Отсюда получаем 

Ф) = Q"' [ 'w,(0,z)dz = f /(z)dz = Со > 0 . 

Из теоремы С. Л. Соболева о вложении WP{BQ) С C(S^) (здесь В^ — шар 
в i?"~^) следует, что 

(7.10) Со ^ ^'-f-^'/^IIVjP.II.^^ + e'^-"^''||fJp,B,) è 

Оценим правую часть неравенства (7.10). Имеем: 

(7.11) D^ v,(y) = Q-' \^ ЩЦеи,) (у, z) - Р(у, z)) dz, |а| = / . 
J Q 

С помош,ью неравенства Гельдера из (7.8) находим, что 

|D;a,(j;)| й cв-^'-''^'\\D%êu,)iy, ОЦрд./г,,) • 
Следовательно, 

iDp'iy, z)\ й ce-^ ' i D;iSu^) (у, OlUf./z,,), z € (e/2, 2Q) . ^ 

Из последней оценки и (7.11) выводим неравенство 

(7.12) ||V,î^,||,,Kn-. й CQ-'^^\\Wléu,)l^„^, 

где Hg = {(у, z): у ei?"" ̂ , ze(^/2, 2^)}. Для оценки l|î e||p,Rn-i применим не­
равенство Гельдера к интегралу (7.9), а затем воспользуемся слотношением 
(7.6). В результате получим, что 
(7-13) hLя•^-^йcQ'-"^'\\V,(Su,)l,„^. 
Из (7.10), (7.12) и (7.13) найдем: 
Принимая во внимание ограниченность оператора S': ЖДй) -> Wl^R") и моно­
тонность а, выводим неравенство 

c,Q""-'a(Ql2) й lkV,(#M,)||p,„„ й C2||«Jp.i,fl . 

Так как ||MJP.,,O й сд"''-'ср(2дУ"-'>"', то 

Теорема 7.1 доказана. 
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8. ПЛОСКАЯ ОБЛАСТЬ С ВНУТРЕННИМ ПИКОМ 

Пусть Q - область в R^ с компактной границей ôQ. Через О обозначим не­
которую точку на ди и предположим,что ди\0-~ кривая класса С^'\ Поместим 
в точку О начало декартовых координат (х, у). Пусть (р-,(р+ — функции из 
С^'^[0, 1], удовлетворяющие условиям (p-{t), (p+(t) = o{t) при t -> +0, (p-{t) < 
< ф+(0, te (О, Il 

Определение 8.1. Точка О называется вершиной пика, направленного внутрь Q, 
если существует такая окрестность U этой точки, что U\Q = {{х, у): хе(О, 1), 
(р_(х) < у < (р+{х)}. 

Установим два вспомогательных утверждения, которые понадобятся при 
доказательстве основной теоремы настоящего параграфа. 

Лемма 8.1. Пусть О — вершина пика, направленного внутрь плоской области Q 
и и -- окрестность из определения 8.1. Полож^им G = U\Q, П = {(х, у): 
:хе(0 , 1), yeR^}. 

Для любого натурального I существует заданная на П функция \j/ класса 
С^^~^\П) п €"^{0) такая, что il/{x, >') = 1 при у > <р+(х), i/̂ (x, у) = О при 
у < ф_(х), \V,xl/{x,y)\\G S с((р+{^) ~ (р-(х))~\ 5 = 0 , . . . , / . 

Доказательство. Обозначим через d+{x,y) и d^{x,y) регуляризованные 
расстояния (см. [2], гл. 6) от точки {х, у) до множеств F+ = {х G [О, 1], 
у ^ (р+{х)} и F_ = {х е [О, 1], у ^ (р-^{х)} соответственно. Проверим, что 
требуемую функцию ф можно задать формулой 
(8.1) ф = dil(d'^ + dl) . 
Включение ф G ̂ ^{G) n С^^~^\П), а также равенства ф{х, у) = О при у < (р_(х), 
ф{х, у) = I при у > (р+(х) вытекают из следующих свойств регуляризованного 
расстояния: d^\p_ = О, ^+1 .̂̂  = О, |У^(^_||О й cJi~^ |Vfc<i+||G й cd^^^, /с = О, 1,... 
(см. [2]). Кроме того, по индукции нетрудно вывести, что 

Используя указанные оценки, получим: 

к = 0 

Так как на множестве G справедливы соотношения d^{x, у) ^^ (р+(х) ~ у, 
J__(x, у) '^ у — <?>-(х), то d+(x, у) + ^_(х, у) ^ (р+{х) — ф_(х). Лемма доказана. 

Лемма 8.2. Пусть мноо*сество G — то ж:е, что и в лемме 8.1, весовая фунция а 
задана в G, полоо(сительна, зависит только от х и отделена от нуля во 
внешности любой окрестности точки 0. Пусть и G PFJ ^G), Л/ОЗ;^|З,=С,_(;С) + О = ^ 
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при fe = о, ..., / — 1 un. в. л; е (О, 1). Тогда верна оценка 

(8-2) ||/<т(с)̂  -,?>_y/^-'||p,„,i,^c||,rV,M||p,c, 
где f(x) = w(x, (р+(х)). 

Доказательство. Применяя при х е (О, 1) одномерную формулу Тейлора 
по переменной у на отрезке [ф_(х), ф+(х)], находим, что 

t/(x, Ф+W) = -—~ —/ (̂ ' )̂ (^+W - УУ ^ ^У' J р 
( / - • l ) ! j , - ( . ) 5 y 

Используя неравенство Гельдера, придем к оценке 

|/(х)| (<р,(х) - «^^-СХ))!'"-' ^ С у l^i^ (Х, у)\ dyj , 

ишегрируя которую по промежутку (О, 1), получим (8.2) с константой с = 
= 1/(/ — 1)!. Доказательство леммы закончено. 

Сформулируем основной результат настоящего параграфа. 

Теорема 8.1. Пусть Q — плоская область с верщиной пика, направленного 
внутрь Q, ре [1, оо], / = 1, 2, ... . 

(i) Поло:нсим ср = (р+ — Ф - » 

^ \l в дополнении к U \Q. 
Тогда существует линейный непрерывный оператор продолэ^сения: 

(ii) Пусть функция ср = (р+ — (р^ возрастает и удовлетворяет условию 
(2.1), а весовая функция а на U\Q зависит только от х и возрастает. Если 
существует ограниченный оператор продолж:ения: Wp{Q) -» Wl^^(R^'), то на 
MHOJfcecmee U\Q при достаточно малых х справелдива оценка 

(j{x) ^ с((р{х)1хУ''^^Р, с = const. 

Из теоремы 8.1 вытекает утверждение: 

Следствие 8.1. Плоская область с вершиной внутреннего пика на границе 
принадлеэн:ит классу EW\. 

Известно (см. [3], § 1.5), что при любом р е (1, оо), р Ф 2, существует плоская 
односвязная область, не являющаяся квазикругом и входящая в класс EPfj. 
Используя следствие 8.1, мы сейчас дополним этот результат. 

Следствие 8.2. Класс плоских односвязных областей, принадлеэ^сащих EW\, 
не исчерпывается квазикругами. 

Доказательство теоремы 8.1. (i) Пусть а — такое число из промежутка 
(О, 1], что <р+(х) < X при хе(0, а] и множество 17+ — {(х, у): О < х < а, 
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(p^(x) < y < x} содержится в окрестности U из определения 8.1. Не уменьшая 
общности, будем далее считать, что а = 1. Продолжим заданную функцию 
и е Wp{Q) на всю плоскость. Рассмотрим несколько случаев. 

1̂ . Пусть ueWl{Q), и = 0 вне множества U+. Доопределяя функцию и 
нулем на множестве jR̂  \ (ß и U) получим, что и е Wp{R^ \ G), где G = U \Q. 
Положим D = U+ и {{х, у): х = I, Ф+(1) < у < 1} и {(х, у): х > I, уе R^}. 
Так как D а R^^ \G и область D имеет липшицеву границу, то существует 
линейный непрерывный оператор продолжения (f+: Wp{D) — Wp{R^') (см. [2]). 
Пусть ф — функция, построенная в лемме 8.1. Положим 
,^ ^. ^ { и вне множества G, 
^ ^ [у/в+и на множестве G 

и проверим, что ê\u е WpX^^) и верна оценка 

(8.4) Wi^k^iu) а\\р^о й c\\u\\pj^ü , О ^ fc ^ / . 
Пусть П = {{х, у)е R^: хе{0, 1), yeR^]. Заметим, что при любом е > 0 

для функции, заданной формулой (8.1), справедливо включение ф е \¥^(П\ВЕ), 
и, значит ф^+и е Wl{n\Bs)' Кроме того, по лемме 8.1 функция фе'+и совпа­
дает с и на каждом из множеств П п {у < (р_(х)], П г\ {у > (р+{х)}. Таким 
образом, <^^и 6 Wl{R^' \ Д) для любого £ > 0. 

Обратимся к оценке (8.3). Ясно, что ||i/̂ #+w||pд^ ^ c||w||^,j,ß-Поэтому при/с = О 
оценка (8.4) верна. Пусть 1 ^ /с ^ /. Принимая во внимание лемму 8.1, по­
лучим: 

(8.5) |(V,<ri«) (х, у)\ |с g с i |(V,..,^) (х, у)\ \(V,S,i') i^, у)\ й 
8 = 0 

s = 0 

Зафиксируем число s, s < /с, и обозначихМ через v любую производную функции 
^+t( порядка 5. Так как v(x, •) е Wl~%R^) при почти всех ^ ^ Ф^ ^\ то справедли­
ва одномерная формула Тейлора с остатком в интeгpaJtьнoй форме на отрезке 
[(х, у), (х, Л')]. Замечая, что v{x, t) = О при t > х, находи!^* 

Применяя неравенство Гельдера, придем к оценке 

с помошью последней оценки получим, что ^ 
(8.6) \Ы-Ц,.ойс\\ср-^''Х-''"''\\--'^ 

Л,Р 

< с iiHJ^-f'T' 
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Из (8.5), (8.6) и неравенства ||̂ +w|jp,/,ji2 й ^\\u\\pj,Q вытекает (8.4). Итак, в слу­
чае Г требуемый оператор продолжения задается формулой (8.3). 

2°. Пусть и Е W^iQ), U\Q\U = 0. Доопределяя функцию и нулем вне окрестнос­
ти и, получим, что и Е Wp(R^ \ G), Положим б = R^\ {(х, у): х Е [О, 1], у Е 
е [с/?_(х), х]}. Так как область Ù имеет липшицеву границу, то супдествует 
линейный непрерывный оператор продолжения <f̂ : Wp(Ô) -> Wp{R^). Ясно, что 
и — é'^u Е Wp{Q% {и — (f _t/)|ß\[;^ = О, поэтому для функции и — ê^и выпол­
нены требования, сформулированные в п. Г. Таким образом, требуемый 
оператор продолжения S2 дается формулой 

е^Ц = ^-w + ^i(w - <r_w) . 

3°. Общий случай. Выберем такое число г > О, что В2г <= 1/, и рассмотрим 
срезающую функцию ц е С^(Б2;.), равную единице в шаре В^. Произвольную 
функцию и Е W\(Çi) представим в виде и ^ щ Л- (\ — ц)и. Первое слагаемое 
удовлетворяет условиям, сформулированным в п. 2°, а функция (1 — rj) и, 
доопределенная нулем на множестве В^. \ Q, принадлежит пространству 
Wp(Ü U By). Оператор продолжения S" с общем случае дается формулой 

ей = (^2(тО + ^̂ "XCl - ^) 0̂ ' 
где «f̂**̂: Wl{By u ß) -> Wl{R^) — непрерывный линейный оператор продолже­
ния из области B^KjQc липшицевой границей. Доказательство п. (i) теоремы 
закончено. 

(ii) Рассмотрим на прямой две функции дик класса ^^{R^) такие, что 
g{t) = h{t) = О при Г ^ 1, g{t) = О при Г ^ 1/8, ^1(1/4,1/2) = |̂(-оо,1/2) = 1- Для 
достаточно малого ^ > О положим и^{х, у) = gixjg) И{у1о), если х е (О, д), 
у Е (ср+{х), о) и Wg(x, j;) = О в остальных точках области Q. Ясно, что и^ е €"^{0) 
и ||we||p,z,ß ^ CQ^^^~K Пусть #: Wp{Q) -> Pf̂  ДТ?̂ ) - ограниченный оператор 
продолжения в весовое пространство с весом с, удовлетворяющим условиям 
теоремы. Положим G = U\Q, f^(x) = {е'и^)(х, (р+(х)), ХЕ(0, 1). Для доста­
точно малых Q имеем/|(^/4,е/2) = 1, и, кроме того, 

Принимая во внимание лемму 8.2 и монотонность функций а и ср, получаем, 
что 

Ф/4) (РШ'-'" {QI^Y'" й ||/,^<p'-''1|p.(o,i) й CQ"^'-^, 
откуда 

cr(Ql4) ^ с{<р(в14)1вУ-"'. 
Теорема доказана. 
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9. ОПЕРАТОР ПРОДОЛЖЕНИЯ: W^p(Q)~^ H^̂ (̂i?"), q<p 

Начнем со следующего простого утверждения. 

Лемма 9.1. Пусть для любого е > О выполнено включение ueWp(R^\Bg), п ̂  2. 
Если, кроме того, \\u\\pj^j^n < оо, то ие Wp(R"). 

Доказательство. При / = 1 утверждение леммы следует из того, что 
абсолютно непрерывная на почти всех прямых, параллельных координатным 
осям функция, первые производные которой, понимаемые в классическом 
смысле, принадлежат L^JR"), сама принадлежит Lp(jR") (см. например, [3], 
§ 1.1). При / > 1 утверждение леммы легко выводится по индукции. 

Пусть Q — область в i?" с вершиной внешнего пика на границе. При построе­
нии оператора продолжения S': Wp{Q) -> Wg(R^), q < p, будем различать случаи 
Iq < п — I, Iq — п — 1 и Iq > п — I. Следующие три теоремы посвящены 
каждому из указанных случаев. 

Теорема 9.1. Пусть О — вершина пика, направленного во внешность ограни­
ченной области Q <= R", и пусть 1 < р ^ оо. Предполоо*сим, что Iq < п — I, 
q Е [1, р) или I = п — I, q = I. 

(i) Если 
(9.1) 1 / ç - Ijp^Kß- l)li(n-l)ß+l) 

и 

(9-2) I I ^ J Н<а,, 1 /j^Y 

то существует линейный непрерывный оператор продол:жения: Wp{Q) -> Wq{R'^). 
(ii) Если существует ограниченный оператор продолж:ения: Wp(Q) -^ Wq{R"), 

а функция ср, описывающая заострение пика, удовлетворяет условию (2.1), то 
выполнено соотношение (9.2), где в определеяется равенством (9.1). 

Доказательство, (i) Проверим, что пространство Wl{Q) вложено в Pf J До), 
где весовая функция т равна 1 на множестве Q\U и т(х) == {zj(p{z)y при хе 
е Q nU; здесь х = (у, z), я U ~~ окрестность из определения 1.1. Достаточно 
установить для любой функции и е Wp(Q) оценку 

(9-3) , |т(У,.ы)||,,^,„^с1|У,м|,,„.„, Oujul. 

Применяя неравенство Гельдера, получим, что 

(9.4) h^Mkunn й ( 

Н\ '\z/<p(z))'-
0 

с \l/q-l/p 

Q / 

\lfq-lfp 

и оценка (9.3) следует из (9.1), (9.2), (9.4). Таким образом, для доказательства 
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п. (i) теоремы достаточно построить линейный непрерывный оператор про­
должения ê\ WllQ) -> ^\{Щ, 

Пусть ие W\^{fî). Продолжим функций) и на jR". Построим последователь­
ность {z;t}r=o так же, как в доказательстве п. (i) теоремы 2.1. В случае supp и с 
с JJ, м(у, z) = О при Z > Zo/2 оператор продолжения ^̂ ^̂  определим формулой 
(2.4). Рассуждая как в доказательстве п. (i) теоремы 2.1, придем к неравенству 
(2.8) с заменой р на q. Так как (У{У)\О^ '^ ö-fc = (ф(^ОЮ^ то из (2.8) вытекает 
оценка 

Здесь мы использовали, что %{у)\а^' ^ о^^- Суммируя по /с ^ 1 и принимая 
во внимание конечность кратности покрытия {ß^}, а также включение 
supp е^^Ч с Î J ^ T ^ , придем к оценке 

(9.5) l|V^^^^w||,,̂ „ ^ c{\xz~'u\^^^^ç, 4- ||TV,W|L«) . 

По лемме 1.1 (см. неравенство (1.2)) первое слагаемое в правой части (9.5) 
не больше второго. Таким образом, 

в соответствии с леММОЙ 9.1 имеем е^^Ч е W]^^) и ||(̂ ^̂ ^w||̂ ,j,;j„ g с||тУ|1/||̂ ,о. 
Итак, требуемый оператор продолжения и ~> ё^^^и е ]̂ '̂(i?'') имеет вид (2.4), 
если и GpfJ^(ß), supp и с: и, и(у, z) = О при z > Zo/2. Общий оператор продол­
жения é': W\{Q) -^ Wq{R") строится так же, как в окончании доказательства 
п. (i) теоремы 2.1 с помощью гладкой срезающей функций, сосредоточенной 
в малой окрестности вершины пика. Доказательство п. (i) теоремы закончено. 

(ii) Пусть / - такая функция класса С^{1, 2), что /(z) = 1 при z е (4/3, 5/3). 
Положим (7jt = 2"^, /с ^ О, и определим на Q функцию w :̂ 

N 

(9.6) w |̂ß\c; = О , и^{у, z)|ß^t/ = X 0Ckf{zlQj,+ ̂ ) . 

Здесь и — окрестность вершины пика из определения 1.1, N •— натуральное 
число и {а̂ }̂ =о — некоторая положительная последовательность, которая 
будет далее определена. 

Пусть ê — ограниченный оператор продолжения: Wp{Q) -> Wq{R"). Тогда 

(9.7) Ыи,^^ 4^1<^Ы\1кг^^ ^lY ^П \{yiëu^){y,zfdy. 

При X = (у, z) е Q п и и z е (4^;^+i/3, SQk+ijS) имеем (Suj^) (х) = Uj^{x) = а^, 
к S N. Таким образом, в слагаемом с номером к суммы в правой части (9.7) 
внутренний интеграл не меньше, чем afy ĵ((p(z) со) = af (p{zf~'^~^^ 7«,z(̂ ) (вели­
чина jq^i определена равенством (2.10). В доказательстве п. (ii) теоремы 2.1 
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было замечено, что Tgj(<̂ ) > 0. Из (9.7 теперь следует, что 

Так как ф) ~ ф;,) при z е (е^ +1, ß )̂, то 

^ ll%|U,,ß ^ сд£ afe,<p(&)"-i-''')i'«. 

fc = 0 

Подбирая коэффициенты ocj^ так, чтобы при всех к ^ О выполнялось равенство 
Ф1 ~^^ <р{ЯкУ~^ = Фк ФкТ~^~^^ приходим к оценке 

( Z ф(^,(-^-^-^/(--^)^,1^^^'^/(--^))1/^-^/^ ^ сф, , р < О) . 

Общий член последней суммы эквивалентен интегралу 

itlcpit))'"'"^''-'» фу-' dt, 
J Qk+l 

поэтому 

*l QN+1 

Переходя к пределу при iV-> оо, получим (9.2). Для окончания доказательства 
п. (ii) остается заметить, что при р = оо неравенство (9.2) выполняется оче­
видным образом. 

Теорема 9.2. Пусть О — вершина пика, направленного во внешность ограни­
ченной области Q с jR", и пусть Iq = п — 1, ^ е (1, оо), р е (q, оо]. 

(Ï) Если выполнены условия (3Л), (9Л), 
(9.8) а = (1 - l/q)/(l/q - 1/р) 
и шгьт 'dt 

— < 00 , 
t 

то существует линейный непрерывный оператор продолж;еиия <f : Wp{Q) -> Wg{R"), 
(ii) Если существует ограниченный оператор продолэ^сения i\ Wl{Q) -> Wq{R% 

а функция ср удовлетворяет условию (2.1), то выполнено неравенство (9.9), где а 
и ß определены соотношениями (9.8) w (9.1) соответственно. 

Доказательство, (i) Проверим, что пространство Wp{Q) вложено в W^X^), 
где весовая функция т равна 1 на множестве Q\U я 'т:{^)\ипи ~ {^1я>{^)У 
(log (zl(p{z))y^^''^ (здесь, как обычно, х = (у, z), у е i?"~^, z е R^, а I/ ~ окрест­
ность из определения 1.1). Достаточно установить (9.3). Применяя неравенство 
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Гельдера так же, как при выводе (9.4), получим вместо (9.4) оценку 
(9 -10) h'^jU\\,,C2nU й c\\Vju\\p^UnQ 

[ f (z/(p(z))'̂ ^ (̂̂ -̂ > фу-' |log (ф) z-i)|^(^-i)/('ï-^) dzY ' ' ^ 

Теперь (9.3) следует из (9.1), (9.8), (9.9) и (9.10). Итак, для доказательства тео­
ремы достаточно построить оператор продолжения S': W^^{Q) -^ W^R"). 

Рассмотрим последовательност {z;t}/ĉ o» определенную в доказательстве 
п. (i) теоремы 3.1. Пусть и е PFj^(ß), supp w с С/, и{у, z) == О при z > Zo/2. 
В этом случае оператор продолжения и -^ ê^^^u е Wl{R') дается формулами 
(3.8) —(3.10). Рассуждая так же, как в доказательстве п. (i) теоремы 3.1, придем 
к неравенствам (3.24), (3.25), в которых р земаняется на q. Так как (^{X)\Q^ ^ 
^ (7k = {(р{^к)1^кУ \^^ё{я>{^к)1^к)\^~^^^^ то из (3.24), (3.25) вытекают оценки 

PAlo, й ca;;%\\z^-'Vu\\l„^, + \\VM\U')-

Поскольку c^k^ '^ ^{^)\Gk^ ТО ИЗ ЭТИХ оценок вытекают следующие: 

iVilU ^ <lh '̂"'v«IIU'+ ll̂ v,u|lt«,0-
Суммируя последние неравенства по /с ^ 1 и принимая во внимание конечность 
кратности покрытия {и^}, а также включения supp г; с: (J^^i Сг̂ , supp w с 
^ U/c î ^ь получим, что 
(9-11) II VlL^n й C{\\TZ-^U1^^^U + ||TZ^-^Vw||,,t/oß) . 

(9-12) PMLR^ й с{\\т1'-Щ\„ипи + b^iuLvnü) . 

в соответствии с леммой 1.1 (см. (1.3), (1.4)), правые части оценок (9.11), (9.12) 
не превосходит [|TVfi/j|̂  ^^^. Таким образом, 
(9-13) ||V/<^>i.||,,^„^c||TV,t/.||,,^, OUJUL 
По лемме 9.1 имеем é'^^^u е Wg{R% и в силу (9.13) справедлива оценка 
IK^̂ ^̂ IL^R» = < l̂ĥ iw||̂ ß̂. Итак, если и е W^.^(Q), supp и cz U п {х = (у^ z): 
z ^ Zo/2}, то линейный непрерывный оператор продолжения и-^ ê'^^^u е 
е Wg{R") определяется формулами (3.8) —(3.10). Общий оператор продол­
жения S': W^.j.(Q) -» Wq{R") стротися точно так же, как в окончании доказатель­
ства п. (i) теоремы 2.1. 

(ii) Пусть {и^} jv î — последовательность функций, введенная в доказатель­
стве п. (ii) теоремы 9.1 формулами (9.6). Обозначим через Ç гладкую, положи­
тельно однородную функцию нулевой степени в i^"\{0}, такую, что Ç(x) = 1 
в конусе |з;| < z и Ç(x) = О во внешности конуса \у\ < 2z. Положим % == /м^. 
Так как функция Ç является мультипликатором в пространстве TfJ(î ") (см., 

145 



например, лемму 1.2 при а = 1), то ||#w |̂|̂ _,_jj„ ^ сЦУ̂ г̂ уЦ,,̂ », и мы имеем 

(9-14) hAli,^ ^ 'ЬМ\1к^ ^ 1̂ Z dz |(V,%) (ь z)Y dy . 

Если X = {y,z)eQrMJ я ZE (4^fc+i/3, 5^,^+J3), то %(x) = w (̂x) = â , fc g iV. 
Кроме того, %( j , z) :=. 0, если \y\ > 2z. Пусть со - {n - 1)-мерная область 
из определения 1.1 вершины внешнего пика и пусть Б - замкнутый шар, 
содержащийся в со. Тогда в^общем члене суммы (9.14) внутренний интеграл не 
меньше, чем afCap(^(z)S, 14(^2^)) (емкость Сар определена равенством 
(3.27)). При помощи (3.28) из (9.14) выводим, что 

\Ы\1,1,о^ Cil^oiU |log(9(z)/2z)|^-'^dz. 

Так как |log {(p(z)l2z)\ ^ log (QklçiQk)) при z е (ö^+i, QJ,), ТО 

fc = 0 

^ c i Е «?(log (Q,l(Qid)y -" д.У'" , p<œ. 
k = 0 

Подбирая положительные коэффициенты а̂  так, чтобы при всех /с ^ О выполня­
лось равенство 

приходим к оценке 

( i <?(&)"-' iQMQk))'"''-'''"''' epilog ( « Р Ы е.-ОК^«-'''^"-^')'""''^^ с,с^' • 
к = 0 

В последней сумме слагаемое с номером к эквивалентно интегралу 
CQk-i Г 

J Ql 

it^l(pit)r^'>-'>\log{cp{t)lt)\-4-^dt, 

где а и jS определены соотношениями (9.8), (9.1). Таким образом, 

(tXO)"'^''-^^ \l0g {<p{t)|t)\-'^ Г' àtuC. 
J Q} > QN+i 

Переходя в последнем неравенстве к пределу при N -^ оо, получаем (9.9). Заме­
тим в заключение, что при ^ = оо равенство (9.9) очевидно. Доказательство 
теоремы закончено. 

Теорема 9.3. Пусть Q — ограниченная область в R* с вершиной внешнего 
пика на границе, а функция с, описывающая заострение пика, удовлетвояет 
условию (2.1). Предполоо1€им, что р е (1, сю), qe\\, р) и Iq > п — \. 

(i) Если 
(9.15) \lq-\lp = {n-\){ß- l)lnp, 
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и справедливо неравенство (9.2), то существует линейный непрерывный оператор 
продолжения: ЖДО) -> W^g(R% 

(ii) Если существует ограниченный оператор продолж^ения: Wl{Q) -^ PFj(i?"), 
то справедливо соотношение (9.2), где ß определено равенством (9.15). 

Доказательство, (i) По теореме 7.1 существует линейный непрерывный 
оператор продолжения <f : ЖДО)-^ Pfj^jR"), где а{х) = {(р{\х\)1\х\У''~^^^^ при 
|х| < 1 и G{X) = 1 при \х\ ^ 1. Так как область Q ограничена, то можно считать, 
что для всех и е Wp{Q) выполнено включение supp Su а Bj^, с R, не зависящим 
от и. Проверим ограниченность оператора и -^ Su как отображения: ЖДО) -^ 
-^ Wlj^R"). В самом деле, пусть v = D'^Su, |а| g /. Используя неравенство 
Гельдера, найдем, что 

ji;]̂  dx ^ ( {(T\v\y dx\ ( ö-̂ /̂(̂ -̂ > dx J 

Последний интеграл совпадает с интегралом (9.2), поэтому 

Отсюда и из леммы 9.1 вытекает ограниченность оператора S: Wp{Q) -> Wq(R''), 
(ii) Пусть / е С^(1, 2), /|(4/з,5/з) = 1» /(^) ^ О при z e ( l , 2). Положим Qt == 

= 4"*, i ^ О, и определим на Q функцию i/jy: 
JV 

Wiv|ß\i; = О , Wiv(-x;)ißnu = Z 0Cif{zl2Qi+1) . 
i = 0 

Здесь X = (}̂ , z), и — окрестность из определения 1.1, iV — натуральное число 
и {OCJ?1Q — некоторая положительная последовательность, которая будет 
выбрана далее. Пусть S — ограниченный оператор продолжения: Wp{Q) -> 
-> W^R""). При почти всех yeR"~^ имеем (Suj^) {у, •) G Wl{R^). Поэтому функ­
ции Su^ можно поставить в соответствие такой набор функций (Pjf^o, задан­
ных на î ", что при фиксированном у е R"~^ функция Р{у, •) является полино­
мом в R^ степени / — 1 и удовлетворяет неравенству 

(9-16) \\{<f'^s)(y,-)-Piiy,-)L^.uaö^ 
uc{l,q)Q\\\Dl(S4i^)iy,z)l^^^^^^,,,, 

(см. лемму 5.1). При этом можно считать, 

P,iy,z)Jj:a<;\y)z\ i = 0,...,N, 
k = 0 

где 

(9.17) 4^\у) = д7^-' ''^ 
Qi+i 

'A*0/2ei+,)(^M^)(j',0d^ 

а {|//̂ }̂ 1о — некоторые стандартные функции класса С2'(1/2, 1). Положим 

(9.18) v,{y) = (2е;+0"' Г ' ((<^«N) (У, 2) - Р,(у, z)) dz , ye R'-' . 
J 2Qi+i 
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Так как (О, z)eQ при z е (О, 1), то {(^и^) (О, z) = Uj^(0, z), z G (0, 1). В частност^^ 
{S'uj^){0,z) = О, если ze(^i^j, 2^j^J, О S i й N, и все коэффициенты (9Л7) 
равны нулю при у = 0. Отсюда выводим, что 

f/(0) = (2ö,+ i) - 1 
•Öi Г ^ 

Wjv(0, z) dz = а̂  /(z) dz 
2öi + l "J. 

По теореме С. Л. Соболева о вложении Wq(B^^) в С{В^) (В^. ~ шар в R''^\ 
находим: 
{^•^^) ^i ^ <^{Qi \ri^i\\g,Bei ^ ^i \ri\\g,BQi) ~ 

Оценим правую часть последнего неравенства. Пусть у — (п — 1)-мерйЬ1й 
мультииндекс длины /. Имеем: 

(9.20) D^ vly) = (2е,^ О" ' Г" D;iéu,{y, z) - Р,(у, z)) dz . 

с помощью неравенства Гельдера из (9.17) выводим, что 

и значит, 
\DlP,{y, z)\ S сд;'^%В1<^и^:)(у, ')Lioi.u2,,,o ' ' 

где z е (̂ ,+ 1, Qi). Из последней оценки и (9.20) следует неравенство 

(9.21) ||V.^.1L,R"- ^ cQr'^iVi^u4,^„,^ 
где П\ = {(у, z): yeR"-', ze ( ,̂+ i, ^0}- Д-̂ ^ оценки Цг^ ,̂«"-^ применим нера­
венство Гельдера к интегралу (9.18), а затем воспользуемся соотношением (9.16). 
Б результате найдем, что 
(9.22) И\,,^п-.йсв\-"Ч'^1Ы,,щ-
Из (9.19), (9.21), (9.22) получим 

\\V,é'u4U^ca^}вГ^''^ i = 0,...,iV. 

Суммируя последнее неравенство по i, придем к оценке 

откуда 
СзЕаК"'^ й \\u4h,o й с4(|«ГеГ'>(еО)' 

= 0 

Подбирая коэффициенты а̂  так, чтобы 0ри всех i ^ О выполнялось равенство 
afer '" = а?еГ 'ХеО"" ' . найдем: 

i = 0 
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в последней сумме слагаемое с номером i эквивалентно интегралу 

J Qi + i 

где ß определено соотношением (9.15). Таким образом, 

(tPI(p(t))"^^P-''4-'dts с 
J Q1 

и переходя к пределу при N -^ со, выводим (9.2). Доказательство теоремы 
закончено. 

В последней теореме параграфа рассматривается оператор продолжения: 
Wp(Q) -> Wq{R^') для плоской области Q с внутренним пиком, описанным 
в определении 8.1. 

Теорема 9.4. Пусть О ~ вершина пика, направленного внутрь плоской ограни-
ценной области Q, I -^ q < р -^ со. Положим ср = (р+ — (р_, 

(i) Если 
(9.23) Щ - Ijp = (/ - 1/р) iß - l)liß + 1) 

и справедливо неравенство (9.2) с п — 2, то существует линейный непрерывный 
оператор продолж:ения ê\ W\(ß) -> TfJ(i? )̂. 

(ii) Если функция ср возрастает, удовлетворяет условию (2.1) и существует 
ограниченный оператор продолжения ê\ Wl{Q) -> W^^{R^), то выполнено неравен­
ство (9.2) СП = 2 и числом ß, определяемым соотношением (9.23). 

Доказательство, (i) По теореме 8.1 существует линейный непрерывный 
оператор продолжения i: Wp{Q) -> Pf^^(i?^), где (т(х, у) = I в R^ \G, (7(х, у) = 
= {(р{х)1хУ'~^^^ в 6, G = U\Ü, 2i и — окрестность из определения 8.1. Можно 
считать, что для всех и е Wp{Q) множество supp (ft/ содержится в круге, не 
зависящем от и. Пусть v = D4i, |а| ^ /. Применяя неравенство Гель дера, 
найдем, что 

IHLG й ЫР,О{\ Ф. УУ'^^^-'^ ах djV'' '̂ ' . 
Так как последний интеграл совпадает с интегралом (9.2), то 

Из этого неравенства и леммы 9.1 вытекает ограниченность оператора S\ 
Wl{Q) -^ W^iR'). 

(ii) Рассмотрим функции f, g со свойствами: / е С^(1, 2), /|(4/з,5/з) = 1? 
geC^iR^), б̂ |(_оо,1) = 1, 0̂ 1(2,00) = 0. Пусть число ^0^(0, 1) столь мало, что 
(р+(х) < х) при хе(0, ^о]- Положим ^^+1 = Qkj^, /с ^ О, и определим на Q 
функцию и^: 

N 

к-О 
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если X е (О, 1), у > (р+{х) и t/jv(x, ĵ ) = О в остальных точках области Ü. Здесь 
N — натуральное число и {сСк}к^о ~ положительная последовательность, ко­
торая будет определена ниже. По лемме 8.2 имеем 

' |w^(x, (р^х)^ фу-'^ dx s c\\^u4h,R2, J: 
откуда 
(9.24) {^<Ф,у-"'е<.У"й 

k = 0 

â ^ i I \tUx,<p,{x)f<p(xy-'^dx) й 

N 

k = 0 

Пусть p < 00. Подбирая коэффициенты â  так, чтобы выполнялось равенство 
^к ^{QkY'^'^ Qk = ^IQI~^^ при всех /с ̂  О, из (9.24) находим, что 

/с = 0 

Введем параметр ß по формуле (9.23) и заметим, что общий член последней 
суммы эквивалентен интегралу 

CQk 

(9.25) {tl>l(p{t)Yl^^-'4-4t. 

Таким образом, 

(9.26) (t^lcp{t)f^^f'-^^ r'dtu const, 
J QN + 1 

откуда, переходя к пределу при iV -> со, получаем (9.2) с п = 2. 
Пусть JP = 00. В этом случае положим а̂  = QI, к '^ О, и из (9.24) выведем 

оценку 

(9.27) ( i: в'Г' Ф^У-У" s с4Ыи>,а йс,. 

При р = оо общий член суммы в (9.27) эквивалентен интегралу (9.25). Таким 
образом, из (9.27) выводится (9.26), и, следовательно, (9.2). Теорема доказана. 
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