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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 1

NUMERICKE RESEN[ ALGEBRAICKYCH ROVNIC, KTERE
MAJI KORENY O SKORO STEJNE ABSOLUTNI HODNOTE

MIROSLAV FIEDLER

(Doslo dne 8. listopadu 1955.) DT:512.37

V &linkua se navrhuje methoda feSeni algebraické rovnice, jejiZ
viochny kofeny maji skoro stejnou absolutni hodnotu. Této vlastnosti
so pritom podstatnd uZivi. Jsou uvedeny numerické piiklady.

1. V praxi se dosti éasto stavi, Ze algebraickd rovnice, jejiz koteny hleddme,
mé tu vlastnost, Ze absolutni hodnoty kofent se navzdjem prili§ nelisi. Tyto
rovnice odoldvaji vétSing uiivanych method, na pi. Graeffeho nebo Ber-
noulli-Whittakerové. Obvykle se uzivi toho zpiisobu feseni, Ze se zavede sub-
stituce x == y + @ za nezndmou z, kde a je vhodné volené realné éislo (na pi.
a == 1), a Feii sc ziskanad rovnice v y. Tento zplisob viak nijak nevyuZivé toho,
Ze rovnice mid kofeny o skoro stejné absolutni hodnoté. V tomto &lanku se
navrhuje metoda, ktera tohoto faktu uZivd k zjednoduseni rovnice.

2. Budiz nejprve dina algebraickd rovnice n-tého stupné (n > 2)
fx) = agz 4 @1+ ...+ a, =0, (1)

kde koeficienty a; jsou redlné, a, == 0, kterd ma viechny kofeny o téze abso-
lutni hodnoté » > 0. ProtoZe rovnice (1) mtZe mit za redlné kofeny (v jistych
nasobnostech k;, a k,) jen &isla + r a — r, coZ se dosazenim snadno zjisti,
a protoZe délenim faktory (x — r)* (x + r)*: se re4alné kofeny odstrani, budeme
piedpokladat, Ze vSechny kofeny rovnice (1) jsou komplexni (ne redlné). Je
tedy » sudé, n = 2s.

Substituel x = ry se z f(x) = 0 dostane rovnice
g(y) = boy® + by ... by, =0, (2
kterda ma za kofeny komplexni &isla o absolutni hodnoté 1, rtznd od + 1 a

— 1. Je-li tedy o kofenem (2), pak % = & (x znadi jako obvykle ¢isio komplex-
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¥ & < . z v o . p.3 A b4
né sdruzené s o) je také kofenem (1), a to r@znjm od ~. Pondvadi viak Cisla

1 Py Ny - .
— (a pravé jen tato ¢isla) vyhovuji rovnici
x

"’/289( ) = 0,y + Doyt L by b by =10, (3)-

1
Y
1% se levé strany rovnic (2) a (3) jen konstantnim faktorem ¢, rliznym od
nuly:
My)féqﬁw(})-

Y

Dosadime-li do této identity y = 1, pak vzhledem ke g(1) #4 0 (¢islo 1 neni
kofenem (2)) plati ¢ = 1, takze

mwssww(l)

)
a
b() - b'_{sv bl = 1)23717 RS bs‘—l = bs—!—l .
Takovd rovnice se, jak zndmo, nazyva reciprokd a lze ji zjednodusit takto:
Jsou-li oy, %y, &, Ky, .., &g 0, KOFeny (2), takZe ayx, = 1, plati
9y) = bo(y® — (xy + 1)y + \’xlaﬂ(t’lg - (“2_[ %g) Y T Xay)
LR (3/2 - (as ”[‘ A's) 7J _}‘ “S’Ys)
¢ili. oznag¢ime-li pro ¢ =1,...,s
R (5)
g(y) == by I_I(?/2 -oy 4 1) .
il
Odtud
1 _ .
@E gy) =by(z — o))z —ay) ... (2 — 0,) , v (6)

kde jsme polozili
1
Y+ =z ()
y .

Aviak pravou stranu (6) lze snadno sestrojit: je totiz

1 1 1 1

v gly) = bo(?/s + ?) + b (ysﬂ -+ yT—i) + s by (?/ + y) + b,
a postupnym umociiovanim (7) na druhou, tfeti, aZz na s-tou lze ¢leny
y* —}—% snadno vyjadiit jako polynomy v z (prislusné vzorce pro nékolik

prvnich ¢lend jsou uvedeny v odst. 4).



1
Tim dostaneme z 7 g(y) polynom u(z), ktery ma stupeil rovny s [t. j. polo-

viénf vzhledem k stupni g(y)] a ktery md kofeny vesmds redilné [podle (5) a
(6) rovné ¢,] v intervalu (—2, 2). RozieSime-liu(z) = 0, pak ke kazdému
kofenu o (tyto kofeny oviem nemusi byt navzijem rizné) dostaneme feSenim
rovnice

¥ —oy41=0 (8)
dva komplexné sdruzené koFeny rovnice ¢(y) = 0. Koifeny f(x) = 0 se pak
ziskaji znasobenim kofent y Cislem r.

Tim lze prevést fefeni rovnice f(x) = 0 (nehledime-li na odstrandéni kofenti
realnych) na jeSeni rovnice poloviéniho stupné s vesmés redlnymi kofeny
a na fefent kvadratickych rovnic.

3. V tomto odstavei se budeme zabyvat rovnicemi, které podminku, aby
viechny jejich kofeny mdély stejnoun absolutni hodnotu, nespliiuji pfesné, ale
jen pFiblizné. Budeme jako v piedeslém odstavei predpoklidat, Ze jsme uz
odstranili kotfeny, které jsou redlné anebo priblizné redlné.

Necht je tedy dana algebraickd rovnice 2s-tého stupné (s > 1)

fr) = ag® 4 a1 | Ly = 0 9

o realnych kooficientech a; (¢, = 0), kterd ma vesmés jen komplexni kofeny,
v absolutni hodnoté piiblizné rovné » > 0. Podrobngji necht existuje malé
£ = 0 (prakticky ¢ << 0,1) tak, Ze pro vSechny kofeny £ rovnice f(z) = 0 plati
r(1 — &) < [&] < r(l + &) (10)

Predné vhodné é&islo » snadno najdeme z faktu, Ze &islo a,/a, je rovno souéinu
v8ech kotenti (9), t. j. miZeme polozit

CLa——
@y ™
@y,
= = . 11
s (1)
Jako v odst. 2 zavedeme substituci
x=ry, (12)

kterou f(x) = 0 p¥ejde v )
gy) == boy® + byy** + ... | by =10 (13)
Zde je vzhledem k (11) a (12) '
Bo —= by - (14)
Rovnice (13) ma opét vesmés komplexni kofeny oy, oy, &g &y, ... &5 ¥s
které podle (10) a (12) splituji nerovnosti
L —e <o <<1+¢. (15)



Odtud 1 — 26 - &2 << av; < 14 26 - €2 je-li & dost malé, mliZeme povazo-

vat & za piiblizn¢ rovné nule. Oznadime-li tedy
an = 14 2e,, (16)
je pak

le,] <& (17)
pro¢=1,2,...,s.

Definujme jesté redlnd &sla o, ¢ = 1, 2, ..., s vatahy

AT T,
o=t (18)
takze
o o= (e o (19)

Nyni mbZeme psat

g(y) = by TI (2 — (x; 4+ Ay - an )
i 1
= by [T (2 — (1 -k 2) oy - 1+ 26) = (20)
1

== bon [y* — oy + 1 — e(ciy — 2)].
21

Nagim ukolem bude, za jistych predpokladd najit priblizné ¢isla o; a &; tim
budeme schopni (piiblizné) fesit rovnici g(y) == 0 (a f(z) = 0), nebot pak
stadi Fesit kvadratické rovnice

Y= +e)oy+1+425=0. (21)

Prvni predpoklad, ktery uéinime, je, Ze plati

eg;==10 (22)

s dostatetnou piesnosti. To je ospravedlnéno nerovnosti (17), je-li ¢ dostatedné

malé. Musime se oviem smifit s tim, Ze naSe dalgi rovnice nebudou piesné,

nybrz jen piibliZné (s nepfesnosti ,,Fadu‘ €2). Budeme proto misto = psat —.
Ze vztaht (14) a (16) plati

f‘][(l+26i):1; (23) -
Vynasobenim na levé strand vziﬂedem k (22) dostavame
2‘:8" =0. (24)
Odtud plyne také pfibliznd rovno;q:t, kterou budeme potiebovat:
ﬁ (1 —2)==0. (25)
=1 .



Z rovnice (20) dostaneme dal3i identitu

1 3
ygsg(g) =B, 1_11 [(1 4 2e) 92 — (L -+ &) oy + 1],

z niz vynasobenim i-tého ¢lenu &islem 1 — 2¢, plyne vzhledem k (25) a (22)
ptibliznd rovnost

?/”g(%) Zb [l — (1 —e)oy +1— 2] =
-1

=5, ] [y — o + 1+ eoy — 2)1. (26)

Sedtenim (20) a (26) mdme piiblizng

Hl

9(y) + y¥g (;) = by Hl [y — o + 1 — &0y — 2)] +

+ by I—E [y — oy -+ 1 4 e(oy — 2)].

Vzhledem k tomu, %e vyraz vpravo se nezméni, zaménime-li soutasnd
viechna ¢&; &isly — ¢, neobsahuje tento vyraz linedrni dleny v ¢; a podle (22)
nezavisi na ¢; vitbee. Plati tedy

1 =
g9(y) + y*yg (7/) = 2boﬂ (> — oy + 1),

¢ili jako v odst. 2 pro

1 —
y+g—&
1 R D
00 Fyglo) =26 -0 (27)
Y Y i1
Pritom levou stranu v (27) Ize skutetné vyjadiit jako polynom v 2, nebot
1 . ; v .
g(y) + y¥q (—y—) je polynom reciproky [spliiuje podminku (4)]. Oznadime-li
tedy po dosazeni

290 + 90 (5) = u(z), (28)

jsou &isla oy, ..., o, priblizné rovna kofentim z,, ..., z, rovnice s-tého stupné
u(z) = 0: (29)
oi (30)

které jsou vesmés redlné') za predpokladu, Ze kofeny «, nejsou piili§ blizko

1) Nebo skoro realné, t. j. s malou imaginarni ¢asti. O tomto ptipad$ se zminime na
konei odstavee.
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u +1 nebo —1. Tim je umoZn&no najit ptiblizné ¢isla oy, ..., o, feSenim rovnice
poloviéniho stupné, kterd ma vesmdés redlné koteny. .
Abychom mohli najit ¢isla ¢;, uéinime dalsi predpoklad, Ze kofeny z,, ...; z,
rovnice (29) jsou ,,dostateéné razné asi v tom smyslu, ze se lisi navzijem
vesmés vie nez fadové o ¢. Potom budou i ¢isla oy, ..., o, navzajem razna.

1 .
Sestrojme nyni polynom A(y) == g(y) — y*y ] Vzhledem k (14) je A(0) = 0,
dale (1) == h(— 1) = 0. Je tedy polynom h(gl/) délitelny y(y* — 1) a existuje
tedy polynom k(y), pro ktery

9y — y*g (;]/) =yt — 1) k(y). (31)

Polynom k(y) je stupné nejvyse 2(s — 2) a je reciproky: je totiz

]' ‘ —4 =:9 2s—-i( ,,1,_ —— ,,,1,, ==
[‘ (;?75 - 1)] e L( )4«‘/ J(?/) i I =
1 1 /(1 )
—_— y) — y2¥g (—] =2 - k
n [g(/) Yy 1(/)] [7/ (J, l)J ) »

g (7}) = k(y) .

\Q[)—*

Il

tedy

(s T , . 1 .
Lze proto vyjadrit pomoci substituce (7) o k(y) jako polynom v z:
1
s by) = 0(2). (32)
Z rovnic (20) a (26) dostavdame po dosazeni do (30) piiblizné rovnosti

1 1 1 1 .
2 00) — v (7/) = (y = g) i o) = (33)

P 1 2 1 2
:()On[y+y—ai—ei(ai~~y~)] ‘%H[ﬂ‘i‘y“%‘f“&(%—?”.

f=

Zvolme index ¢ (z 7 = 1, ..., s) a dosadme sem za y takové komplexni §,, Ze

1

~ Dostaneme vzhledem k (32) a (22)

(o= ) e =) ["f - (“f - é)] '

izt

2boal(ﬂi——)l[(a

171
i#i



Protoze f; — ﬁl je dostatetné rtzné od nuly [jinak by o;==4-1 a z (28)
by ?/(l) ncbo g(— 1) bylo p¥ibliZné rovno nule proti predpokladu], plyne odtud

8
v(o,) = — 28y ] (0. — ;).
i1
JAe
Protoze viak o; = z,, kde z, jsou dostateénd jednoduché kofeny rovnice (29
T Il 1 J .] b
je také

v(z;) = — 2¢;b, ‘[1]: (z: — 25) . (34)

Plati

.
u(z) = 20, [ (2 — 20
i1
odtud derivovanim

w'(z) = 20, 21 TTL (z —z;),
2 7 -
s
takZe po dosazeni z = z; plati
w'(z) = 2b | | (=i — %) .

1
i

[

Je tedy z (34) pfibliznd¢ (vzhledem k dostatedné jednoduchosti z;)

w?)(z'i) (35)

w'(z;) >

& = —

Tim jsou nalezena piiblizné i &isla e,. Pritom soudet pravych stran mé byt
vzhledem k (24) piiblizné roven nule. Plati v8ak, Ze tento soudet je roven
nule piesné:

s v(z;)

Z 71,'(z5' -

-1

0. (36)

Oznadéme totiz pro k = 1, ..., s na okamzik

w(7) = _uz) )

z— 2z

takze u,(z) jsou polynomy stupnd s — 1 s koeficientem u nejvy$si mocniny
2°-! rovnym 2b,. Kazdy polynom »(z) nejvyse (s — 1)-ho stupné lze podle
Lagrangeova interpolaéniho vzorce?) vyjadiit ve tvaru

8

vy = )y (37)

(%)

%) Viz na pf. LAsga-HRu$ga: Theorie a prakse numerického poditani, Praha 1934,
str. 124,
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Nyni v {31) je k(y) stupné nejvyse 2(s — 2), takze »(2) podle (32) je stupnd
nejvyde « — 2. To znamend, ze vyjadiime-li »(z) vzorcem (37), je kocficient
u z*-! na pravé strané, ktery je roven

< (%)

2by 2,
0 [4_41 ’30'(5,') ?

roven nule; tim je vztah (36) dokazan.

Zévérem tohoto odstavee je vhodné upozornit na to, %e neni nutné pied-
pokladat od zadatku, Ze rovnice f(x) = 0 [resp. ¢(y) = 0] nemd uz realnékoveny
nebo kofeny o malé imagindrni ¢asti. Stadi, aby: (1) stupeit f(x) byl sudy a (2),
aby absolutni ¢len u f(x) mdl stejné znaménko jako koeficient u nejvyss
moeniny @. Tim se uz zajisti, Ze rovnice f(x) == 0 nemd lichy poéet kotent
u -br, ani u —7, t. j. lze pak g(y) opdét rozlozit ve kvadratické faktory jako
v (20) pii malych ¢, Vzoree (35) plati pak i v tomto piipads. Dikaz plyne
snadno odtud, ze misto dosazeni f; za y do rovnice (33) se v identité (33) nej-

“ys . 1 . .
prve déli ob¢ strany vyrazem y — — a teprve pak dosazuje za y cislo f,,
Y

pripadné rovné -- 1.

Déle se nékdy mize stit, Ze rovnice (29) mé ndkteré kofeny imagindrni
(s malou imagindrni ¢isti). V tomto pripadé ma rovnice g(y) = 0 &tyfi koleny

. I . 1 1
v blizkosti ¢isel tvaru retr, re=i7, - eir, 76“'7‘, kde r == 1. Lze pak postupovat
jako dfive, t. j. miZeme vypocist jesté g; (zde imagindrni) a dosadit do (21),
Vyzaduje to viak TeSeni rovnice (29) s velkou pfesnosti, nebot pristuiné ko-
feny z; jsou velmi blizké, a dale reSeni kvadratické rovnice (21) s komplexnimi
koeficienty.

4. V tomto odstavci shrneme vysledky predchoziho odstavee v navod, jak
Tesit rovnice uvedeného typu. Pfedné poznamenavame, Ze v praxi nebudeme
pracné zjistovat, zda néjakd rovnice je tohoto typu. Naopak, p¥i feSeni rov-
nice néjakou methodou, nejcastsji Graeffeho nebo Bernoulli-Whittakerovou,
se to pravé automaticky ukdze.

Je-li tedy ddna rovnice tvaru (1), o niz vime, %e absolutni hodnoty kofent
se navzajem prli§ nelidi, postupujeme nejvhodnéji takto:

Podle toho, je-li n sudé nebo liché a podle znamének u a, a a, zjistime, je-li

n
a’n

v okoli 4-ra —r (zdo r :V ) lichy podet kofent (tedy alesponl jeden):

je-li n liché a znaménka a, a a, stejna, je v okoli — r lichy podet kofend; je-li
n sudé a znaménka a, a a, opalnd, je jak v okoli + r, tak v okoli — r lichy
potet kofent. Odstranénim alespoil jednoho redlného koYene z okoli -+ r

a,

»
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piipadnd — », piipadnd 4 r i — %) se kaZdy z uvedenych piipadi pievede na
zbyly piipad, kdy

1. n je sudé,

2. znaménka w ay a a, jsouw stejnd.

Budeme se tedy uZ zabyvat jen timto piipadem, t. j. budeme piedpokladat,
Ze f(x) ma tvar (9) s gy, > 0as > 1

f(x) = age® | a @t ¥ L ag, =0, 9

Ay, > 0.

2s

Substituci © = ry pro » ::Vfl;f se f(x) = 0 prevede v
0

gly) == f(ry) == boy® + by@ 1+ ... + by, =0, (13")

kde b, = by, a dale p¥ibliZné by == by, by == bge_p, ..., by == b,1y (tO jo zd-
roven kontrola, zda dand rovnice mé skutetné kotfeny o skoro stejné absolutni
hodnoté). Zde jo vétsinou vyhodné délit vechny koeficienty ¢&islem b, a po-
vazovatb teprve takto vznikly polynom za g¢(y).

Nyni sestrojime vyraz

1 o (1Y
—g(y)+yg(g) =

v

1 1
= (by + by,) (7/5 “+ %) 4 (by - bysd) (?/S”l + ;/.H) + (38)

1
b By by (y + 5) + 2,
ktery pomoci substituce

1 ’
y—}-Ela:z (7')

plevedeme na polynom u(z). K rychlému previdéni zde uvadime tabulku,

. . . 1\k
kterd se snadno odvodi postupnym umoectiovdnim (vy 4 ) =zt
Yy

1
Yy +_y_:z!
,z+l7,zzmo )
Y e o (39)
y3+--}—:z3—3z
v ’

8) To se provede vypodtem kofene x a délenim f(z) polynomem = — o.

12



1
ytob o =2t — 42t 2,

Y
50 71_ e 5y . 23 1 B2 39
Yot = F e + 5z, (39)
78 1 =% — 62t | 022 — 2,
y°

S touto tabulkou vystadime pro rovnice do 12. stupné.

Ziskanou rovnici u(z) = 0 Fefime ndkterou ze znimych method asi s tako-

Jsou-li viechny kofeny w(z) == 0 rizné a redlné, pak pokradujeme takto:
Vyjadiime vyraz

1 1 — Ly
7 g(y) — yq (y) = (b, — by)) (y‘ b ‘;/'g_() 4

I 1
+ (by — by,—y) (?/372 | o 2) o Oy — byy) (7/ - ?/‘)

. v- 1 . 1 "
jako souc¢in y — n a polynomu v(z), kde opét z =y 4 Y Uvedeme zde opét

(40)

tabulku k rychlému pievadéni:

1 1
Y- =y — (1),

Y Y a)
1'1—i— 7—1 (2% — 27) (
U Ty o

s kterou rovnéz vystacime pro rovnice do 12. stupné.
Vypolteme jesté derivaci w'(z) a ke kazdému kofenu z; rovnice u(z) = 0
vypotteme Cislo
v(z;)
w(z)"

Za kontrolu spravnosti nam muze slouzit, Ze soudet

g = —

Regenim kvadratickych rovnic

22— (14 &) zge + (1 + 2;) 12 =0 (42)

dostaneme pak piiblizné hodnoty kotent f(x) = 0.

13



v

Pokud se tyte presnosti, s jakou kofeuy rovnic (42) aproximuji kofeny
J(x) = 0, lze fici asi toto:
Regime-li jen rovnice
a? — zgx 1t == 0

. (43)

pak tyto kofeny lezi u piisludnych kotent f(x) == 0 ve vzddlenosti nejvyseer.
Kofeny rovnic (42) lezi u piisluinyeh kofentd jiz ve vzdalenostech Fadu e?r.

Jestlize tedy rovnice u(z) == 0 ma nékteré kofeny vieenasobné, je moiné
uZit jen rovnic (43) misto (42) a hledat kofeny f(x) = 0 v blizkosti kofent (43).
Hiedani vicendsobnych kofentt nebo kofentt navzajem velmi blizkych viak
piekraduje ramec tohoto dlanku.

O vypodtu kofentt v tomto piipadé, jakoz i o odhadu chyby a o zpfesnéni
hodnot kofent, kterého je nékdy tieba pro dokonéent fefeni i u této methody,
bude pojednano v souborném ¢linku .0 numerickém Feeni algebraickych
rovnics, ktery vyjde v tomto ¢asopise v nékterém z daliich disel.

Zavérem tohoto odstavee upozornime jeité na jednu modifikaci tohoto
postupu, kterd je vyhodnd p¥i rovnicich malych stupmi.

P#i této modifikaci neprovidime do rovnice (9') substituci @ = ry, ale na-
jdeme jen é&islo (misto r)

Pro f(z) ve tvaru (9') najdeme takovy polynom s-tého stupné U(t), ze

1 a, 1
— H{x) - O e2ft Y - U AN
e () - e,
kde
t =z + 4 .
x
Je totiz

! ) 0 1) _ s Qs Ags—q s—1 gt ~
;;,é ]‘(1) -+ s, X f (&) == 2050 (-17 + x’g) + ((I,1 - —qsf:l @ o EUNJ] +

+ .. ((Lﬁ,l + q“”) (a" + —q) + 2a, ,
q z

a pritom plati obdobné vzoree jako (39):
v+ 4=y,
¥
a+ L~ — 2, (44)

q3
a4 2= 8 — 3qg¢  atd.
p

14



Dale najdeme takovy polynom V(t), Ze

1 P . ]

1 ay o1 LETPL I S gt
7 f(x) 0y, @y (1) (”'1 - g1 (‘1’ Tl +-

Qi - g R ’ ) Gt q
+ .0+ (az — (1572> ( 2 13) 4 .4 (ag,,k p )(z x) ,

a pritom

Plati totiz

3
PR - (.zr — (I) (# —q), atd.

2 x

Stejné jako diive plati, Ze jsou-li ¢y, i, ..., t, kofeny rovnice U(t) = 0, pak

kofeny rovnie
ar —tx - q =0

aproximuji kofeny rovnice f(x) == 0 s plesnosti er. Jsou-li ty, ..., ¢, vesmés
navzajem ruzné, pak pro

7
- l/ (tz) 4

Ur(t;)

g = -

)

kofeny rovnic
22— (L e)tx -t (1 2e)q==0
aproximuji kofeny f(x) == 0 piesnosti fadu 2. Pritom za & lze povazovat ¢islo
£ = max |g,] .
-1,
Pfi této modifikaci je podet nasobeni nebo déleni pro mald s (s == 2 nebo
& = 3) menéi. Specialné pro s == 2 je

U(t) = 2a4* + (“1 + (;5) t+ 2a, — dagy ,

a’-i
R

Kontrolou toho, %e f(z) = 0 m4 skuteéné kofeny o skoro stejné absolutni
hodnoté, je, Ze

1. polynom V() ma malé koeficienty (fadu er),

2. rovnice U(t) = 0 ma kofeny vesmés redlné (pfipadné skoro redlné) a
v intervalu {(— 2, 2> (nebo blizko ného).

S5
4) Zde opdt X g; = 0.
i-1

§=

15



Pritom podminky 1. a 2. jsou i postadujici, aby rovnice f(z) = 0 méla ko-
feny uvedené vlastnosti.

5. V tomto odstavei uvedeme nékolik piikladi.
P#iklad 1. Je ddna rovnice
flx) = xt — 1,0062% - 2,0463682% — 1,54536x - 2,3256 == 0,

o niz vime, Ze splituje predpoklady nas§i methody. Je pak

4
r ::].gsz 36 = 1,23491
72 == 1,52500 ,
73 = 1,88322 .
Odtud
f(ry) == 2,3256y% — 1,006 . 1,88322¢% -1 2,046368 . 1,52500y2 —
— 1,54536 .1,23491y - 2,3256 ;

po provedeni nasobeni a déleni viech koeficient ¢islem 2,3256 je
g(y) == y* — 0,814637y> 4 1,341895y2 — 0,820594y 4 1.

Potom

ylgg(?/) + ¥ (;/) = 2(?/“ + Jl—) - 1,635231 (7/ + - ) 2,68379;
podle tabulky (39) je tedy
u(z) == 222 — 1,635231z — 1,31621 .
Kofeny u(z) = 0 jsou
21 = 0,408808 4 0,008421 &l 2, = 1,317220, 2, — — 0,499613 .
Dale

() - 1 ! 0,005957
7/;(1/ v\ g = Y ;/— . 0,005957

takze
(z) = 0,005957 .
Pondvads u'(z) = — u'(z,) = 3,6337, je
o o 0 000907 — 0.00164
AT T RT T 3337 ’ :

Podle rovnice (42) jsou kofeny rovnice f(x) = 0 piiblizné rovny kofeniim
rovnic
x® — 1,62399x 4 1,51999 = 0,
2 -+ 0,617992 + 1,53000 = 0,

jejichi reSeni lze uz snadno najit.

16



Pro srovnini uvadime. ze piesné koteny f(x) == 0 vyhovuji kvadratickym
rovnicim (s presnymi koeficienty)

21,6243 - 1,52 = 0,
z? -+ 0,618 4 1,53 == 0.
Priklad 2.
flae) b — 287205 — 1.60384at 4 0,8508240% |- 59181824t —
— 41501948 | 5530596 = 0.
Zde

6
r [3 30506 == 1,95192
2= 3.80999
P 743680
rd = ]4,5'603,
o= 98 33414

fry) - = 55,30596y5 — 81.37565y5 -|- 23,28139y% |- 6,327408y3 4
+ 225482167 — 81,008467y - 55,30596 ;

po déleni 55,30596 je
gly) = y® — LATI3T2y5 — 0,420956y% - 0,1144075% -- 0,407700> —
— 1,464733y -+ 1
Lo gl t) =2y £ L) - 20s6105(y2 L)+
y o Ty Ty ’ Ty
1
4+ 0,828656 ('1/ i "1/) 4 0,228814
u(z) == 225 — 293610522 — 5171344z | 6,101024 .

Je vidét, ze rovnice u(z) == 0 ma dva koreny v okoli 1} a -2; Newtonovou
bl }/ 7
methodou (nebo transformaci y == y — 1 resp. y = y — 2) vypotteme

2, = 0,998727 ,
2y = 1,098031 .
Tteti kofen je (ze znamého soudtu)

z, = — 1,528705 .
Dile

takze
v(z) = — 0,006639z + 0,013256 .

17



Ponévadz

w'(z) = — 5,051345 ,
W (zy) =  7,048566
u'(zy) == 17,82717,
je
e =  0,0013115,
g = 0,0000013,
gy = — 0,0013129 .
Soudet &, + &, -+ &, == — 0,0000001 == 0.

Dosazenim do (42) jsou kofeny f(z) == 0 priblizné rovny kofenim rovnic
22 — 1,9519922 + 3,819984 — 0,
22 — 3,9000022 + 3,810000 = 0,
a® - 2,979992z + 3,799986 = 0
zatim co piesné kofeny vyhovuji rovnicim s piesnymi koeficienty
a2 — 1,952z + 3,82 = 0,
2 — 3,92 - 3,81 =0,
2t 4+ 2,08z + 38 == 0.
Piitom druhé rovnice ma kofeny
1,95 40,0866 ,
které jsou dosti blizko - 7.
Priklad 3.5)

f(@) == 2t — 1,733 + 2,1292% — 3,684x 4 4,452 = 0,

Zde 3,684
I a 3 B¢
== 4 o= & 0 B D — . R
q = /4,452 = 2,1100 , ; 511 1,74600

Podle (46)

U(t) == 22 — 3,476000 — 4,1820
takze

t, , = 0,86900 & 1,68705
t, = 2,55605 ,
t, = — 0,81805 .
Dale V(t) = — 1,73 -} 1,74600 = 0,01600 a vzhledem k U'(;) = — U'({t,) =
— 6,7482
0,016
= — g, = — e == — 2 .
& &y 6,7482 0,002387

Koteny rovnice f(z) = 0 jsou tedy pi¥iblizné rovny kofentim rovnie

22 - 0,819992 - 2,12000 = 0,
a? — 2,54999% + 2,10000 = 0 ;

5) V piikladé 3 a 4 uZivame modifikace, uvedené na konei odst. 4.

18



pritom piesné kofeny vyhovuji rovniefm s piesnymi koeficienty

2 - 0,822 - 2,12 = 0,
x? — 2550 + 2,10 =0

Priklad 4.
fx) == ot + 2,128 — 0.52® 4 54w 4 6=0.
Zde

a
q=16=24495, ?; = 2,2046 ,

U(t) == 26 - 4,3046¢ — 10,7980 .
Kofeny U(t) == 0 jsou

fp == — 1,0762 1+ 25607,
t, — 14845, f, — — 3,6369.
Ponévadz V() = -- 0,1046, U'(t;) == — U’(t,) = 10,2426, je
e
BT TR T 00406 T T

Odtud kofeny f(z) = 0 jsou pfiblizné rovny kofentim

22 — 1,4997x 4 2,4995 = 0,
2% + 3,5998x + 2,3995 = 0 ; !

pfesné koteny vyhovuji rovnicim (s plesnymi koeficienty)

x2 — 1,51: *i* 27.’—)' = 0 5
@ 4 3,60+ 24 —0.
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Pezome

YUCJEHHOE PENIEHVE ANTEBPANYECKNX VPABHEHUIA,
KOPHU KOTOPLIX IIOYTH OJAMHAKOBBLI IO ABCOJIIOTHOI
BEJIMYNHE
MHUPOCITAB OUIJIEP (Miroslav Fiedler)

(ITocrynumo B pegaripmo 8/X1 1955 r.)
B pa60TQ IPeIJIAraeTcs METO/ pPeIleHus ajrefpanvyeckoro ypaBHeHAA, O KO-
TOPOM 3apasiee N3BeCTHO, YTO BCe €I0 KOPHY IOUTH OJHHAKOBE 110 abcoiioTHOM

BeIuYnHEe. XOJ PereHusd TaKOB:
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ITpeske seero mu nozaGorumes o Tom, q9ro0bl I@HITOE YpaBHENHEe HMeJo
npu npubstnzureaniol abeonoTnoil Beaiynne Kopuei 7 > 0 n OKpecTHoCTH
U — 7 UCTHOC YHCJIO BCHLCCTBCHHDBIX I(()[)]ICii (B()(‘ll()JU)IS()BﬂB[H”CI), ecJl NYMHHO,
JCIICHUCM). Torjpa januoc YPABHCHEC HPUMET BT

/("E> iuoxzx ‘|7 ”'1132” -t ”%‘ S +" Uy == 0 v Uolys > 0. (1)
Iy
) (s
st s > 1 obosnaunm r = I/ 251 HPOMBBEIeM NOJCTAOBRY & = 7y, TAK YTO
«, ‘
0
HOBOC YPABHCHHC OTHOCHTCALIO 4 Oyjier

fry) ==¢g(y) = 0.

, 1
IToausyacs HORCTAHOBKROR ¥ - - = z, BHuMcAnM  muorounennt u(z), v(z),
Y

JLITST [\’()’I‘()})LIX
1 (1
7 g(y) + vy (:7/—> = u(z),

P S AR S §
" g(y) - 3/.(1(;;) = (?/ y)v(Z)-

Eciut u(z) == 0 (creueniv §) MMCOT TOABKO NPOCTHIE KOPUE 24, Zy, .. ., Z5 ¥ 6CIH
BRITHCINTL JU ¢ = 1, 2, ..., § ynena

v(z;)
E; — — - -
i u’(zi) ’
rue u'(z) — npousnojnas or u(z), TO KOPUT f(@) == () (')yuy'r 111)11631131/[1‘9,711,}{0
(c TOYHOCTHIO TOPSJIKA &%, D¢ € = max
i

&;]) pasBusl KopuAM ypaBueunii
22 — (L4 &) zae 4+ (14 2¢)r2 = 0.

Hasice npunojnTes caeyiomee BUj0M3MELECHIC HTOTo MeTojia, Gonee yaobnoe

AJIH UHCJIGUIBIX PACYCTOB B ciyyae § = 2 Mg § = 3:
s
ao Qs+ .
Hnst ypapweuua (1) obosuaunm ¢ = [/ =, Ilpm nomouptr unogcraHoBKE
R0

q
x —{-»T—:Z (coorpercrnyioune  opMyJibl TPHBEXEeHHI B TEKCTE) BLIYACIIEM

muorowseust U(t), V(t), Aist koropux

S le) + oy (”15) = U,

25
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Ecmir Bee xopuu ¢, ¢, ..., &, ypasnenun {7(f) == 0 MpocTHIC, TO 15

I X (70 .
£, = — I"(l‘,‘) , t= 1,008,

gopuit f(@) = 0 Ovayr npnbiumnreasuo (¢ TOIOCTHIO TOPAKA s'-’lr], € =

= max |¢]) panin xopusy ypasneuiii
i

wf — (Ve )t 4 (14 2e)q = 0.

B mocaenues naparpade padtoTnl IPHBOITCHN HIHCACTTILIC IPIMepbL.

Zusammenfassung

NUMERISCHE LOSUNG ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN
MIT SAMTLICHEN WURZELN VON FANT DEMSELBEN

ABSOLUTEN BETRAG

MIROSLAV FIEDLER

(Kingegangen am 8. Novembor 1935.)

Fs sei eine algebraische Gleichung f(x) =~ 0 mit recllen Koeffizienten gege-
ben, von der bekannt ist, dass ihre siimtliche Wurzeln fast denselben absoluten
Betrag r > 0 besitzen. Man kann voraussetzen, dass f(x) die Form

f(x) == agx® - a@-1 -k L. 4 g == 0 (1)

mib agltes = 0 hat, denn sonst wiirde die Gleichung f(z) == 0 cine ungerade
Anzahl von (recllen) Wurzeln in der Umgebung von - r bzw. — r besitzen.
PDas kann man aber durch eventuelles Dividieren durch z — r; baw.
Z - o1y == 7, Ty == 1) vermeiden.

Fiir s => 1 bezeichnen wir

28

” :V%
a()

und fithren den Ansatz x = ry ein, wodurch die neue Gleichung die Form

fry) = g(y) = 0
annimmt.
Es gibt jetzt Polynome w(z) und v(z) derart, dass fur

1
y+“y‘:z
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die Gleichheiten

1 1
7 9(y) + y'q (7]) = u(z},

5 9(y) — y'g (,]/) = (?’ - ?i) ")

Im Falle, dass alle Wurzeln z,, ..., z, der Gleichung u(z) = 0 (vom Grade s)
cinfach sind, kénnen die Zahlen (fiir ¢ = 1, ..., s)

bestehen.

o v(z;)

T T W)
definiert werden [mit «’(z) wird die Ableitung von u(z) bezeichnet]. Dann sind
die Wurzeln von f(x) = 0 angenihert gleich (mit der Genauigkeit vom Grade

e mit ¢ == max le,|) den Wurzeln der Gleichungen
2 — (14 e)zpa + (14 2e)1 = 0.

s wird noch eine fiir s = 2 oder s = 3 numerisch vorteilhaftere Modifikation
dieses Verfahrens angegeben:

Fiir die Gleichung (1) bezeichnen wir

Mittels des Ansatzes

(die zugehorigen Gleichungen sind in (44) gegeben) werden Polynome Uf(t),
V(t) gefunden, fir die

) + 2w (5) = U,

1 ay A1) (. q
= fx) — 4, x5f (}) - (x e ;) V()
gilt.
Im Falle, dass wieder alle Wurzeln ¢, ..., {, der Gleichung U(t) = 0 einfach
sind, sind bei der Bezeichnung

o Vt) -

&; = U’(t:)’ =1, ...
die Wurzeln von f(x) == 0 angenihert gleich (mit der Genauigkeit vom Grade
&)/q, wo & = max |g;| ist) den Wurzeln der Gleichungen

22 — (1 4 g)te + (1 + 26,)q=0.

Im letzten Abschnitt des Artikels werden numerische Beispiele angegeben.

38,
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