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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 5 

ANULÁRNÍ LOPATKA V OSOVĚ SYMETRICKÉM PROUDOVÉM POLI 

J A N POLÁŠEK 

(Došlo dne 13. října 1955.) DT:621.63 533.1:532.5 

J e podána obecná teorie potenciálního obtékání tenké anulární 
lopatky v osově symetrickém proudu. Je vypracováno řešení přímé
ho a nepřímého problému. Výsledky jsou dány ve tvaru trigonometric
kých řad. 
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potenciál rychlosti osově symetrického proudu m2/sek, 
proudová funkce osově symetrického proudu m3/sek, 
rychlost primárního, osově symetrického proudu m/sek, 
radiální a azimutální složka primární rychlostí m/sek, 
radiální a azimutální složka rychlosti indukované vírovými kroužky m/sek, 
povrchová rychlost na lopatce m/sek, 
axiální a radiální složka rychlostí m/sek, 
cirkulace vírového kroužku m2/sek, 
hustota cirkulace spojitého rozložení vírových kroužků 
na anulární lopatce m/sek, 
poloměr vírového kroužku m, 
válcové souřadnice, 

polární souřadnice, 

poloměr náhradního oblouku m, 
rozevřené lopatky (středový úhel náhradního oblouku), 

rp souřadnice meridiánového řezu anulární lopatky, 
úhel nastavení anulární lopatky, 

parametr, 

úplné eliptické integrály, 
modul eliptických integrálů, 
Fourierovy koeficienty v rozvoji hustoty cirkulace, 

d?? 
Fourierovy koeficienty v rozvoji funkce — , 

Fourierovy koeficienty složek primární rychlosti. 
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Úvod 

Mezi hlavní zdroje ztrát u bubnových i jiných ventilátorů patří z t ráty 
vznikající nehomogenitou proudu vstupujícího do oběžných lopatek a odtr
hováním proudu, resp. zpětným prouděním na oblině vstupního hrdla venti
látoru. Proudové poměry ve vstupu k ventilátoru je možno zlepšit vhodným 
tvarem obliny vstupního hrdla a správně zvolenou vstupní vodicí anulární 
lopatkou. Z tohoto důvodu jsme v práci [2] vybudovali teorii obtékání tenké 
anulární lopatky v osově symetrickém proudu. Tato teorie byla vybudována 
jako teorie prvého řádu v tom smyslu, že v ní byly pokládány za malé veličiny 
jednali poměr délky lopatky k její vzdálenosti od osy symetrie, jednak odchyl
ky meridiánového řezu lopatky od kruhového oblouku; veličiny druhého řádu 
byly (byt ne důsledně všechny) zanedbávány. Později v práci [4] jsme vybudo
vali, nejprve pro rovinné proudění, přesnější teorii, v níž jsou uvažovány 
všechny veličiny až do druhého řádu. 

V předložené práci podáváme zobecnění této teorie na osově symetrický 
případ. Za malé veličiny prvého řádu pokládáme v tomto případě jednak 
odchylku meridiánu lopatky od kruhového oblouku, jednak poměr délky 
lopatky k (osminásobku) její vzdálenosti od osy symetrie (viz veličinu X, 
rovnice (4,13)); všechny veličiny, vznikající násobením d v o u veličin prvého 
řádu, ještě respektujeme. Logaritmus malé veličiny nepokládáme za „velkou" 
veličinu, jejímž násobením se řád veličin}' sníží. 

Jako v rovinné teorii předpokládáme i zde, že vedle uvedených „malých 
veličin prvého ř á d u " je také středový úhel OJ kruhového oblouku, nahrazují
cího lopatku, malý; konkrétně to znamená, že rozvíjíme podle mocnin co 
a ve vj^sledných vzorcích zanedbáváme mocniny co od čtvrté počínaje (bez 
ohledu na to, jsou-li násobeny členem prvého nebo druhého řádu). Pro X = 0, 
t. j . v rovinném případě, podržujeme při takto voleném zanedbávání tytéž 
členy jako v [4] a dopouštíme se tedy i při co = n chyby jen asi 2%; u členů 
s faktorem X klesají koeficienty u prvních mocnin OJ pomaleji, takže není možno 
spokojiti se menším počtem členů, přestože jejich chyba se objeví ve výsledných 
vzorcích násobena malým faktorem X. 

Podobně jako v rovinné teorii obtékání tenkého profilu v nehomogenním 
silně zakřiveném proudovém poli [4] pokládáme anulární lopatku za osamoce
nou, t. j . superponujeme pole rozložených vírových kroužků ekvivalentních 
anulární lopatce na osově symetrické pole primárního proudu. Osově syme
trické proudění je zpravidla vytvořeno pevnými stěnami. Superponované pole 
rozložených vírových kroužků poruší obecně okrajové podmínky na těchto 
stěnách. Abychom toto porušení vyrovnali, musíme k oběma uvedeným polím 
přidat ještě doplňkové proudové pole, které nemá singularit v prostoru vyplně
ném prouděním a vyrovná porušení okrajových podmínek, způsobené super
ponovaným polem lopatkových vírovýcli kroužků. Aby vzorce, podané v této 
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práci, platily, musíme si myslit toto doplňkové pole zahrnuto v primárním poli 
(a tedy znát je dříve než začneme počítat anulární lopatku). V další práci [5] 
je popsáno, jak je toho možno dosáhnouti v případě vstupního hrdla odstře
divých lopatkových strojů. 

1. Potenciální, osové symetrické proudění 

Budeme se zabývat potenciálním, osově symetrickým prouděním ideální, 
nestlačitelné tekutiny. Nejprve si zavedeme válcové souřadnice x, y, 0 (obr. 1). 

Osa x je osou symetrie. Souřadnice v libo.-
volné meridiánové rovině pak budou x, y. 
Vzhledem k předpokládané osové symetrii 
je proudění úplně určeno, je-li známo rozlo
žení rychlosti v půlrovině — co < x < co, 
y > 0. Poněvadž proudění je nevířivé, exi
stuje potenciál rychlosti <Z>, který hoví tří
rozměrné Laplaceově rovnici. Protože se 
však jedná o osově symetrické proudění, 
bude potenciál rychlosti funkcí jenom pro
měnných x a y. Laplaceova rovnice pro <P(x, y) 
ve válcových souřadnicích se pak zjedno
duší na tvar: 

Obг. I. 

8 I d®\ . d í d0\ 
?/- + - - \y~\ = o . 

ox \ óxj dy \ óy ' :u> 

Zavedeme si dále t. zv. „Stokesovu proudovou funkci" W(x,y) rovnicemi: 

dW^ _ ^ d0 , 
dx ' dy 

Z rovnic (1,1) a (1,2) plyne, že výraz 

дW дФ 
— y 

cy cx 

(1,2) 

dW dW àW - ~ áx + -ţ- áy 
ćx cy 

je úplný diferenciál. Vyloučíme-li funkci <P z rovnic (1,2), dostaneme diferen
ciální rovnici pro proudovou funkci W(x, y): 

8 II ЄW д 
dx \y dx dy \ y dy 

1 a = o. (1,3) 

Proudová funkce W(x, y) nabývá na každé proudnici v meridiánové rovině 
konstantní hodnotu. Veličina 2nW udává tok tekutiny jednotkové hustoty 
mezi danou proudnici a proudnici W — 0. 
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W{x, y) 
2n 

ҺУ 

Obr. 

(1Д) 

Složky rychlosti vx a vy ve směru osy a; a y v meridiánové rovině jsou dány 
rovnicemi: 

fXZ> 1 dW 
dx y 8y 

y ~ dy y dx ' 

Vzhledem k lineárnosti a homogenitě Laplaceovy 
rovnice platí pro potenciál i proudovou funkci prin
cip superposice, t . j . potenciál i proudová funkce 
proudění, které vzniklo složením několika poten
ciálních proudění, rovná se součtu potenciálů, res
pektive proudových funkcí příslušných jednotli
vým prouděním. 

Základním proudovým elementem v této prá
ci je, jak bylo již řečeno v úvodu, vírový krou
žek. Proudová funkce vírového kroužku poloměru 
r s cirkulací T, ležícího v rovině x = 0 a majícího 
osu v ose x, je 

= EVF+1/PTF2171 _ 

TÍfw^m-I^^^^h <M) 

kde 

k* = — - У 

(r 4- yү + x2' 
.1,6) 

Zavedeme-li si pro úplné eliptické integrály prvního, resp. druhého druhu 
obvyklé označení: 

K = h 
0 

— k2 üҺЃ 7] 

E = / ]/ì - ifc- sin2 rç d?? , 
;iл) 

můžeme výraz pro proudovou funkci pevného vírového kroužku napsat také 
ve tvaru: 

^.m-p-^^K-M]. (!,8, W(x,y)=-

*) Proudová funkce vírového kroužku jo uvedena na pr. v [1], str. 85, odvození je na př. 
v [2], str. 8—11. 
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2. Rychlostní pole pevného vírového kroužku 

ky 

Pro další úvahy, které budeme provádět, je výhodnější zavést v meridiánové 
rovině (x, y) polární souřadnice (o, ů) s pólem v bodě (0, r) a základním směrem 
v ose y (obr. 3). Rychlost indukovanou vírovým kroužkem v bodě (o, ů) rozlo

žíme na složky v, w, jak patrno z obr. 3. 
Pro transformaci platí rovnice: 
x = — Q sin •& , y = r + Q cos ů 

a (2,1) 

, 2 _ 4r(r + Q cos ů) 
4?''z + Q2 + 4ro cos ů ' 

Složky rychlosti v a w, indukované ví
rovým kroužkem, jsou: 

JL. 
i dW 

yg dů 

_L __?. 
y ' BQ' 

W 

(2,2) 

Obг. 3. 

Při derivování proudové funkce víro
vého kroužku užijeme známých vzor
ců pro derivace úplných eliptických 
integrálů:2) 

åK 

cTF 
åE 
VXP 

_±_ K , t F 
21c* ' 2¥(Í-B) 

K). ^ 
(2,3) 

Derivace modulu eliptických integrálů jsou: 

blc1 

~ÔQ 

Bk* 
Jü 

4ro(2r + Q cos ů) 
(4r2 + p2 + 4rp cos # ) 2 

4ro 3 sin û 

(4r2 + Q2 + 4rp cos #)2 ' 

Zavedeme-li si ještě označení 

rx = ?/ = r + £ cos # , 

dostaneme po provedení příslušných derivací a po jednoduché úpravě: 

(2,4) 

!,б) 

Гr sin # 
r.v = . -

2я ' (4rf + /p2 — 4r l Є cos ŮУ> 
^ , .(K-E), 

2) Viz [3], str. 78. 
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ri™ = o-TTT-1 2 — 7 5w • í(í? + 2 r i c o s * - 2 ? c o s 2 0)17- - l i 7 Í -
27ř(4r2 + p 2 — 4rxo cos 0) « VL " II 2 1 

— _ 1 — -1 (2r2 — 3rxp cos Ů + p2 cos2 &) [E — (1 - &2) K]l. (2,6) 
J £ J 

V dalším budeme potřebovat hodnoty proudové funkce W a složek rychlosti v 
a w jen pro malá p, t . j . &2 blízká jedničce. Použijeme známých rozvojů:3) 

K =A + ^ + i (1 - f) + -1 (.1 - 1) (1 - *.)» + 

+ i+-S) ( l -* 2 ) 3 + -< (2-7) 

Я = 1 + l ( л - l ) ( l - * * ) + ^(л- l f ) ( l -* — W . )2 + 

^ш( л-тl 
kde 

. 1 16 
Л = — ІOÍ 2 & 1 — &a ' 

Dosadíme-li rozvoje (2,7) do pravé strany rovnice (1,8) a zanedbáme-li Členy 
řádu p 3, dostaneme: 

w _ £ћ [л - 2 - e CÜS # 

2я ì ^ - ч + f i И 1 - - * « - « ) -
I + cos 20І1. (2,8) 
2 

Derivováním výrazu (2,8) nebo dosazením rozvojů (2,7) do pravých stran 
rovnic (2,6) a zanedbáním členů řádu p 2 dostaneme výrazy pro složky rychlosti 
indukované vírovým kroužkem: 

Tr f sin ů , A 1. . p sin ů cos ů . } 
r'K = 5ř -&T' " ' + *i (^ - x) • 

(2,9) 
r ^ £{j-^--)-^(. + ---*)-j[-.--#]) 
Položíme-li ještě v souhlase se zanedbáváním členů řádu p 2 

A . 8 r i - P O 
/l = log — i — COS 0 , 

p 2 r. 
3) Viz [3], str. 76; symbolem log so rozumí přirozený logaritmus. 
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dostaneme: 

rv la in,?, , sinů L 1 , ,\ , sin 2# 
v = - 2 - (-gr log e + 2 r i ('os Wi + J] + - - a - 8 i«g e 

sin 2# / 1 

(2,10) 

rггø = 
Er fl , c o s / i , , c o s # L 1 \ , 4 + cos 2# 

= 2¥ fc + +^T l oS * + -^ r - (log £- + 2J + - - - — e log , 

-J- |~(4 + cos 20) /log -L + 2j - 2 + | cos 2#| j . 

3. Nahrazení anulární lopatky v osově symetrickém proudu spojitým rozložením 
vírových kroužků 

V dalším se budeme zabývat tenkou anulární lopatkou. Obdobně jako v dvoj
rozměrné teorii, kde tenký profil je ekvivalentní spojitému rozložení vírových 
vláken, je i tenká anulární lopatka v osově symetrickém proudu ekvivalentní 
vírovým kroužkům spojité rozloženým po lopatce. Úloha nalézti intensitu 
vírových kroužků z daného tvaru lopatky nebo naopak vede na singulární 
integrální rovnice se složitými jádry. Zde se spokojíme, jako v dvojrozměrné 
teorii nosných vírových ploch, přibližným řešením úlohy. Nejprve přiřadíme 
k anulární lopatce část povrchu anuloidu, mající s uvažovanou lopatkou 
společnou náběžnou a odtokovou hranu. Z důvodu osové symetrie můžeme 
všechny úvahy provádět v jediné meridiánové půlrovině; meridiánový řez 
této anuloidové plochy je tedy kruhový oblouk, jehož počáteční a koncový 
bod jsou totožné s počátečním a koncovým bodem meridiánového řezu anulární 
lopatky a jehož poloměr R je zvolen tak, aby tento, t. zv. „náhradní oblouk", 
aproximoval pokud možná dobře meridiánový řez anulární lopatky (obr. 4). 

Pro další úvahy si v meridiánové půlrovině zavedeme nový systém polárních 
souřadnic (t, tp) (obr. 4 a 5). Počátek tohoto systému položíme do středu O 
kružnice náhradního oblouku a za základní směr zvolíme spojnici středu O 
s průsečíkem N náběžné hrany lopatky s meridiánovou rovinou. Úhel rp počí
táme kladně ve směru naznačeném na obr. 5, t. j . ve směru od náběžné k odto
kové hraně. Středový úhel náhradního oblouku označíme o> a předpokládáme, 
že co < TI. Rovnice meridiánového řezu anulární lopatky v této soustavě bude: 

Í=- .B[1 + y(<p)], 0<<p<m, (3,1) 
při čemž 

V(0) = rj(m) - O . (3,2) 

Poloha náhradního oblouku v meridiánové půlrovině je určena polohou 
středu O a úhlem fí sevřeným tětivou náhradního oblouku MN a kolmicí 
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n a osu symetrie. Úhel /? měříme od kolmice na osu symetrie k tět ivě MN k ladně 
ve ste jném smyslu jako úhel 9?. 

Oznaěíme-li y(<p) R dup1) intensi tu cirkulace virových, kroužků n a elementár
ním oblouku kolem bodu P\R(1 + rf), qi\, 
budou složky „ n á h r a d n í rychlos t i " (název 
n á h r a d n í rychlost zavádíme v té to práci pro 
součin rychlosti a vzdálenosti od osy syme
trie) indukované v bodě Q[R(l + rjj, (p-J 
podle (2,10): 

ry ísin ů 
Г ' ЛV ~ ~ 2я \-~7 

og --- + 1 

sin2# 
Q ~ 

Obr. 4, Obr. Г). 

rгåw= •— 1 — 
2Л\Q 

X (log J L + 2J - 2 + І cos 2/j | | R å<p , 

(3,3) 

kde Q je délka spojnice bodů P, Q a ů úhel sevřený touto spojnicí a kolmicí 
na osu symetrie (obr. 4). Cirkulaci vírových kroužků počítáme kladně ve stej
ném směru jako bereme kladný smysl úhlu <p, 

J) Linoární hustota cirkulace vírových kroužků v bodě [R(l + r/), <p] je rovna 
1 

v(~) = v(~) 7 - - == (i — r /) y(T) • 
1 1-1) 

ш 



Úhel, který svírá spojnice bodů PQ s tětivou P 0 Q 0 na náhradním oblouku, 
označíme e (obr. 6). Úhel e měříme od spojnice PQ k tětivě P0Q0 kladně ve 
stejném smyslu jako úhel cp. Pro elementy radiální a azimutální složky induko
vané náhradní rychlosti dostaneme: 

ri ävv =: ± Vi àw cos í - rг dv sin (~ -r x dw; cos í ? _ l ? i . — e j — Гl dv sin í 

r- ( Ь , = ± Гr- d*ü sin l*ILÌl _ Л + Г l d v cos fc=p - ejl 

(3,4) 

a tedy 

Obr. 6. 

ІP 

n 

R 

kde znaménko + resp. — platí pro 
cpx < <p resp. cpx > cp. 

Funkci w, její derivaci - + a hus-
d<p 

totu cirkulace y považujeme za malé 
veličiny prvního řádu a to v tom 
smyslu, že v této teorii budeme je
jich součiny, jakožto veličiny druhé
ho řádu, ještě uvažovat, kdežto sou
činy tři veličin prvního řádu budeme 
zanedbávat. 5 ) 

Z obrázku 6 je zřejmé, že platí 

ť = R\{\ + Í - ) - + ( 1 + ^ ) 2 -
- 2(1 + V){1 +rll) cos ( 9 9 - ^ ) } - = 

= Lí2{2(i + n + ^ + W l ) [ i -
- cos (9? - cpj\ + (^ - Vl)*} . 

V tomto výrazu můžeme zanedbat 
malé veličiny druhého řádu, neboť 
t ím vzniklá chyba ve výsledných 
vzorcích bude řádu třetího a tedy 
v naší teorii již zanedbatelná. 

= 4 sim - ^ Ü Ч + Чi). 

, І П ? ^ | . [ I + ! ( , + ,,)] 

ãľj 5) Malostí funkcí y a —- rozumíme na př. to, že v jejich trigonometrických rozvojích 

(4,2) a (5,6) jsou veličiny gQ, n
2gn, n2Bn malé prvního řádu. 
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nebo 
R — 1 • [l ~ i (i. + >?i)l • 

(3,5) 

Rovněž pro úhel e platí s přesností malých veličin druhého řádu 

e - — (77 - 77O cotg - - ^ ' • 

Zavedeme-li si ještě označení: 

&' -

(3,6) 

(ЗЛ) 
ů, pro (pr <w , 

{} — n, pro q>i> <p , 

dostaneme po dosazení výrazů (3,3), (3,5) a (3,6) do rovnic (3,4) a po zaned
bání členů třetího řádu: 

*_ dvv _= ± lrx áw 1 + — (77 - 77O cos ^ - y ^ 1 - r t d. 1 - — (77 - 77,) X 

X cotg* - - L _ l ] sin - = •?'j - £ j + 1 - „ ) cotg _ ^ _ + 

a>__ /_ , © — wA f. 14 . <_. — <_.,1 , , coiž , 

+ _ cos (*' - - — - I ) [log I - srn 2 — S - [ + log _ + 

+ 2 + ý (»?+í?i>n - ~sin *'sin -•+,—f1 - 1 (1 - _> x 

X cotg5 Z J ľ l l + _̂ __ tø __ Ч l ) cos ^ - ?-l . (cos ð' - sin 0 ' : 
2 J Ь7j_ 2 

X cotg r

 CT • I l o g — s i n — + : + -
co _ 

8»-2 

+•)[• + log т^— __-. + _l 
18 . ^ J 

+ ^. _ Ч - • I í*«- Ч -- + «» í2ť>' - Ч^І! * 
( l o g | í S i n ^ | + . o g g + 2 ) - ( 2 - 4 c o s 2 , ' ) x X lcg 

X cos «•-_*]}•£. 
r! dvr = + L dw Гl - i (7/ - 7Һ) cotg 2 ^ - - ] sin _ _ _ ^ 1 + 

+ r x d_ [ 1 + i („ - * ) ] cos _L_zJ!iJ __ - £ { I [ 1 - 1 ( , + 7ľl; 

(3,8) 

97 — (/'Л coR . 
- (77 - .71) cotg 2 i - ^ - j i ~~ _ sin U>' - - - - - J > 

1 . . .1 (oR . 

cp — Ç), 

X [log 11 sin * - - * 1 I + log ̂  + 2 + 1 (77 + 77,)] + ~ 
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<p X cos — -___ [, + 1 (ч _ . } ] Ћ 
-^ ( . — .1) - т j — fa — »7i) o o s " — 

„ 9° - . Ч 
<N. 

<P ~~ <P: X [sin {>' + cos #' cotg "TT • log 
4 ,,.„ f/; — 94 

+ 
<°R . \ 0)R2 . 03 — 03. 

s i n — .-7- --- l o g и k Г ľ i | ' »* 
4 • <P — 9_ 4 sm — — 

- sin 2#' <f\ 1 | 4 . 93 — 9.-
log j — sm --— I eo z + Ь _ g + 2 

+ cos 2_' | . si 
CЇ93 

co 

Pro další výpočty je výhodné zavésti pomocný úhel /?_ (obr. 4) 

th = /5 - > + 90,, 

(3,9) 

(3,10) 

který nezávisí na poloze vírového kroužku (93), ale jenom na poloze vztaženého 
bodu (93̂ ). Velmi snadno se můžeme přesvědčit, že platí: 

. = / * - ! _ , + £ + £ + . =- ft -I- ̂ 1 + « . (3,11) 

Až dosud jsme neučinili žádný předpoklad o poloměru anulární lopatky (r_). 
V dalším však budeme předpokládat, že vzdálenosti bodů na lopatce od osy 
symetrie (. J jsou proti délce náhradního oblouku coR tak veliké, že veličiny 

o)R 
ür. 

(3,11a) 

jsou malé prvního řádu ve smyslu dříve uvedeném. Užijemc-li označení 
(3,10) — (3,11a) a zanedbáme-li malé veličiny třetího řádu, zjednoduší se 
rovnice (3,8) a (3,9) na tvar: 

. . ^ . ^ - ( l - ^ c o t g ?-"+?> 
n ì 

ІOÍ 

г ^ o o s f t Г l o g l ì f f l n ? - ^ 
Ct) __j 

g | + 2 ] - 2 Я 1 „ i n ^ l [ _ i n / . 1 c o _ ' ' - - - ? i + 

+ c o _ A ш n ? - - ^ p , 

l„, _ _Г | 2 [1 - \ ( , + „ ) - 4 (, - „> cotg* ?-= _] -

n ß, [log I + i n + + j + l o g | + 2] + 

+ 

Í3,12) 

— 2Я_ si] 

2Я_ cos 7 _ * [ * Ä eos - -„— + cos & s __^jí (ЗДЗ) 
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Integrací výrazů (3,12) a (3,13) podle úhlu <p v mezích od <p = 0 do <p = <» 
dostaneme radiální a azimutální složku náhradní rychlosti indukované v bodě Q. 
Pokud se v těchto výrazech budou vyskytovat singulární integrály, budeme 
jimi rozumět jejich hlavní hodnoty. 6) 

4. Výpočet složek indukované náhradní rychlosti 

Při výpočtu integrálů z výrazů (3,12) a (3,13) si zavedeme nové proměnné x 
a ů rovnicemi: 

<p = ~j (1 — cos x) , (̂ x = — (1 — cos ^) , 0 < •& , x f x , 

d<p -= - - sin x <h • 
(4,r 

Rozložení cirkulace y předpokládáme ve tvaru: 

ry = 2r0V0 l—g0 cotg — x + 2 (Jn s i n nÁ ' ( 4 ' 2 ) 

kde r0Vc je hodnota náhradní primární rychlosti v bodě I i q 1 + rj (^ JI , ~ meri-

diánového řezu anulární lopatky. 7) Rozložení cirkulace je zvoleno tak, aby 
byla splněna Žukovského podmínka hladkého odtoku na zadní hraně lopatky, t. j . 

7(n) = 0 . (4,3) 
Z rovnic (4,1) a (4,2) plyne: 

1 °° 
ry á<p = <or0V0{- g0(l + cos x) + K 2 ^ c o s (n ~ l) % ~ c o s (n + 2 ) X\) dX • 

Z n 1 

(4,4) 
Ve výrazech (3,12) a (3,13) si dále rozvineme kotangens v řadu: 

— cotg — = — 7r — (cos y — cos &) 
4 h 2 cos y — cos 0 48 v * ' 

, (4,5) 

(konvergující pro a) < 2n), v níž budeme při výpočtu uvažovat jen první dva 
členy. Za siny a kosiny, vyskytující se jen v korekčních členech, položíme: 

sin У- - ^ 1 = — — (cos y — cos {)) + ~ (cos y — cos {))* , 

1 , o>- (4'6) 

cos — - — = 1 — — (cos y — cos &)2 . 

Út] 6) Při definici malosti funkcí y a — podlo pozn. 5, str. 342, existiijí tyto Singulární 
d(p 

integrály z malých funkcí prvního (druhého) řádu v rovnicích (3,12) a (3,13) a jsou veliči
nami malými prvního (druhého) řádu. Singulární integrály ze zanedbaných malých funkcí 
vyšších řádů jsou malými veličinami vyšších řádů. 

7) Volba r0V0 je konvenční; celý výpočet zůstává nezměněn, klademe-li všude za r0V0 

jakoukoliv jinou náhradní rychlost, 
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V rozvoji (4,5) a v rozvojích (4,6) zanedbáváme členy obsahující mocninu co4 

a vyšší. Stejným způsobem budeme postupovat i při úpravě integrálu (3,12). 

rf\ = 1 f í ( i _ V) \ 1 _ ^ (cos y - cos 0)1 -
rj\ cxj \K ,1! [cos X ~ cos 0 48 v Á }\ 

o 

— 2Aj cos /?! log [ cos x — c o s ^ | + log ~ + 2 — — co2 (cos # — cos ů)2 ~ 

— lx ~ sin /?, cos x — cos 7? - ~ (cos j - cos 0) 3 \l\g0 - — gx -|-

+ (í7o - j í72) cos z + — 2 (r/?!_i - í7n+i) cos ^ d# , (4,7) 

w (« rr i , / i \ i * , 
wr~^.) [9o~ j91 r " 2'vcosz + 2 2 2 < * - - -

o 
— gn+l) cos nx dX . (4,8) 

Podle zavedené klasifikace malých veličin budou hlavní členy složek indu
kované náhradní rychlosti veličiny prvního řádu a uvažované korekční členy 
řádu druhého. Při dalších výpočtech budeme používat azimutální složku náhrad
ní rychlosti násobenou malou funkcí prvního řádu. Korekční členy by pak dá
valy již zanedbatelné korekce třetího řádu, a proto jsme se v integrálu (4,8) 
omezili jen na hlavní člen. 

Hodnoty singulárních integrálů: 

Ч cos ny , sin n§ n , , 4 , v A

 5 dy = . , • , n — 0, 1, . . . 4,9) 
c o s ^ — cos ^ A sin 0 

a nevlastních integrálů: 

log |cos # — cos 0 | d# — — log 2 , 

o (+10) 

I I Ql J C O S ^ . í. 

cos n^ log |cos # — cos v I ax = — , n = 1, 2, 
'•! 

jsou odvozeny v dodatku. Použijeme-li těchto výsledků, dostaneme: 

-^ = í1 - ""-) I ! "« cos w?9 ~~ fě r° "" Y9'2) ~~ (2í/o ~~ ^ cos H 
+ 2AX cos & jflog ~ - 2 + - i co- /l + 1 cos 20 ÍIo — -g î7i I I 
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1 ~ дGШMUo~ "2 
7o>2 

+ fõs ^1 ~ ^' + 

}_ - gnzL - g 
2 Z ?i 

» 2 

1 cos ?i/>i -|- Aj -̂  sin /i, i cos # — -—= j 3 cos # 

+ { cos 3#j] (fc - I ř/l) - [ I - | í (|- + cos 2i>)] (,. - i g, 

- j j 2 3 ((/, - </3) cos # — -j (í/. - ř,) | ; 

Пyo 4 ^ - - - f - i 

(4,11) 

(4,12) 

V rovnici (4,11) závisí hodnota parametru A, a 
úhlu /?, na poloze bodu O,. Tuto závislost si nyní 
vyjádříme v takovém tvaru, který by byl vhod
ný pro další výpočty. Především si zavedeme 
parametr 

- - £ . - <*.»> 
kde r s značí vzdálenost středního bodu náhrad
ního oblouku od osy x (obr. 7). 

Platí tedy: 

; - ; r* 

r 
a poněvadž poměr — liší se od jedničky jen o 

malé veličiny prvního řádu, můžeme v rovnici 
(4,11) psát všude A místo Xx. Chyba tím vzniklá 
bude třetího řádu a tedy v naší teorii zanedba
telná. 

Podle (3,10) je 

0 ! = 0 - *o> + cPl 

Užijeme-li transformace (4,1), dostaneme 

Pí = P ~ ~ oos # 

Оbr. 7. 

(4,14) 

Sinus a kosinus úhlu /i, rozvineme vr řady v cos n& a zanedbáme, jako všude 
v této práci, členy obsahující čtvrtou a vyšší mocniny co: 

sin /?, 
(D2\ . l(o 3a>3\ . o)2 . 
-,- sin /> - - - 1 ! ) 2 cos /i cos ů - — sin /3 cos 2Ů 

—— cos ß cos 3/j , (4,15) 
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cos /J.. —. j 1 — ~\ cos p + j l — ~ sin (i cos # - -^ cos /? cos 2_* 

CO3 

— - sin /i cos 3 $ . ~ í T ) 2 s i n ' c o s ( 

Dosadíme-li tyto výrazy do pravé strany rovnice (4,11) a uspořádáme-li 
činitele u X podle kosinů úhlu ů, dostaneme: 

(1 - Ví) l y 9n cos nů - ~ \lgfí - — g \- (2gn - g.) cos #11 + 

(4,16) 

-li sou-

řo+o 
l J ^ t7„ cos nů - ~ 

[n - 0 

+ Я y (Xn COS И# , 

kde 

(T„ — iog — 
8 I 6 Я 

13w2 

^48 

_ 

] (^0 ~ T f / l ) 
^(л-л)l-i 

h ~ [(2 ~ i j (̂ 0 ~ i ^2) ~ iш(í/2 _ gĄcos ^ + 1 

~ 3 + тoт] («*> - \ 9 ) + (т ~ Щ i9ì ~ ̂  " 

- т ( log т - Ї§) þ0 - т ^1) + (т - ђ (í/l ~ ^з) 

(2f7o - í7i)cos# 

(4,17) 

щ f ø i - ^ l c o s / ? + 

^ ( й - У г + i n / З , 

î l t ø * -». '] c o s* + ! [f1 - Щ (» - 1 »•)+(4 - пs) -»• - л> 
щ («.-».)]«-/'. 

o>2 "I 

160 (г/4 ~ 9в) Г o s ^ + 4» + ł 
OJ 

"8 

o>2 

2 8 8 І9* 

<r4 

[~ 15 ( l Q g X ~ T ) ('• 

r 7 ) l s i n / j , 

i r co2 / o>; 

^ [ - r e ^ - ^ + ^-T* 
M r tu2 / i \ 

4V«(*_T»'J 
)] sin /3 , 

l s ) ( ! ' 2 

I 
õ - . + 1 —W<I - d + _ _ _ _ y 

32 [9l 9z ť 2 

(<7. ~ (h) -J$(95 ~ 9t) cos/? + 

i _ _!\ /__z _ + _ J Z _\ _ 
32 3 ~ 5 

672 ( 9 * - 9 
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CTn I '"7t 1 — ^ i Í7n-1 — f7iH 1 W 0 n + l ~ ÍŽV 
íi — 2 ' \~ 16] n 32 % + 2 | C O s P + 

a) [ _ w2 ^ - ^_2 / __ a>*\ /(/,,_,, ~ í7ří _n - _ n + 8 \ _ 
4 [ 96 » - 3 \ 3 2 ] \ - 7 i - 1 + ra+ 1 / 

- f e - ^ - f 1 - 4 ] ^ ^ Pro w > f i- < 4 > 1 8 > 
Koeficienty an jsou podle zavedené klasifikace veličiny prvního řádu. 

5. Základní vztahy mezi tvarem anulární lopatky a složkami primární a induko
vané rychlosti. Řešení přímého problému 

Tvar tenké anulární lopatky je určen požadavkem, aby směr rychlosti 
(primární + indukované) v bodech lopatky byl rovnoběžný s povrchem lopat
ky. Vzhledem k osové symetrii můžeme se omezit jen na proudové poměry 
v meridiánovém řezu. Označíme-li Vv a V radiální a azimutální složku primární 
rychlosti v bodě Q na lopatce a a úhel, který svírá tečna k lopatce v bodě Q 
s tečnou k náhradnímu oblouku v bodě Q0, platí 

Vy + Vv 

VT + Vr • 

Z obr. 8 je zřejmé, že 

tg(Г (бд: 

^ L = (1 + i h ) t g a . (5,2) 

V dalším budeme u r]1 a 

vynechávat index 1, neboť zá
měna je vyloučená. 

Z rovnic (5,1) a (5,2) dosta
neme: 

Úhel, který svírá směr primárního proudu s tečnou ke kružnici R I 1 + vlň) I 

v bodě I L?| 1 + í/j;yj), — si označíme a a nazveme jej ú h l e m n a s t a v e n í 

lopatky. Radiální a azimutální složku náhradní primární rychlosti vyjádříme 
v bodech na lopatce trigonometrickými řadami: 

Obг. 8. 
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ry 
~ - = 2 vn cos nů, 2 (— 1 ) w v*m = s i n oc ; (5,4) 
' ( d o « —o MÍ__O 

, T/ m •" 

-f^ = 1 + 2 /•<« cos rc# , 1 + 2 ( - l)m f-hm = cos a: . (5,5) 
?0' 0 »- 0 »;.-o 

O koeficientech /i„ a vn předpokládáme, že jsou malé prvního řádu. 8) Rovněž 
t a k i derivaci funkce r\ si vyjádříme trigonometrickou řadou: 

p . == 2 B„ cos n# . (5,6) 
dg? r(._o 

Integrací rovnice (5,6) dostaneme: 

V == x k ( l - cos 0) + 2 ~ - = 5 " ! 1 (1 ~ c o s n # ) l . (5,7) 
* t Ti 1 '<' J 

Počáteční a koncový bod náhradního oblouku je totožný s počátečním, resp. 
koncovým bodem meridiánového řezu anulární lopatky, t . j . : 

1(0) = I?(TC) = 0 , (5,8) 

z čehož plyne podmínka pro koeficienty Bn: 

Bv- f ~ ^ = 0 . (5,9) 

Dosadíme-li uvedené rozvoje do rovnice (5,3), dostaneme s použitím výrazů 
(+12) a (4,17): 

| 2 Rn COS 7bů\\l — J \g0 — 7- gTil + 2 /'« °OS ^ [ = 2 (t7n + ^ n ) °OS W# — 

" ~ [í7o - 2"f/^ ~" (2sr° ~~ ^ C°S ^J + I 1 + I [ 7 ^ ( 1 ~ C0S ů) + 
+ £ ^ L Z ^ ! ± Í (i - cos n0) ]} - | 2 ( ) >« cos n#} , (5,10) 

kde cr„, jakožto algebraické výrazy v </„ jsou dány rovnicemi (4,18), Srovnáním 
koeficientů u cosnů na obou stranách rovnice (5,10) dostaneme nekonečný 
systém rovnic:9) 

g() = B0 - v0 - Xa0 -~ | B0{2g0 - gx) + B0(2v0 - vx) + 

+ Ž ^ ^ - - - (2,0 - v<) - £ (2,0 - ,,)] + 1 ̂ 0 + ^ 2 -V. . 
8) N a p ř . v t o m s m y s l u , že //„, Í>0, n 2 // n a n 2 i ' r i j S O u m a l é ve l ič iny p r v n í h o ř á d u ; v e s k u t e ě -

. , .. , , . konst 
nosti ovsem klesají koeficienty /in a vn rychleji než - . 

n 2 

9) O úpravě rovnic (5,11) viz [4], dodatek I I . 
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gx =- Bx - v, - Aer, + | [(2H0 - i>>2) -,„ - | | L + B^ (2g0 - fc) + 

+ H0(v0 - 2,, + vd + I 5=LI 5í±! ( ^ _ 2v, + vm)l + I LV, + 
i.... i i J z 

•i co 

+ o 2 (*.+. + - V n ) •"< , 
Z ť . - 0 

<7„ = Bn - vn - A<rw + | ^ - Z L Z J ? « ± Í „, - Bn(2g0 - ^ + 

+ B0(vB_. - 2,K + v»+1) + ' t 5ízL=LÍ?í±? (V l i_B | - 2vn + vť+f,)l + 
i = l * • J 

1 1 ^ 
+ « Bo/A. + o 2 (Bť+n + B|f-n|) <". , PTC 71 > 2 . (5,11) 

•- ^ i - 0 

Řešíme-li přímý problém, t. j . hledáme-Ii rozložení cirkulace vírových kroužků 
nebo rozložení povrchové rychlosti na tenké anulární lopatce, přiřadíme nej
dříve meridiánovému řezu anulární lopatky náhradní kruhový oblouk, mající 
počáteční a koncový bod totožný s počátečním a koncovým bodem meridiáno-
vého řezu lopatky. Poloměr R náhradního oblouku zvolíme tak, aby odchylky 
oblouku od meridiánového řezu skutečné lopatky byly co nejmenší. Tím je 
dáno rozevření co a koeficienty Bn; ze známého primárního proudění určíme 
koeficienty vn a fin rozvojů (5,4) a (5,5) složek náhradní primární rychlosti 
v místě lopatky. Nekonečný systém rovnic (5,11) nám pak představuje neko
nečný systém lineárních nehomogenních rovnic pro neznámé koeficienty gn 

Fourierova rozvoje hustoty cirkulace vírových kroužků rozložených na anu
lární lopatce. Za daných předpokladů o malosti koeficientů Bn, /un, vn a para
metru X má tento nekonečný systém lineárních rovnic právě jedno ohraničené 
řešení. Toto řešení je možno získat na př. metodou postupných aproximací. 1 0) 

0. ííešení nepřímého problému 

Druhá základní úloha v teorii anulární lopatky v osově symetrickém prou
du, t. zv. nepřímý problém, spočívá v určení tvaru a úhlu nastavení anulární 
lopatky, která má předepsanou délku, vzdálenost od osy symetrie a rozložení 
cirkulace vírových kroužků. Pro řešení je však výhodnější předepsat délku 
náhradního oblouku a rozložení cirkulace vírových kroužků předpokládat ve 
tvaru (4,2) (srov. pozn. 4 na str. 341). Poloměr R náhradního oblouku zvolíme 
tak, aby co nejlépe aproximoval hledanou anulární lopatku. V prvém přiblí
žení můžeme vzíti poloměr náhradního oblouku roven poloměru křivosti 
proudnice primárního proudění v místě lopatky. Tvar lopatky je dán rozvojem 

10) Důkaz tohoto tvrzení je obdobný důkazu uvedenému v [4], dodatek III . Z rovnice 
(5,11) je dále patrno, že jsou-li dané veličiny Bn, /in a vn malé ve smyslu pozn. 5 a 8, platí 
totéž i o vypočítaných veličinách gn. 
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(5,7) aproto je nepřímý problém řešen, jsou-li určeny všechny koeficienty Bn roz
voje (5,6). Při řešení této úlohy vyjdeme, jako v předešlé kapitole, z rovnice (5,3). 

Výrazy pro složky primární náhradní rychlosti v místo hledané lopatky 
dostaneme rozvinutím radiální a azimutální složky primární náhradní rychlosti 
v okolí náhradního oblouku v Taylorovy řady, v nichž budeme uvažovat jen 
první dva členy. Přitom budeme složky náhradní rychlosti i cirkulace vztahovat 
k hodnotě náhradní rychlosti ve středu náhradního oblouku (r$Vs). Budeme 
tedy místo (5,4) a (5,5) psát: 

rV °° / n ' \ 

^=i+;+iros"*' <6,1) 

5vi+l-M+?ů")™nů- (6'2) 

Koeficienty fi'it a v'n splňují podmínky: 
00 co • 

2 (~ l ) m VL = sin <%' , 1 + 2 ( - l ) m ML =cos * ' . 
wi--0 m = 0 

kde a' je, jako v předešlé kapitole, úhel nastavení anulární lopatky (měřený 
*\ / - i ' 
CIA v V 

ve středu náhradního oblouku). Hodnoty koeficientů a' v'„, ~- a ~ určíme 
drj C7] 

z hodnot a derivací složek náhradní primární rychlosti v bodech náhradního 
oblouku. Čárkované označení zavádíme proto, abychom tyto koeficienty 
odlišili od koeficientů v rozvojích azimutální a radiální složky primární náhradní 
rychlosti (5,4) a (5,5), počítaných přímo na lopatce (a vztažených k hodnotě 

primární náhradní rychlosti v bodě I R\ 1 + rn — j j , ~ na lopatce). 

Dosadíme-li rozvoje (6,1) a (6,2) do rovnice (5,10), dostaneme: 

( j U oo.-*} j i - f (g. - i ,,) + ! (/< + *-£ , ) co. né] = 

00 2 r i ~\ 

— 2 (9n + ^») cos ?i# — ~ r/0 - ~ #2 — (2r/0 - grx) cos 0 + 

+ (i + >?) j i U + j^y) c°s»*}• (6>3) 

Po zanedbání malých veličin třetího řádu můžeme rovnici (6,3) napsat ve tvaru: 

| n Ž B « eos?i#| | l - | |sr0 - I g.J + j g /< cos n#J = j ? (</„ + v'n + 

+ Aa„) cos nů - ~ \g0 - - g2 - (2g0 - gx) cos ů + | B0(l - cos 0) + 

+ I ^B"1 <« ~ - »*>] • {Z (% + | ) <*» »*} • (•••) 
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Pro jednoduchost budeme v dalším používat označení: 

vn = vn + ~% » = 0 , 1 , 2 , . . . . (6,5) 
(Tj 

Srovnáním koeficientů u cos nů na obou stranách rovnice (6,4) dostaneme 
nekonečný systém rovnic:1 1) 

2 / 1 \ 1 1 °° 

Bo = 0o + K + l°0 - ^ (í7o - 2 ^2] - -- Bo /4 ~ 2 2 0 ^ + 

+ I |(2f7o ~ í/i) Bo + 2(2v0 - v-) H0 + (vo - ^ *.) Bi -

~ ž Lrn + Í^TT - n n J B'\ • 
2 / 1 \ 1 i °° 

Bi = 9X + ví + M + ^ íflTo - 2 ^ ) ~ 2 //oBl ~~ 2 ť ? 0 ^ i 1 ' - 1 + / 7 ' ' + l ) 5 í + 

+ f (2<7o - 9i) Bi - 2(2v0 - 2vx + iřa) H0 + i (í- - i?,) Bx + 

_ + V *- |[ J ^-.-^- í %s,]4 

Bn = fjn + Vn + Affn - -/0 Bn — g 2 (/*'.-«l + l^í+l) B * + f {(2^0 - 9x)Bn -

— v0 - "- 1 — — --• 2(vn_1 — 2^„ + vn + 1) H0 — - (í n_ 2 — 2?n + í n + 2 ) Hx — 

V Vi+n+l + V|.-«+l| _, 4vn ^i+n-1 + V|i-n-l| | R I „ -> 9 

A L < +T~ " + ?r=l r = T J 5 i |'TC = 2 ' 
(6,6) 

Nekonečný systém (6,6) lineárních nehomogenních rovnic pro hledané koefi
cienty Bn má za daných předpokladů o malosti koeficientů gn,jn„, v'n (ve smyslu 
pozn. 5 a 8) a parametru X právě jedno ohraničené řešení. Toto řešení je možno 
získat na př. metodou postupných aproximací. 1 2) Koeficienty tohoto nekoneč
ného systému lineárních rovnic a tedy i jeho řešení Bn však závisí na úhlu 
nastavení a', který je zatím neznám a určí se z rovnice (5,9), které musí hovět 
nalezené koeficienty Bn. Pro další výpočet si z rovnice (5,9) vyjádříme koefi
cient H0 pomooí ostatních koeficientů Bn: 

B. = i 2 ^ T (6,7) 
4 

n ) O úpravě rovnic (6,6) viz [4], dodatek I I . 
12) Důkaz tohoto tvrzení je obdobný důkazu uvedenému v [4], dodatek I I I . Nalezené 

koeficienty jsou pak rovněž malé veličiny ve smyslu pozn. 5. 
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a tento výraz dosadíme do rovnic (6,6). Po úpravě dostaneme: 

v'0 - - 9o - ^ o + | - 1^ - 2 flra) + -4 (1 + /.;) 2 ] — ^ j + -r 2 Ú *i ~ 
, 2 „. 

4 

co ť-rĵ  + i^-ІIЛ-l - " 2 r и + l 

8 \° 2 7 J ' 2 V° 2 J 1 7^ x 1 "^im+m 
l \ ' \ ' W 2 „ 

4 

- J J + Ť - + T ) 4 (M) 

^ , O)2 / 1 \ 1 , „ 1 , ^ BOTO 

Bi = 9x + v[ + Xa1 + — \g0 - -- gA - 2 fi0 Bx - - ^ > ---*--- -

4 

- i 2 (K-i + Â ÍH-I) B< + f {(2í/o - í7_ + \vx - i v,)B! + *oB2 -

\ y B%m _- y J^m+x y í ^fl2 2vi _ 
7 -éi ' a i V l *ái "m-" + m áz \i+ 1 i" - 1 

'"o + ^ 
w z -

4 

ŕл>д<>-

вn = gn + v'n + лon — - џ0вn — - ^ 2 — — - — - _ (Џ\І-Щ + 

+ ^ + n ) B, + f W - flr,) 5 . - v0

 B ^ ^ n + 1 - 2' (*»-* - 2 ^ + 

l - • V D ^ I- I - ^ V •"* - V B*"i4-1 

+ Vn+г) Bi — 9 K - i + Vn нi) Z ľ — vn Z mй + m 
m'~ 4 

__ 2 vJ±_tl2Lll:___±_. - _ + « - ^ l l V _ _ l U _ I n _ 2 j 3• ; _ _ ( 6 ) 9 ) 

i 2 \ 'i + 1 * 1 / J 
Systém rovnic (6,9) je nekonečný systém lineárních nehomogenních rovnic 

pro koeficienty Bn, n = 1, 2 . . . a rovnice (6,8) určuje úhel nastavení «'. 

Prakticky postupujeme tak, že si zvolíme nějaký úhel nastavení a0. Pro tento 

úhel nastavení vypočítáme hodnoty koeficientů a' v' a ——, —n- . 
JI J ! n n Ó'Y] 07] 

Řešíme-li systém (6,9) s těmito hodnotami, dostaneme řešení, které označíme: 

Bn, n= 1,2... . (6,10) 
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Toto řešení však obecně nebude splňovat rovnici (6,8), protože úhel nasta
vení <*0 byl zvolen náhodně. Správný úhel nastavení nechť je: 

oc' = os0 + Ax , (6,11) 

kde Aoc je malá veličina. O úhel A o. je nutno pootočit zvolený náhradní oblouk. 
Radiální a azimutální složka primární náhradní rychlosti budou potom: 

rV 

r.V. + 

l o [< + — V+ ( | f + Hn) Arx] cos nů , (6,12) 

I. [ / / ; +% n +fé ~AH c o s w* * (6,13) 

Dosadíme-li výrazy (6,12) a (6,13) do systému (6,9) a zanedbáme-li malé 
veličiny třetího řádu, dostaneme: 

Bn = 75° + | | £ + /<) A « , n -__ 1, 2 (6,14) 

Tyto hodnoty dosadíme do rovnice (6,8), z níž pak určíme hodnotu úhlu A«: 

P 

kde 

(6,15) 

.-,.2 / 1 \ 1 °° RO 

- fc - . - ** +'- «. - 5 ft + j (i + rf) 2 , - 7 ^ + 
\ m 2 

y 2 /<:*! - I {ft - 2 ?.) *. + y (sb - _ ». - _) I 

m 2  

4 

m_-l 0 I 
m 2 — — 

4 

(V. 2rn 

4 

Navrhujeme-li tvar anulární lopatky, požadujeme obvykle hladký vstup 
při provozních podmínkách. V našich vzorcích to znamená g0 =- 0. 

Př i výpočtech se ve všech rozvojích omezíme na konečný a obvykle jen velmi 
malý počet členů. Jejich počet je dán charakterem úlohy a požadovanou přes
ností. Př i řešení systému (6,9) se u vyšších koeficientů Bn spokojíme první 
aproximací 

Bn==gn+v'n+Xan, n>N0, (6,18) 

kdežto u nižších koeficientů počítáme ještě druhou, resp. třetí aproximaci. 
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7. Rozložení povrchové rychlosti na lopatce 

Pro posouzení funkce lopatky je nutno znát průběh povrchové rychlosti 
potenciálního proudění, neboť na něm závisí chování mezní vrstvy.13) 

Nejprve si odvodíme výraz pro teč
nou složku indukované náhradní ry
chlosti. Element tečné složky náhrad
ní rychlosti v bodě Q, indukované 
vírovými kroužky na elementárním 
oblouku kolem bodu P (obr. 9), je 

rx du = + I rx dw sin 

e + o + 

<p — Ч>1 

2 

(7,i; 

f- rx dv cos V—^ - e 4 
•)]• 

Obr. 9. 

kde znaménko + resp. — platí pro 
cp > <px resp. <p < <px. Až na malé 
veličiny druhého řádu platí: 

a = tgo = ^ = p±. (7,2)' 
d<Pi d<px 

Do rovnice (7,1) dosadíme výrazy 
(3,3), (3,5) a (3,6). Po zanedbání malých veličin třetího řádu dostaneme: 

* " S { Ï [ I - Ï < ' + <- - I (ri - rjL) cotg2 

Zi 

dVi „ „ . _ <p -2—1 - 2Д- sin ßг Гl f ^ c o t g ^ ^ " 2 À 1 s i n ^ • l 0 1 sm 

2 

<P - <Pi 
log g 

áxp r i i u y . ( 7 3 ) + 2A, cos ^ 1 , fsin ft cos ̂ ^ + cos /?. sin - ^ 1 1 

Integrací rovnice (7,3) dostaneme výraz pro tečnou složku indukované náhrad
ní rychlosti. Jako všechny náhradní rychlosti vyjádříme i tuto náhradní 
rychlost trigonometrickým rozvojem:14) 

rxu 
Wo 

a> 5 
1 -^vi 4 fc 

oŕ dr}x 

6 12 C Q S ^d^ 24 p H „ Є Г T 
B, 

ř7o 2дl Г 

ЛЯo-\яг)-^\(2B0-Bг)gй + 

1 3 ) Při návrhu lopatky musí se nakonec vycházet z rozložení povrchové rychlosti (přede
vším na podtlakové straně lopatky), na základe něhož pak zvolíme rozložení cirkulace. 

1 4 ) Výpočet tečné složky indukované náhradní rychlosti je proveden v dodatku I I . 
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+ 2 ^ЧÍ— tø-- - ^À -\BÅУ*-\ A 

-и (1 + 4 cos ø) <7o — 2J7T cos ø — - - B з (1 + 2 c o s Ø + 

+ 3 cos 20) g0 - ~ (1 + 6 cos 20) gx - g2 cos 0 - -

И-И 

H4 v .sin n 0 1 cos w0 
1 + COS 0 —. r- H -—- -r-----1 sin 0 w + 1 sm 2 0 

1 sin (n — 1)0 

%2 — 1 SІП'3 0 — cos nv — *]-s^Ж'-[' гг2 — mn —- 1 ) X 

X cos (n — m) ø + m 
cos ø sin (n — ж) ø 

sin 0 ]-чЛЯ~ÃÃtncosnů' 
(7,4) 

kde 

[-(•-^(*-И + -етta-*H + 
+ ï(»-т)^í-» + Й(*-^)-w^-*>Ь'-

.-?ï-( ł-тЭь«x + «-w]'('.-^)-(è-ш)^-« + 
j (flз - £75)| cos lJ + 12 - - | Ü ľgr0 - - gr2l — ^ - (f/2 - f/4) sin /? , 

[-( l- !Sвí)'(*-Й-6-ra) ( f a- tó + й < f c - л , x 

И-тK-ЗИ*Ы--чK-*>-
щ føз ~ ÍLJ s i n / 5 ' 

1 768 

"2 -= -г 

X cos 

Tl = í [£ HI _í) (*-!»•)-(?-
CU 

64 " Уз + — 

+ ~ (* - üĄ cos 0 + [ - ̂  (7o - І ř72) + ( ì - g ) (<72 ^ fc) -

<76) sin ß , or 
- îвб tø 
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0) l°)2 In 1 n \ íl °)2\ fa- ~ ^k JL 9* ~ ^ J_ 
T* = 4 | l8 \9° ~ 2 * ) " i1 - 32/ ( " 3 " + —6—) + 

+ - ~ (flr« - <78)J cos /? + 1^- ^ (_.. - „ ) + |-4- - ^ j (g, - g5) -

- ^ _ (9s - 9i)\ sin ft , 

_ 0> I CO2 gTw_4 - 9n-2 _ / , __ _ _ \ / _ _ _ _ _ _ « , _n ~ _ _ + 2 \ , _ _ v 
n ~ 4 96 7 i - 3 32/ « - 1 ; ^ ¥ + 1 / ^ 96 X 

9n + 2 9n+i 

" n + 

["____ 
[96 

l ^ + t - B ^ ^ + l 1 ^ 6 1 ^ -

Povrchová náhradní rychlost r1íj na lopatce je pak dána výrazem: 

_ř7 = T-JF- cos c + rj-7,, sin a + rxíí + - . , (7,6) 
" 2 - + »h 

kde znaménko + platí pro podtlakovou stranu lopatky a znaménko — pro 
přetlakovou stranu lopatky. Za cos a a sin a můžeme ve výrazu (7,6) dosadit 
přibližné vztahy: 

—.-'-ifěT- —=£• <7'7> 
Hodnoty složek primární náhradní rychlosti r ^ , , a r^F*, rozložení cirkulace 

/•]_y a hodnoty funkcí — - a r\x jsou (podle druhu úlohy) jednak dány, jednak 
d(p1 

určeny řešením rovnic (5,11) nebo (6,9) a vyčíslením řad (5,4), (5,5), (4,2), 
(5,6) a (5,7). 

8. Vliv lopatky na proudění ve vzdálených bodech 

Při vyšetřování rychlosti indukované anulární lopatkou ve vzdálených 
bodech můžeme anulární lopatku nahradit jediným vírovým kroužkem se 
„s t ředním" poloměrem rs. Cirkulace F tohoto náhradního kroužku je dána 
integrálem: 

i 
r=^fríyds, (8,1) 
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kde jsme označili délku meridiánového řezu anulární lopatky l a element jeho 
oblouku ds. Platí: 

rxy ás = rxyR d(P ,
1 5) (8,2) 

takže 

(8,3) 

o 

r = - j r\y dep . 
o 

Za rxy dq> dosadíme podle (4,4) 

rxy á<p = corsVs\ — g0(l + cos &) + — T <7n[cos (n — 1) ů -— cos (n + 1) •&]} dů. 
{ 2n^x J 

(8,4) 
Pro rx plyne z obr. 7: 

r. = r s + R (sin /S - sin fit) - T^ÍŽ sin px = r, + 2iž sin ^ ~ cos = 4 r ^ — 

— rjxR sin fix ; 

Za 5X dosadíme podle (4,14) 

máme tedy 

rx = r s + 27ť sin I — cos #1 cos j/3 — - cos &\ — rjjí sin 1/3 — — cos #) , 

Rozvineme-li siny a kosiny v řady (zanedbávajíce členy s «)4) a zanedbáváme-I i 
T 

malé veličiny druhého řádu, dostaneme pro poměr — vztah: 
rs 

ri i . .11 J / , <«2\ o ^ o n i ^ > r . <»2 

^ = l + 4 A c o s ^ ( l - ^ | c o s ^ - - - c o s 3 ^ + T S Í I 1 ^ l - - . - + 

+ ( 1 - ^ ) c o s 2 ý " 1 M 0 0 8 4 * ] - (8'5) 

Dosadíme-li nyní výrazy (8,4) a (8,5) do integrálu (8,3), dostaneme: 

r = a)IÍF s / | l + 4A cos /? | 7 l - ~ j cos 0 - ~ cos 3 # ] + 

+ \—9o + 2- -7-l c o s ?? ~ 2 2 ^n~1 ~~ , 9 W l ) °0S W í H d^ " ( 8 ' 6 ) 
1 5) Srov. pozn. 4 na str. 341. 
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Pó provedení integrace dostaneme konečný výraz pro cirkulaci náhradního 
vírového kroužku: 

- Sřo + \ 9i + 2A cos fi 171 - ~ ) ( - g0 + I </ 
2 

+ ш*-«-] + ^ , t a / , [ ( 1 - Ą ' ( - * + Ц 
- (Ï - ж ) t o ' - л ) + ш <* - ' л ] } • (8'7) 

9. Vzorce pro numerický výpočet 

Ve své teorii jsme užívali z důvodu obecnosti pro jednotlivé veličiny trigo
nometrických rozvojů o nekonečně mnoha členech. V praktických případech 
však stačí užít obvykle trigonometrických polynomů poměrně nízkého stupně. 
Pro přímé technické použití uvedeme si v tomto odstavci vzorce, ve kterých 
bude u členů prvního řádu respektováno několik prvních koeficientů trigono
metrických rozvojů (obvykle je zbytečné bráti jich více než 6) a u členů dru
hého řádu budou respektovány pouze první t ř i koeficienty. 

a) P ř í m ý prob lém. 

Složky primární náhradní rychlosti jsou dány trigonometrickými polynomy: 

rV £ rV 4* 
—T7- = Z "» C0S n$ > r i f = - + 2 tln C0S n$ í9,1) 
r 0 * 0 « - 0 ' o ^ 0 " = 0 

dw 
a funkce -=-- je dána trigonometrickým polynomem 

(9,2) 
1 ^ 

т L = T iL cos ?г# , kde Д, = 
d(p n+o 

ffl л 
V -°2m 

~ Л 4m2 - 1 
ve členech druhého řádu stačí bгáti 

Bo ^ \ B2 . 

Konečn 
(УR 

(9,3) 

S těmito výchozími hodnotami budeme nyní řešit systém (5,11). První apro
ximace řešení je 

gn = Bn - vn , 0 < n <-N . (9,4) 
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3 

+ я 

Tyto hodnoty dosadíme do pravých stran rovnic (5,11), kam ještě za an dosa 
díme upravené výrazy (4,18). 

g0 ~ B0 - v0 + - B1fi1 + Bz i- //0 + -fiA — | Hx |v0 — - vd — 

i B2 |lřx ~ | B2 + 2v0 - V ljl + - ^ / i j32 + 2.0 - vaJ + 

#-.^í-«+¥](*-§**+*-*)-
_++^1-,l)}eos/! + ̂ [(1-^)(^2 + 2 ,- , ) + 
+ ^.(B,-»,)]a |ni3, 

? 1 = Bt - ». + B, L + i /l2) + | B2/íl + | I B , ( B , + 2..„ - | , ) -

^(*+^)]+S(*-**+**^)^H1-^): 

X ( i B2 + 2*0 - „) + ̂  (B2 - „>] cos ̂  j[(2 - £ ) log * 
29eo2l / _ 2 _ . \ / l co2\ ._ .1 . „ 

X 

- 3 + 

29ш2 

T92 1 9 2-] (*, - | B2 + 2„0 - ,,) - ( i - £ ) (B, - „>] sin 0, 

», = B2 - v„ + i Bl/(1 + B2 L + i ,,,\ + | I ^ B , + v, - »,) -

-|^(^-3,+|,)]-.p(.ogi-g(£l-|.2+2,-,)+ 

+ £-£)<-• -'.)]«-/» + T [('-£)(** + * -.) -
-(I-SJÄ-*]--»'' 

gz-Bz~ v3 + i (_Va + B^) + | | i BlVl + i _*,*„ j -

- - [S^ + ̂ -^ + fi-^w-^]«/»-
-^P( lo g i - i ) (B l _ |B 2 + 2„0_„1)+(1_^)(B1-.,]sinP, 

g, = B. - „. + i B2,,2 + | ( i 2},., + i B2v,) + i K (B, - v.) cos /> -

-g(^+»k--.)-./»-(j-S)Ä-,-f)-n/l]. 
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Яb = B5 - "õ Ji B^ + W [(52 " ̂  C0S ̂  + l (i?l ~ Ч) SІП ̂  ' 
hiŕ 

9a = Bб - " 6 + Î52 ( Б a ~™ " з ) S І П ^ 

<7n — Bn — vn , pro 7 <n<N . (9,5) 

Při numerickém výpočtu je stanovení koeficientů /i„ a vn rozvojů složek pri
mární náhradní rychlosti na lopatce někdy dosti pracné a je snazší počítat 
složky primární náhradní rychlosti a normální derivaci radiální složky primární 
náhradní rychlosti na náhradním kruhovém oblouku. V tomto případě stano
víme jednak koeficienty v'n pro 0 < n < N a //,n pro 0 < n < 2 rozvojů složek 
primární náhradní rychlosti na náhradním kruhovém oblouku, jednak koefi-

cv ^ ^ tív 
cienty vn — v' -f- —— , pro 0 < n < 2, kde —— značí koeficienty v rozvoji 

Cr\ drj 
normální derivace radiální složky primární náhradní rychlosti na náhradním 
kruhovém oblouku. Koeficienty gn počítáme pak ze vzorců: 

!?o BO ~ »O + \ BlK + B2 li th + \ /<_) - | Í B I Í*0 - \ Ú - \ B2 ÍB1 

" õ B. + Ч - VX 

+ 

3 

13w 2 

+ ^ ( » _ . + * i - < ) + _ ( [ ( i - ą i o 1 „ - » + 

îř]( B_ - з 5 г + Ч ~ < 384 
( B x - v í ) cos/? + 

ЯOJ £[(i-£W.-96 3 _ « -
sin/? , 

í7i = Bi ~ *í + Bi / 

| B2(Bi 

»_) si 

ťó + ^ _ ) + | а д + f ГBx/Bx + 2^ 2 V \ 

'] 96 
Bг-~B2 + 2v0 - „; [(--)( 

+ ^ ~ 

- 3 + 

- V 2 

29o>2 

192 

*_)] _ ( _ _ , _ . , ) ooв/> + - . 
co 

Tб 

2\ 4 

log __ 

_, - | _», + _.; -,;) - (ì - £ i , sin ß , 

Õ B . + 

^2 = B2 
1 R ' 
2 ^ V l 

Bo 2 ^ o ^- )+ | l "_) 

_д.(-.-*í-_<)]--[^i-ą(д. B_ + ч - ^ + 
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i-Ž) «.-<)]«./» + -? [ ( i - ^ ) ( ^ +*i-<)-

5-3 = ií3 - ví + i (S,^ + BX) + | ( • 5iíi + 5 5,í0j - A p (i S2 + 

ť)]~^^[^Í-Í)(*-
ť-víJ + ll-gJ^x-vOjBin^, 

fc = B4 - < + i 2W + | (i B, i?, + i B^J + j | ~ (-8, - vj) cos fi -

*5 " "- + M *-*- + W [(*- - *-> cos č + I <*- ~ "-> sin č] • 

- | вг + % 

9ь = 

я, = в, - K + ™ (*, - »í) SІП й, 

gn = Bn-v'n, pro 7 < n < N . (9,6) 

b) N e p ř í m ý p r o b l é m . 

Při řešení nepřímého problému postupujeme tak (jak bylo naznačeno v odst. 
6), že si nejprve zvolíme náhradní oblouk (E, co) se střední vzdáleností od osy r. 
a vhodný úhel nastavení <x0. Pro t u t o konfiguraci určíme hodnoty koeficientů: 

v'n pro 0 < n < N , 

,-C vn = < + ? - , ^ pro 0 < n < 2 (9,7) 

a parametr 

* « ? - * . (9,8) 
8rs

 v ' ' 
Konečně máme ještě předepsáno rozložení cirkulace trigonometrickým poly
nomem: 

N 

ry = 2rsVs V <7» sin r ^ , (9,9) 
n 1 

poněvadž se obvykle navrhuje lopatka s hladkým náběhem, položili jsme 
v (9,9) přímo g0 = 0. 
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S těmito výchozími hodnotami budeme nyní řešit systém (6,9). Jako u pří
mého problému budeme v členech druhého řádu zanedbávat všechny koefi
cienty s indexem větším než 2. První aproximace řešení je 

Bl = gn+v'n-Xan, \<n<N, (9,10) 

kde za an jsou dosazeny upravené výrazy (4,18). Tuto první aproximaci dosa
díme do pravých stran rovnic (6,9): 

B[ = d + v[ - (Ql + v[) L ; + 1 , 4 + 1 L - 1 í.jj - (ff2 + »í) ( | A ' -

- n*) " šs "> ~ x{I [(' " S) I o g i ~ i + n ] * s in" + 
+ (i-^) f c«>}. 

B2 = 2̂ + v'2 - (9t + v[) - /^ + | (v0 - v2) - (gr2 + ^2) K + - /i2 + 

, w \ , A 17. , «>2. 4 25™2\ o <W. f«2\ • *1 
+ 8 ^ + 2 [ ( 1 + T 1 ° g l - ^ ^ C 0 ^ - 6 ( 1 - l 6 ) ^ 

B3 = 9z + ^ - (íIi + v'x) | irf + ̂  *ij ~ (?. + v,) í i ^ + ̂  fo - i ý,JJ + 

Bi = gi + v4~~1^ (í7i + vx) ~ g (j7a + *2) I/*, + J2 V l I ~ T 16 ^ C ° S ^ ~ 

— - gz sin 0 , 

ní , ' 0 > ^ 2 / , /\ ^ o j 2 l<° • o * o\ 

B\ - 95 + v5 - -j-J (<72 + va) - - ^ - g1 sin !? + <72 cos 01 , 

Bl = 9s+ v* - YY52 92 sin /i , 

Bl
n~9n + Vn, pro l<n<N . (9,11) 

Změna úhlu nastavení Aoc je 
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kde 

[II 
p = - v; + (i + rf) i - j ^ . +1 (s; „; - B\,Q - 2 [s; ^ - 1 Í3) -

- 1 * . / 1 * 

+ f(l-^sin,}, ,9,,3) 

Správný úhel nastavení je a — a0 + A-K a tvar lopatky je dán vztahem: 

rj = % I H0(l - cos 0) + J í * z L H _ ^ ± ! (i _ cos w#) 1 , (9,14) 
4 L n „ i n 

kde 

B^BÌ + g + ^Д*, 

^2 = Bì ч '"ä + tf^ Aa' 

Hи = Бo } p r o 3 < тг < N (9,15) 

fl, = 2 '" 'x 4m2 —, 1 

c) R o z l o ž e n í p o v r c h o v é r y c h l o s t i n a l o p a t c e . 

Povrchová náhradní rychlost je podle (7,6) a (7,7) dána vzorcem (index 
l u r a ? ; budeme v následujících vzorcích vypouštět). 

ř o r -[ i - i (?n ' F - + s- r F - + f " ± Tf í- (9'i6» 
Všechny veličiny na pravé straně rovnice (9,16) s výjimkou tečné složky indu
kované náhradní rychlosti jsou známé a to buď dané nebo vypočítané podle 
příslušných vzorců tohoto odstavce (pro přímý nebo nepřímý problém). Tečná 
složka indukované náhradní rychlosti je podle (7,4) a (7,5) dána při naší přes
nosti vzorcem: 
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7.=-{ï*+т*.«*+Ť[i-^-S(4-. + g-*)]) X 

x \g0 - Tj-^ 
1 /R I ^ í ћ 

T 2 + 32 ácp 

J 
тгØa 384 B2Ø0 -

І ^ 1 - **») + Д {т [( 3 - -96 )̂ (* - ÌГ '») - l o l Ą 

[(• 

cos 

<o'\ 4 

T log X 
7OJ 2 

"48" 
1 \ • R A U ú j 2 • R\ , 

-2 Í7i sm/J + ----- íjxsm/ř + 

— TT^il COS/i + 

+ 
T (+ - mj »•cos"._ [(2" i£) (y°_ T »») - i. »•]sin" 
- - - * { | [ ( i - ^ ) ( * - ^ ) + ( j -^)*]«- / '+ ' 
[T (lo« x - n) (?»" T *)" (1 - 5i) *]sin 4 + 

[" I. (log x - T) (?»*"_•»") + (T - S)»'] cos • f Acos 3# ^ | 

[5 
+ 

I ß|í7o 
Ш 

4S g0 - -к g~, 

OJҶ 

96 [ 

48 

._-_? 

| ) ^ 1 8шД +ЯС084^|^Г-

i («
2\ i 

8 " 9« »•] 64 
Í7i sin /i 

ř/í 
г A cos 5# — | - — gx cos /? 

!

o>3 

— A cos 6# -:-—- {72 cos /? . (9,17) 

d) C i r k u l a c e n á h r a d n í h o v í r o v é h o . k r o u ž k u . 

Při vyšetřování rychlosti indukované anulární lopatkou ve vzdálených 
bodech můžeme anulární lopatku nahradit jediným vírovým kroužkem polo
měru rs. Cirkulace T tohoto náhradního vírového kroužku je dána podle (8,7) 
vzorcem: 

Г = лcoRVs \ — <y0 + — gГjL — 2Я cos /З 
J 

32 ^ ~ T - Ч - TІЙ fc 
Ш 2 1 

Ï92*] 

кш [f1 - S ) (»• " -2 "•) + ( i - ÍSí) ? 1] (9,18) 

Závěr 

V práci je vypracována metoda k výpočtu potenciálního obtékání tenké 
anulární lopatky vložené do osově symetrického proudu, jehož osa je totožná 
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s osou lopatky. Rozložení cirkulace vírových kroužků podél anulární lopatky 
(a t ím i rychlostní pole indukované vloženou anulární lopatkou) při daném 
tvaru lopatky je dáno rovnicemi (5,11). Tyto rovnice dávají vztahy mezi 
Fourierovými koeficienty gn hledaného rozložení hustoty cirkulace vírových 
kroužků, Fourierovými koeficienty Bn tvaru profilu a Fourierovými koeficienty 
/un, vn složek primární rychlosti. Pro obecnost jsou psány jako vztahy mezi 
nekonečně mnoha koeficienty; ve skutečnosti stačí vzít k výpočtu jen několik 
málo prvních členů, jak je provedeno v (9,5) nebo v (9,6), kde jsou sestaveny 
vzorce pro praktický výpočet rozložení cirkulace na tenké anulární lopatce 
vložené do osově symetrického proudu. 

Pro řešení nepřímého problému, t . j . určení tvaru lopatky při daném rozlo
žení cirkulace, jsou tyto rovnice přepsány na tvar (6,8) a (6,9), k nimž ještě 
patř í rovnice (6,15) — (6,17), které určují úhel nastavení anulární lopatky. 
Pro praktický výpočet jsou sestaveny vzorce (9,11)-— (9,15) s konečným počtem 
Členů. 

Pro výpočet povrchové rychlosti na podtlakové i přetlakové straně lopatky 
jsou odvozeny vzorce (7,4) a (7,6), které jsou v (9,16) a (9,17) upraveny k nu
merickému výpočtu. 

J e odvozen vztah (8,7) pro cirkulaci vírového kroužku ekvivalentního anu
lární lopatce (k vyšetřování proudění ve vzdálených bodech). 

Teorie je vybudována jakožto teorie druhého řádu, respektující vedle 
„hlavních členů" (veličin malých prvého řádu) ještě součiny dvou malých 
veličin prvého řádu. Za malé veličiny se při tom pokládají jednak odchylka 
meridiánu lopatky od kruhového oblouku, jednak poměr délky lopatky a (osmi
násobku) její (střední) vzdálenosti od osy symetrie. Vedle toho se předpokládá, 
že úhel otevření oblouku nahrazujícího lopatku není příliš velký (prakticky 
smí býti až asi 180°). 

Výsledné vzorce jsou (jako v rovinném případě) přehledné tím, že dávají 
jednoduché vztahy mezi hlavními Členy (veličinami prvého řádu) 

9n = Bn ~ Vn , 

k nimž přistupují malé korekce (veličiny druhého řádu). Hlavní členy se sho
dují s rovinným případem, korekce obsahují navíc člen úměrný poměru délky 
lopatky k její vzdálenosti od osy symetrie. 

Přesnost vzorců je ve všech normálních případech vyhovující. Zanedbané 
Členy mají velikost několika tisícin, kdežto hlavní člen několika desetin. 
Vzorce (i v zjednodušeném tvaru určeném pro numerický výpočet) jsou dlouhé, 
protože v nich byly ponechány i vyšší mocniny úhlu otevření náhradního 
oblouku co tak, aby platily i pro velmi zakřivené lopatky (s úhlem otevření 
kolem 180°). V normálních případech, kdy OJ je menší, lze (jak je viděti na 
první pohled) většinu členů obsahujících co zanedbat. 
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Možnosti použití ve strojnictví jsou veliké, protože vhodně umístěná a dimen-
sovaná lopatka může zabrániti velkým záporným gradientům rychlosti n a 
stěně a t ím odtržení proudu; přitom ve strojnictví přichází nejčastěji právě 
zde zpracovaný osově symetrický případ. J a k o příklady uvádíme otočení 
proudu ve vstupním hrdle odstředivých lopatkových strojů nebo lepší rozlo
žení rychlosti na vstupním průřezu osových lopatkových strojů. 

V závěru chce autor poděkovat dr Ladislavu Špačkovi za cenné rady a pod
něty při sepisování tohoto článku. 

' Dodatek I. 

a) V integrálu (4,7) se vyskytují jednak singulární integrály t y p u 
n 

Jn = - f C 0 S n% - dx , 0 < ů < n , (TO = 0 , 1 , . . . ) ' . (1) 
n J cos x — cos i- A x ' 

o 
Hodnoty těchto singulárních integrálů byly vypočteny v práci o tenkém pro
filu v nehomogenním proudovém poli ([4], str. 126) a proto si zde uvedeme 
jen výsledek: 

J. = - f _ _ _ _ _ _ _ d, = _ ? . _ * , » _ 0. 1, ... . (2> 
' n J c o s X — cos # • s i n # ' v ' 

o 
b) Dále se v integrálu (4,7) vyskytují nevlastní integrály typu: 

n = 0, 1, ... . (3) Ln = — / cos nX log | cos ů — cos % | áx ; 

u 

Pro n > 1 dostaneme metodou integrace per partes: 

Ln = — sin ny log I cos y — cos ů\ 
nn 

'u 

L f _._i_________L__ dy _-
i% / cos y; — coe $ 

(.) 
n 

1 Tcos (n — l ) z — cos (n + 1 ) X 1 , - . 
27171J cos # — cos {) A 2ra 

a tedy: 

T
 l C 1 1 4 . , • COS » 0 . t ) , . . 

Ln = — I cos ny log cos # — cos v dy = — ; n = 1, 2, ..... (4) 
n J • n 

o 
Pro w = 0 je výpočet poněkud složitější; máme 

- -

A> = -^ / l«g leos # - cos # | d X __ log 2 H / log ~ |cos X — cos ů\ d x , (5) 

o o 
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• У + & . y — 0-
smA - — s m — -/ log -j |cos x - cos Щ d% = I log 

0 (» 

л & л 

/

y + # Г # — У Г 

log sin 4 - ^ ~ d# + I Ь g m - - 2 — d* + I log 
u o Ў 

Л + i> ?г # 

~1Г 0 2 
= 2 / log sin гp dгp — 2 ï log sin гp dгp + 2 í log sin y d^ = 

dx = 

• X - # л 
8Ш ~ — — dд 

,? í> 
2 2 
я м» 

" 2 

tedy 

, / log sin tp dip + 2 / log sin xp dip = 2 l log sin y dy , 

0 it • 0 0 

I log ~ I cos # — cos &\ dx = 2 J log sin T/; dy . (6) 

Z této rovnice je vidět, že daný integrál nezávisí na ů. Pro jeho výpočet si 
zvolíme § = \n\ 

71 

n jr 2 

I l o g g" l c o s X\ dX = 2 í log sin y d^ = — 2 / log cos # d# = 

0 0 71 

2 

= 2 / log |cos X\dX= 2n log 2 + 2 I log — |cos X\ dX 

o o 
a z toho plyne, že 

71 71 

I log — |cos x - cos 0 | dy = / log — |cos x\ dx = — 2n log 2 . (7) 

o b 
Dosadímedi (7) do (5), dostaneme hledanou hodnotu integrálu L0: 

71 

Lo — — I log lcos X — cos ů\ dx = — log 2 . (8) 

o 

Dodatek II . 

Tečnou složku indukované náhradní rychlosti můžeme vyjádřit rozdílem 

rxu = rxu — r^i , (9) 
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kde 
0) I 

ГФ - -І- Гľl - i tø + 1.1) - 4 0. ~ i?i) cotg2 ̂ " - ^ + 
0 

+ _ 2 l в o t g — l - i l » y d ~ (Ю) 

ю 

_ cos t_Z__Lr s i n f t c o s?L_^l + C o S / í 1 s _ - + ^ l } . 2 ^ . (11) 

Výraz pro první clen r_w byl odvozen v dodatku IV k práci [4], a proto si zde 
uvedeme přímo výsledek:16) 

rxu co f _ 5 co Q d^j co l- , _?_, Bn_x — J5n. 
'rn 
___ __ _f_.Гl 5 я - — cos „ - Й _ _ /и 4- V - B - 1 

1 _ \ 0)2 ďl]x 

96 d ^ •o-^l - T ^ ^ - í ř / o _" " ) - S i [<2*» - *•> * + 

+ Ž -~* ~ Bn+1 (?«-- - P*-->] - 1 ^ (-*> - i *) - i ^ [(- + 

+ 4 cos T3) g-o- 2 f lr_cos0--ÍflU - i - B J u + 2 cos 0 + 3 cos 2Ů) g0 -

_ 1 (l + 6 cos 20) 9, - f/2 cos _* - -i fiJ - 2 ^n |í7o [(1 + 

Q, jsinnů , 1 cosnů I sin (n — 1)#\ Q"l + cos _>) |—-—— + ——- . _ y 5 r . . . — — cos nů\ — 1 \ sin ů n+1 srn2 ů ri — 1 , sin3 # j J 

i »-- r 
7_T_ 2 ^TO ^ — m W — ^ C O S (^ — m ) ^ + 

m L L 
, w

 c ° s __ s in (TI - m) # ] _rn 1 n „ , 
+ M ' ~ sín # " J - 2(^TT)} ' ( 1 2 ) 

Při výpočtu druhého členu rxu budeme postupovat stejně jako ve čtvrtém 
odstavci této práce (viz rov. (4,1) —(4,6)). Po jednoduché úpravě dostaneme: 

co 
1 6) Jako v práci [4] předpokládáme v tomto dodatku na př., že 2 n 3 | /?J < oo. Za tohoto 

i 
předpokladu bude řada pro tečnou složku indukované náhradní rychlosti i řada pro gra
dient této složky konvergovat stejnoměrně v celóm intervalu 0 < ů < _. 
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rtu 
r0V0 ~ "~~~ / i S Í n /?1 log ' C ° S * ~ COS *' + log ¥ + 1 + 96 "^ ^C°S * _ 

— cos 0)2 + — cos /?! (cos x — cos 0) — — (cos # — cos 0)3 1 <70 — 

1 / 1 \ 1 °° 1 

- 2 ^i + I "•> ~ ~2 H C ° S * + 2" 2 (""-1 " ř7ra+l) c o s w* d * • ( 1 3 ) 
Hodnoty nevlastních integrálů, které se vyskytují v rovnici (13), byly odvo
zeny v dodatku I rov. (4) a (8). Použijemc-li těchto výsledků, dostaneme: 

S = ^si" "• { [ l 0 ^ - ' - íe »211 + 4 c o s 2#)] (* " \ ") + 
+ coS i+Aм2)(,0_I !,2)_^ tøl íjf 16 w I Г ü 2 У ' 768 

- І | ^ 1 — - ^ cos nĄ + XĄ cos ft Jľcos 0 - ^ (3 cos 0 + 
П - 2 

1 

')2 

64 

cos Зø 7o — --г . J 

_ _TT I (í~i — 9r3)cos 0 -
, [ l 

ytø.-ft)jj-

ш-
(14) 

V rovnici (14) budeme (obdobně jako v odst. 4) psát místo Xx jen X (4,13) a za 
s in/^ a cos fix dosadíme výrazy (4,15) a (4,16): 

r^u, 
r0T0 I 1 ~~ Tб)sin ^ ~~ І ¥ *"" " ï / cos ^ cos * ~~ ì t з s i n ^ c o s 2 ^ ---£--= 2A l - ^ i sin 

192 

+ cos 0 11 + 

'Iff' 
5oŕ 

+ _ cos /? cos 30 log т - 1 - — 1 + - cos 20 
Я 96 Í7ü ¥~x + 

5«-

"96 ~ ~29Ч ~~ 768 ^ 1 ~~ ^ + 

+ I|£__^__1cosи,} + д|[(1-ącoвM 
м = 2 

ŕ/>< 
— — j sin /J cos 0 — y - cos /3 cos 20 — -—- sin /? cos 30 . j cos 0 

> 3 

64 
,2 g(3cos, + Icos3,)](,0-Iy i)-[l-g(I + 

(.0 - ^ J - f" [(^1 - ^)C0S 0 - - (gřa - fc) 1. cos 2ø 

Tuto rovnici si můžeme upravit na tvar 

rtu 
ГoVo 

X y rn cos nŮ . 
n = ü 

(15) 

(16) 
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Explicitní výrazy pro rn jsou uvedeny v textu, vzorce (7,5). 
Pro posouzeni funkce lopatky je nutné vyšetřovat i průběh gradientu povr

chové rychlosti, neboť (srov. [6]) velký záporný gradient povrchové rychlosti 
má nepříznivý vliv na mezní vrstvu. Napíšeme si proto v tomto dodatku 
ještě výraz pro derivaci tečné složky indukované náhradní rychlosti: 

1 á(r,u) co tán, o) . °° nBn sin n§\ I 1 \ o)ž ( 
W. ~^T = 4 [4\ - 12 C°S * 2, -TÍ15-) (" - 2 ") + 96 (* " 

1 \ " nBns\nnů . 8 _ / 1 \ . 2 „ r , 
~ "2 " ) 2 — i í T + 3o7 ̂ 2 ( * * 2 " ) + » B» [ ( 1 + 

+ 6 cos 0) í/o + 3 g.cos 0 + i (721 + ~ ]T Bn k \-

(n — 1) sin ??,?f> t 1 cos nů 1 sin (n — 1) {} 
sin 0 

(1 + cos??) 

SІП {} 7 1 + 1 SІП2 Ů П~ —- 1 SІП3 # 

(n cos т?,# cos ?í> sin тi# тг s in nů 

s in 2 # s i n 3 ?c> 7 i + l s i n 3 ?'> 

2 cos ů cos 710 1 cos (n — i) {)• 3 

71 + 1 s i n 4 {} n + I s i n 4 ê n2 -

cos ß s in (?г — 1) ø \ l 1 »_J 
X sin5 ů 

jl - _ — 2 0»(л - »-) Г(»2 ~nm-

,, sin (TI — m) # cos # cos (n — m,) ů , m 
- 1 •— -Q— m -~ a •„ -—• + — X 

sin # sin2 0 n — m 

sin3 !> co ^ sin -/> 

Za našich předpokladů o koeficientech konverguje řada (17) stejnoměrně 
v celém intervalu (0, TI). 
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Р с з ю м е 

КОЛЬЦЕВАЯ ЛОПАТКА В СИММЕТРИЧНОМ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ ПОЛЕ ТОКА 

1111 ПОЛАШЕК (Дап Ро1авок) 

(Поступило о редакцию 13/Х 1955 г.) 

В работе разрабатывается теория тонкой кольцевой лопатки в симметрич
ном относительно оси потенциальном потоке несжимаемой жидкости. 
•Основная идея теории Бирнбаума-Глауерта несущей вихревой поверх
ности (замена тонкого профиля в двумерном потоке непрерывным рас
пределением вихревых нитей вдоль профиля) обобщается на случай сим
метричного относительно оси потока таким образом, что тонкая кольце
вая лопатка заменяется непрерывным распределением вихревых колец на 
лопатке. Вследствие того, что речь идет о потоке, симметричном относи-
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тельно оси, можно все рассуждения проводить лишь в одной плоскости 

меридиана. Вид меридионального сечения кольцевой лопатки в полярных 

координатах I, <р плоскости меридиана дай управлением (3,1) и тригоно

метрическим рядом (5, 7), в котором встречаются вспомогательные коорди

наты д или х [смотри уравнение (4,1)]. Положение меридионального сече

ния лопатки по отношению к оси симметрии определено параметром Я и уг

лом /3 [смотри уравнение (4,13) и рис. 4]. Распределение вихревых колец 

на лопатке дано тригонометрическим рядом (4,2), радиальная и азимуталь

ная компоненты (по отношению к полярным координатам I, <р) примарной 

скорости, умноженные на расстояние от оси симметрии, — рядом (6,1), 

соответственно (6,2). Показано, что коэффициенты этих рядов удовле

творяют уравнениям (6,6). В этих уравнениях фигурируют только те 

члены, порядок которых равен самое больше порядку произведения двух 

коэффициентов; о параметре Я предполагается, что он того же порядка, 

как и коэффициенты. Уравнениями (6,6) можно пользоваться как для рас

чета потока (распределения вихревых колец) вдоль данной кольцевой ло

патки (прямая проблема), так и для расчета формы кольцевой лопатки 

по данному распределению вихревых колец (обратная проблема). Д л я 

практических расчетов выводятся в отделе 9 уравнения, в которых содер

жится только конечное число членов. 

S u m m a r y 

ANNULAR BLADE I N A X I A L L Y - S Y M E T R I C F L O W 

J A N POLASEK 

(Received October 13, 1955.) 

The theory of thin annular blade in axially-symmetric incompressible 

potential flow is developped. The principal idea of Birnbaum-Glauert's lif

ting-surface theory (the equivalence of thin airfoil in two-dimensional 

flow with the vortex-lines-sheet along it) is generalized for axially-symmetric 

flow using the equivalence of thin annular blade with the vortex-rings-sheet 

along it. With respect to the axial symmetry, all considerations can be done 

in one single meridian plane. The shape of the meridian section of the annular 

blade is expressed by Eq. (3,1) and the trigonometric series (5,7), using in the 

meridian plane the polar coordinates t, <p and the auxiliary coordinate # or x 

(see. Eq. (4,1). The position of the meridian section of the blade with respect 

to the axis of symmetry is given by the parameter X and the angle /3 (see. Eq. 

(4,13) and Pig. 4). The vortex-rings-distribution along the blade is expressed 
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by the trigonometric series (4,2) and the radial and azimutal (with respect 
to the polar cordinates t, <p) components of the primary velocity multiplied 
by the distance from the axis of symmetry are expressed by the series (6,1) 
and (6,2) respectively. I t is shown tha t the coefficients of these series are con
nected by the Eqs. (6,6). In these equations the terms of as high order as the 
product of two coefficients are considered, the parameter I being assumed to be 
of the same order as the coefficients. Eqs. (6,6) can be used both for calculating 
the flow (vortex-rings-distribution) along a given annular blade (direct problem) 
and for calculating the shape of the annular blade if the vortex-rings-distribu
tion is given (inverse problem). For practical calculation equations containing 
only a finite number of terms are worked out in paragraph 9. 
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