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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

NUMERICKA PRAXE

NUMERICKE RESENT ALGEBRAICKYCH ROVNIC
BERNOULLT-WHITTAK EROVOU METHODOU

MIROSLAV FIEDLER

Je popsina Bernoulli-Whittakerova methoda fesent algebraické vovnice,
spodivajici v postupném v podtu kofent o nejvetsi absolutni hodnotd, Methoda
je jednoduchi a Ginnd zejména pro rvovnice, jejich?z koteny (redlné nebo
komplexnt) maji absolutni hodnoty znadéné odiigné.

1. Pigme danou algebraickou rovnici n-t¢ho stupné ve tvaru

R I 2 A EEES N T (1)
Pocéitejme postupné &isla w,, w,, ... z danych
My "= 1, U Uy o U, = 0
pomoei rekurentniho vztahu (m 72 1)
Wy =5 U Uy - Al g b s, (2)

Potom plati (viz na pf. HousenorLpur [1]):
I. Ma-li (1) pravé jeden koten v o nejvetsi absolutni hodnotc!), potom pro
viechna dosti velkd » plati priblizn¢
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1L MA-Li (1) prave dva kofeny vy, vo 0 nejvétai absolutni hodnote, pak ~,. v,
jsou priblizng dvojiet kofentt rovnice
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N Plati-li pro kofeny vp, .ooov, vovaice (D) [l Inl oo =i > v 2o 2l

tHltimo, %o rovaice (1) md » kotonit o nejvet3 absolutni hodnotd,
2) 8 determinanty se Gtendi sezndmi na pt. v knize I DydZovsk, T vod do theoric determ-
nand a malic @ jefich wZith, Praha 1947,
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Pozndnmka. La L1 lze zobeenit 1 na (méud casty) pripad, ze (1) ma prave
a7 2 kofent o nejvEétsi absolutnd hodnoté, Pislund rovnice vanikne zifejmym
zobeenduim (4) a (5).

2. Pledchozich vztahii lze wiit k numerickému fedeni algebraické rovnice (1).
Postupujeme takto:

Podle (2) vvpodteme disla w, aZ do w,, vietné. Pritom je vyhodné napsat
kocficienty e, ..., @, v obrdecném potadi,svisle’ pod sebou na prouzek papiry,
ktery posouvime poddél svisle psané posloupnosti jiz vypodtenyceh -, tak pro
n = 1 v polozc
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ay ; 2
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a, Uy

a, * n
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vypotteme g o agg -1 0t b gty b agy.

U poslednich péti (r = 16, ..., 20) vypodteme podily

s -3 6)
@) (6)

AL Jestlhize se Gsla gy, - -, @oo DavVZajem munoho nedidd (dvé ndsledujici o 2. 397,

jak se ukazuje v praxi), usnzujeme, %e nastal pripad 1. a povaiujeme gy, za
piibliznou hodnotu kotene . Pritom jestlize se disla ¢4, ..., 7., sice 1isi (do
109,), ale chovaji se dost pravidelnd, je moZno vypodist jeste asi deset daldich o,
a provadét nvedené kroky pro w, ..., .

B. Jestlize se g, - ¢up Davzajem dost LSi, vypotteme pro r == 15, .., 19

determinanty
|

TS TR s -
A, - | , ‘ EE Uy e U Uy gy (7
| Uy Uy |
a jejich podily
Q, (8)
pro v == 16, ..., 19,
Sy Pro w4 00 Je-li nékterd v, 0, plejdernc thned k daldimu piipadn 13,
S Uro A, 1 00 Jedi ndkterd A,y oo 0, piejdeme k dal§imu piipadu C.
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Jsou-li dsla @y, ..., @y jiZ navzijem blizka, usuzujeme, 7e nastal pripad TI.
Sestrojime rovnici (5) pro r == 18%) a povazujeme jeji kofeny za p¥iblismé
hodnoty kotenti rovnice (1).

. Mize se oviem stat, Ze jak ¢islag g, ... q.,, tak 1¢sla @ . ..., () s navzd-
jem dogt lisi. Potom md rovnice ( ) alespon tii kuf'ony 0 11(‘j\'Uf“<I absolutni
hodnoté nebo o absolutnich hodnotach ji blizkyeh. fze pak bud postupovat
analogicky dale (podle poznamky za 11.)%), anebo }?l(‘]lt» substituel

==y 4 {9)
do (1) k nov¢ rovnicl v ¢ o kofenech ~,; — u, kde ~; jsou koteny (1),

V obou téchto pidpadech A, B7) pak délime (viz nasledujici Dodatek) poly-
nom " - (X7 -~ L. — @, Vv prvnim piipadé & -— ~, v druhém levou stra-
nou (5). V \bledn\ podil (zbytek ma byt velmi maly!) je polynom stupné n — 1
nebo n -— 2, jeho’ koteny jsou priblifné zbylé koteny rovnice (1). Pro tento
polynom cely postup od zacatku opakujeme, dokud nedostaneme polynom
druhého nebo prvniho stupné.

3. Prednosti Bernoulli-Whittakerovy methody je jednak ieji jednoduchost,
jednak to, ze piipadné chyby pii vypodtu posloupnosti (2) ztracejl po n krocich
prakiicky vliv na vysledek, a p¥itom ani zaokroublovael ehyby vypotet piilis
nezatézuji. Doporutuje se viak zejména posledni éisla w5 a% u,, politat co
nejpiesudii (nejménd o tii desetinnd mista presndji nez je pozadovand piesnost
korentt).

Oproti na pi. Griffeho methodé md Bernoulli-Whittakerova methoda nevy-
hodu v pomalejii konvergenei posloupnosti (2). Maji-1i (pii realnych koeficien-
tech) reilné kofeny resp. dvojice komplexnd sdruZenych koFentt absolutni
hodnoty postupné od nejvétit k nejmensi », > 7, > ... > iy > 0, a plitom

E —

v /’ 3 A Y .
poméry - atd. jsou stile vétdi nes asi 1,3, potom nenastanou v methodd

potize. Jsou-li viak nékdy aspoil tii kofeny o priblizné stejné absolutn{ hodnote,
nastane v piislugném kroku pfipad C, ktery vypolet komplikuje.

Pottebujeme-li znat koteny plesné, najdeme je ovient znimou Newtonovou
methodon z vypoctenych aproximaci koienii,

Dodatek

Delit polymom e(x) == ¢y -+ ¢y~ - .., 4 ¢, polynomem d(x) = dgx* -+
4 d@k-t - L dy znamend najit polynomy p(x) (Gastetny podil) a r(x)
(zbytek) tak, aby e(x) = pla) dix) + (@),

a plitom aby stupen r(z) byl mensi neZ stupeil d(x).

8) Koeficient u 22 a abgolutnf ¢len jsou jiZ vypoltond ésla Ajg a A,

8) Je pak oviem nutno Pedit rovnici aspon tiétfho stupng, kterd md kokeny o skoro stejné
absolutni hodnoté. To lze udinit podle ¢ldnku M. Iiedler, Numerické feSent algebraickijch
rovnic, kierd maji kofeny o skoro stejné absolutni hodnoté, Apl. mat. 1 (1956), 4~

7) Analogicky se postupujei v piipads C, jestliZe jsme pokracovali podle pn/mnnl\\ v bl
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Numericky se déleni provadi velmi jednodude takto:

Budiz nejprve d, = 1 a piSme d(x) ve tvaru

b - kTl — L —

Na pomocny prouzek papiru si napieme éisla 2; v obraceném poiadi do sloupee:
vr « .., ¥ Rocficienty ¢, ¢, ..., ¢, napiseme pod sebou do sloupce. Do soused-
niho sloupce vpravo budeme vepisovat koeficienty p,, ..., p,_;. podilu p(x) =

— = om opn— k=1 | g 7 () —— g e —
- Z)Ofbn k + Pl'bn . * e _| Pn—r a1y [STERErN A" Ibet‘ku 7 ('L) = Ty_i !‘—1:’”’ i +
+ ... - 7. Vypodet provadime tak, Ze napiSeme do prvniho fadku &islo p,

rovné ¢,; priloZime pomocny prouzek zleva na sloupec ¢ tak, Ze #, je ve stejném
tadku jako p,, vynasobime w;p, a pfi¢teme ¢, (6. j. prvni dslo ve sloupei ¢,
které je vidét pod pomocnym sloupeem). Vysledek p, = v;p, -+ ¢, napifeme
pod p,. ProuZek posuneme o jeden Fadek niZe, vypodteme v,p, + v,p, - ¢, == P,
a vepifeme p, pod p, (nevyskytuje-li se uz v,, poditame oviem jen v,p, - ¢, ==
= p,). Takto pokradujeme, dokud nevypodéteme viechna p,; a% do p, , véetné.
Potom pod p, ., udélame vodorovnou éaru (miazZeme ji udélat predem!) a podi-
tame koeficienty r; zbytku dapiné obdobné, jen s tim rozdilem, Ze ndsobime
Gisly v; jen ¢&isla pj;, t. j. ¢isla nad vodorovnou éarou) a ne uz vypodtend r;.
Tak na pF. pro n = 6, k = 2, ma-li prouZek polohu L., vypoctteme

yie

Py = VyPy + 0P + Cy, “

ma-li polohu II., pak r; = vyp, + ¢4

L ¢y IL ¢, p,
[— .
V2 | P1 ¢ N
V1 | Pe Ca P
C3 Ps
Ca  Pa
Cy Ty
Cg T Cg T

1
Je-li v polynomu d(x) dy = 1, délime nejprve ¢(z) polynomem A d(x) (ktery
“0

mé uvedeny tvar); vysledny ddsteény podil nasobime (hledame-li jen jeho
koteny, nenf to oviem potieba) &islem d. Zbytek r(z) ponechdame beze zmény.
Numericky priklad

TReime touto methodou rovnici

xt = 4x® 4 10,64x? - 2,96x — 34,03 .



Dostaneme popsanym zpusobem

% (3 } w; 2 l Uy

1
Lo 1,0 I | } 1,8346 . 108
o 4,0 12 1,05649 . 100
|2 2,664 . 100 | 13 | 6,08403 . 10"
| 3 1,5208. 102 11 14 | 3,50361% 101
|4 8,6958 .10 || 15 | 2,01763. 101
‘ 5 5,0392 . 103 ‘ 16 | 1,16189 . 1012
I 2,8953.10¢ | 17 | 6,60100. 101
‘ 7 1,6683. 105 || 18 | aesBls0n
| 9,6069 . 10 ) 19 12,2182 101
9 5,5320 . 108 " 20 | 1,27781. 10w
10 { 3,1858 . 107 if |
L S N S S e S

Gy = 5,75872
qy7 = 5,75870
G1e = 5,75871
Tyo = 5,75871
Us0 = 5,75870
Nastal ptipad A: pfibliZnd hodnota jediného kotene o nejvétdi absolutni
hodnc 8 je «, = 5,7587 . Délime podle Dodatku z* — 423 -+ 10,64a% —

— 2,902 -}- 34,03 polynomem z — 5,7587:
[ 5,7587 | 1,00 1,00
—4,00 1,7587
—10,64 —0,5122
—2,96 —5,9096
34,03  —0,0016

Podil je tedy polynom z3 - 1,7587x2 — 0,5122x — 5,9096.
Diéle feSime rovnici

a® = — 1,758722 |- 0,5122z -} 5,9096 .
L .
i u; ({ i | Uy
| S
0 1,0 011 ‘ —2,2183 . 103
1 —1,7587 ‘ 12 26202 .108
9 3,6052 o3 8,26180 . 102
3 11,3317 14 —1,32200 . 104
4 —6,2046 | 15 3,91577 . 104
5 3,1535.100 || 16 --17,07555 . 10t |
6 —6,6509 .10t || 17 6,63693 . 10¢ |
7 9,6455 . 10 18 7,84415 . 10t
8 —1,7340 . 101 19 —5,22097 . 105
9 —3,1314 . 102 20 1,35061 . 108
10 1,1118 . 10% |
|

— — - t
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108
100
10°
1ot

Ponsvad? g1y = — 6,6559, ¢4y =
tedy

i

L A,
15 5,97935 .
16 2,40747 .

Pt 9,95505
18 4,08043 .
19 1,66642 .

1ot

Q,

4,02631
4,13506
4,09885
4,08393

-- 2,58689, nenastane piipad A. Vypodteme

Nastane proto pripad B. Dva kofeny o nejvétsi absolutni hodnoté uvedené
rovnice tfetitho stupné (a tedy piibliZzné dalsi dva kofeny piavodni rovnice)
vyhovuji p¥ibli#né rovnici (5), kterd vyjde ve tvaru

4,08043 . 1012 |- 1,30593 . 102 | 1,66642 . 10 = 0,

¢ili

x? -F 3,20050 - 4,0839 = 0.
Tedy ~,, = — 1,6003 -|- 1,2341i.

Posledni koten najdeme délenim:

@ - 1,7587x% — 0,51222 —

74,0839
—-3,2005 1,00 1,00
T 1,7587 —-1,4418
—0,5122  0,0184
—5,9096  —0,0214
Podil je x — 1,4418 a
x, = 1,4418 .
Pro srovndni uvadime piesnéjsi hodnoty kotent:
oy = B5,15870, ayy = ~ 1,60000 + 1,240973
LITERATURA

5,9096 polynomem «? 4 3,2005x + 4,0839:

x, = 1,44130 .

[1] Householder A. S., Principles of Numerical Analysis, N. York 1953.
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