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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ElsLo s

0 KONVERGENCI METODY SITI PRI RESEN{ DIRICHLETOVA
PROBLEMU A PROBLEMU VEDENI[ TEPLA

ZDENKA GROSCHARTOVA

(Doflo dne 19, ledna 1957.) DT: 536.2.01

V ¢ldnku se popisuje odhad chyby pii Fesend Dirichletova problému
metodou siti pro Laplaceovu rovnici na obdélniku v zdvislosti na okra-
jovych podminkdch a pro homogenni rovuiei pro vedeni tepla na ko-
necéndé tyéi v zavislosti na poéitedni podminee. Uréuji se postadujici
podminky pro maximéalni rychlost konvergence, t. j. 0(2). U rovniee
pro vedeni tepla se studuje také piipad rychlosti konvergence 0(2%).

I. Uvod

Resime-li Dirichlet@v problém metodou siti, vime, Ze maji-li okrajové funkee
omezené ¢tvrté derivace, pak chyba, jiz se dopustime proti presnému Fesent,
je tadu A%, kde A jo velikost oka zvolené sité ([3]). Odhadem téte chyby pro
Dirichlettv problém na obdélniku se dale zabyvali na pi. WaLsn a Youna
([2]), kteii docilili nejsilnéjsich vysledkt, které jsme v literatute nalezli. Doké-
zali, Ze chyba pii sifovém Fedenf je fadu A? jiz za piedpokladu, Ze tieti derivace
okrajovych funkei jsou omezené.

Metodou, jiz se uZivd v tomto ¢lanku, se dosahuje jesté silnéjiich vysledka,
a to, ze sitové Feleni konverguje k plesnému jako A* uvniti daného obdélniku
za predpokladu, ze prvni derivace okrajovych funkei maji konetnou variaci
a %e tato konvergence je stejnomérna na uzavéru daného obdélniku za pied-
pokladu, Ze druhé derivace okrajovyeh funkei maji konednon variaci.

II. Grinbergova metoda pfesného FeSeni Dirichletova problému

Metoda ptesného Feseni Dirichletova problému, jejiz sitovou analogit se bu-
deme zabyvat, je vzata z GRiNBERGOVY knihy [1]. Je spoleéna pro FeSeni okra-

S ot D , : ou
jovych tloh na obdélniku s okrajovymi podminkami tvaru xu -+ f — = f, kde
’ on

~, f# jsou konstanty, « je fefeni dané dlohy, f dand funkee na vdech stranach
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obdélnika. PopiSeme struéné tuto metodu pro Dirichletiv problém a Laplace-
ovu rovnici.
Necht je dana Laplaceova rovnice

My Pu
e 2,1
c? ay? (Z1)
se spojitymi okrajovymi podminkami
w0, y) = ply)  ulz, 0) = Fy(@)
wla, y) = poly)  ulwb) = o) (2,2)
y==b. .

na obdélniku: 0 <z = a, 0 :

Hledejme fefeni » této tlohy ve tvarn Fourierovy rady

o 9
. may 2 . noy )
U = Z U, () 8in Y , Uy(x) =, = - | wsin Sdy . (2,3)
o b b b
Tento vzoree ovéem neddva hodnoty Fefeni nageho problému proy = 0, y = b,
ale tyto hodnoty zname z okrajovych podminek.

Budeme hledat koeficienty u,,.

7o g et . , 2 . moy , .

Zndsobime Laplaceovu rovnici (2,1) funkef 3 8in T e vysledek zintegru-
jeme podle y od 0 do b. Zintegrujeme-li nyni takto ziskanou rovnici dvakrat
per partes a dosadime vyraz (2,3) pro koeficienty w,, dostaneme ohydejnon
diferencialni rovnici pro tyto koeficienty. Cleny, v nich# se vyskytuji neznamé
derivace okrajovych funkei, vypadnou diky tomu, Ze funkee, kterou jsme
rovnici (2,1) nasobili, je rovna nule na koncich intervalu <0, 6.

Diferencidlni rovnice pro «, ma tvar

d*u,, nw\2 2nm - -
L (~,—;) wy = T By Fy@) (2,4)
8 okrajovymi podminkami
b
9 no
2©,(0) = [:— fqp,(g/) sin @Zﬂ dy = a,,
0
b
2 r . hm
g, () = b f-rps(y) gin ?—L»blr‘?/ dy = «a,, (2,5)

0
Pro zjednodufeni poloime F(x) = Fy(x) = 0; ,(0) = p,(D) == p,(0) =
= y,(b) = 0.
Pozndmka. Toto zjednodugeni nebude na Gjmu obecnosti. Kdybychom
totiz nemcli na dvou protilehlych stranach obdélnika nuly, pievedli bychom
tento piipad na piedchazejici takto:
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Necht okrajové podminky jsou spojité v rozich naseho chdélnika. Okrajovou
funkei oznacéme f(z, y).
Reseni u i rozdélme na dvé Sasti: w = u, + u,, kde u, je Fefeni nafeho problé-
mu s linedrni okrajovou funkei
Ha, 0) — f(0, 0)

fular, y) = f(0, 0) - TG BRI gy ;

Agmm+mwi?mm~mwyw_

10,0~ (9.0)

Z¥ejmé v rozich je f, rovno f.

Oznaéme si sitové Feseni U a rozdélme si je stejnd na U, a U,. Jest U, = u,,
protoze okrajové podminky jsou linedrni funkece.

Tedy
U—u=U,-u,.

Ale feSeni u, ma okrajové podminky, které maji ve v8ech rozich nuly, tedy
u, = uy + u3, kde v okrajovych funkeich vidy na dvou protilehlych strandch
jsou nuly, coz je pravé piipad, kterym se budeme zabyvat. Tedy v8echny nase
vysledky budou platit pro piipad, Ze okrajové podminky jsou spojité ve viech
rozich obdéinika.

Rovnice (2,4) ptejde v

nm\? ,
dﬁ—ﬁ*w (2:4)
se stejnymi okrajovymi podminkami (2,5).
Oznacme
sh Z sh 7} (@ )
L= — Gy M=
sh  na sh "¢
b oy
Potom feseni rovnice (2,4") ma tvar
Uy == L:a'.!n + ]L[ga'ln (2,6) ‘
takze
< nay
u = 2 (L2a,, + Mla,,) sin —'6-”—{ .
n=l

I11. Sifova analogie Grinbergovy metody
Provedme sitovou analogii této metody.
. o L, . . e . -
Budiz ¢ >0, b > 0, s racionalni. Zvoliime ¢tvercovou sit s velikosti oka b
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(h W cela) a budeme zkoumat, za jakych podminek bude sitové Fedeni kon-

vergovat k presnému jako A2.

Necht je ddna sitova analogie Laplaceovy rovnice

Up 1 Uy =0 3.0)
[ _ Vl”(zyj‘-lv Yi ) Zl’( 1! J ) - {’( J -15 7/ )
zz }Lz
l‘T - (/(T):ﬂajkl) _T_ ( i Yi ) ( Vi 1/1*1)]
Syy == o - Bt

s okrajovymi podminkami

U0, ) =vily)  Ulay, 0) =

Ua, y;) = woly) Ul b) = 0 (3,2)
na obdélniku
. . . a
x;=j.h 7=0, 1,2,...,E
b
. = ) . }/ - 0 1 2 7 -
Yy, =1.h 1 5%
Regent U(x;, y;) budeme hledat ve tvaru
b
'}1 nmy,
Uty i) = 2 Uyfa) sin 257 (3.3)
n=1
takze
il 4
h " 2h & Y
Unlwy)) = - Z 2oy sin ST = 22D Uy, ) sin 2 (3,4)
= b <o b
nebot podle znamého vzorce
sin 2
» P ;—— z — sin —j
Z COS 42 ==~ e P (a)
2 sin 5
b
platného pro sm Z 4 0, jeprol =3 = n 1
_b b
h n .
oy ] Znahi b
121 A b= BT ) T
‘o e Sh o Mt o1 -  2h oy,
Podobné jako u pfesného fefeni zndsobime rovniei (3,1) funkei - s
b
a seGteme podle 7 od 1 do P 1: .



% Z Uz sin i 4 ?ZZ Z U,; sin gy
b b
Prvni élen levé strany této rovnice je roven (U,)z. Druhy ¢len upravime podle
vzorce
p -1
Z (@i — 2a; 4

Fe=1

@;_q) Za (Oriy — 2b; + biy),

platného pro a, = a, = b, = b, = 0 a dostaneme

3 nrh
o " ! , 2 (cos ——;)L — 1)
- nIY;
————— > U, sin Y U

b Y

Tedy dostavame obytejnou diferenéni rovnici pro U, ve tvaru

2 (cos n;(;r/f, - 1)
(Undes 4Ny T U =0 (3,5)

s okrajovymi podminkami
b

1
: 20 " . nay;
(//71(“) _ 'F z’Z] ’l/’l(!/i) sn 4 == in
b
. 2p " . nay; o g
U (a) = B z] Wy (y;) sin b—"l- (3,6)

€ l
Budeme hledat feseni rovnice (3,5) ve tvaru C\ 4 + C,4,*, kde Cy, C, jsou
konstanty, které ur¢ime z okrajovych podminek.
Charakteristickd rovnice pro 4, ma tvar

A (pht—2), +1 =0, kde p, =

nth nh [ . nmah
1 Lo 2sin o sin ST 2 T
A, = 1 - 2sin 5 (sm o T ]/ sin? -~ 1},

nah ok ] omak
op \SM ey YT g :

Jeji Tesent je

},71 — 1 A{ 2 5]“_ .

n

Mame tedy obecné ¥eSeni rovnice (3,5)
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Konstanty vypobSteme pomoci determinantu soustavy. Must platit:

l z x|
l U, }”7’; }‘n " E

I
25, h |
“TZ'/’IMHJ[ Lo L:()-
i 2h . nay; LG 2
: T z Yo S - ) S );7;, An "

Mame tedy
a & & a €

(# = 2" Unlw) = (0 — 2 ) Ay (20— 2,1 2) Ay, -

Jznadime-li

@ @ a &
A — 1 h Ak} b — ] n ]_h
n n n “'n
— h h
a  a ]J" o a a 7‘1" >
J — h J(—
e — 2, Ay — Ayt

dostaneme Fe$eni rovnice (3,5) s okrajovymi podminkami (3,6) ve tvaru

Tl;) = Aan:Z -+ A;nMi' >

takze
.b

s

h
[ = > A,,L!sin Z”_:Zf! + > A, M!sin —bi/ (3,7)
n=1

n=1

Srovndme-li toto Yefeni pro U, s Yefenim (2,6) rovnice (2,4') pro u,, lze uka-
zat, Ze plati

un(xj) - }(,lrnol Uﬂ(xi) .

IV. Odhad rozdilu pfesného a sifového FeSeni

Jest :
e = Ul ) — ule;, y;) =
> v
h h
= 2 (Lhdg  Lygp)sin 3 4 3 (MhAy, — Mbay,) sin 57 —
- T
=) L
D (L — M) sin T = > ag, Ly~ L5 sin Y+
b Ta=1
n:h 1 f .
E b
h "
2 M — ) sin "G a0 — Mgy sin "G 4
b
" © o
+ 2 MMA,, — ay,)sin nYi (Lea,, — Mba,,)sin - v (4,1)
n=0 b n~b . = " b
o
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Potiebujeme tedy odhadnout v zévislosti na n a b vyrazy
h 70 13 0

(Akn " alcn) > k= 1,2 a (Ln - ]Jn) ’ (]un - ‘Mn) .
Ay, jsou obdélnikové formule pro mechanickou kvadraturu integrala ag,.
, . . . N . )
Bereme-li soudet ve vyrazu 4,,, od 0 do 5 Jsou tyto vyrazy zdroveil formulemi

. A 3 ]
lichobéznikovymi, protoze krajni ¢leny, v nichz se lisi od obdélnikovych formu-
, . lo. ( ; . nay o T
If, jsou rovny nule. Oznacéme ¢ (y) = ,(y) sin b k = 1, 2. Pro jednoduchost
misto ¢; nebo ¢, budeme psat ¢ (odhad je ziejmé stejny).
Budiz 0 << y << h. V bodé¢ y rozloZzime ¢ v Taylorovu tadu:

o) = 90) + ¥ . ¢"(0) + j (y — ) do'(t) .

Jest j”(g/ —t)de'(t) =y .Vi(y)., kde V (y) je variace funkce ¢’ v intervalu
(0, y)?
s
[y Vi) dy = 3h2 V() .
Jest tedy ’
0}?"(?/) dy = k. ¢(0) + 1A% @"(0) + A2V (h) .
Oznatime-li S(¢) lichobéznikovy odhad integrilu [¢, mime
Sle)ls = k. ¢(0) + k2 9'(0) +- 2, kde |z = A2V, (h),
f(ﬁ(y) dy = h(0) + $h2 ¢'(0) + 2, , kde z, = 1h2V,(h)

‘ n
IS[e(y)]s — [oW) dy| = [z + 2| = BTA(B) .
Tedy v celém intervalu <0, b> mame:
lAkn - alm} S h? Vkl(b) 3

kde V,,(b) je variace funkee (ylk . sin ﬂ;?—/) .

K odhadu rozdilt (L} — Ly) a (M, — M3) pottebujeme predeviim znit vyraz
pro A, v zévislosti na mocnindch » a k. Jelikoz tyto odhady potfebujeme pro
n = %, jest stile nh < g—, tedy omezené, a proto jsou spravné nasledujici
odhady:

Jest

ho= 1k 2+ )t 1), kde s = sin ",
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Ay =1 28 | 262 4 $8 -I- 0.(s%)
(¥ = O(z) znamend, e y = K .z, kde K je nezavislé na z).

nth n33343
8§ == — e L O(n SRS
o 4853 1 (7’! ) 3
niatht  piaihs

T e O

nah  n3x3h3 Prth? nintht | nPathd
A1 nah — wiath® ninth ninth n3n%h3 £ O(mhs) =

b 2405 2t 24pt T s6Y
=1} RZZL + nz:;;hz - nizzliz n;.l‘Z:“ + 0(n®h%) = 1 L ¢ .
&m@M:‘—§+§ﬁ§+mm:%?4%%3wwm
a dale
ZE = en%x( - %{j‘}} x - 0(715/“)) )
B b= (00 — 0 T) (L 0wk — (65 e s ) T

o gh P g MR WiRhT 5]t
2 sh b 1 — ctgh b T + 0(n®hY) |,
takze ‘
Shn%:f n373h? v nrx
= nn na e IV L omshYy L (4.8
n Py [1 207 ((L ctgh b x ctgh 5 ) - O(n®h )] (4,3)
sh 5
o
sh nix
Protoze je LY = —ﬁ_)h" vyraz pro (L — L2) bude mit tvar
gl
sh ——
7
sh 7%,25“? n3a3h? naa nx
[ — L0 e T tgh oz etgh o) - O(mShY]. (4,4
Lr— 18 'rma[ Lobs (a(tgh b x ctgh b ) (- O(n®h )] (4,4)
sh

Uplné stejnym postupem dostaneme vyraz pro MY a (ME — MY):

sh. %ﬁl (a — x)

. n3m3h? naa ni
Mh —— ~toh - . o e — .
Mr = po [l + 1275 (a ctgh 5 (@ — z) etgh A (a x)) -
sh —-
+ 0(7&5/1«4)] ) (4,5)
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sh 7 (@ — x) Tt
U Y T [asashe nra nm
Mk 30 = — N X - — (@ — —(a - x)|+
’ ’ oh [ 1208 ({’ ctgh b (@ —=) eo‘ogh‘ b (a 1)) \

+ ()(nsh")] . (4,6)
vt s .. h v o= 7 ) v -
Jest zicjmé, Ze koeficienty L. a L, prejdou v M) a M, zaménime-li x za (@ - ),
¢éili poditdme-li z-ovou souiadnici v opaéném sméru od a k 0.
Tedy dostali jsme rozdil presného a sitového feseni ve tvaru:
g = Ux,y) — u(x, y) =

b T
[ T P
< b [ n3a3h? naw ny
< N T o R doh o aha .
< ,;Loqh'mm[ L3 ( ctgh - z ctg b [ ) -+ 0(nPh )] (tyy, SINL - A
oy
7 osh~—— (¢ — x) s
< l n3n8h?
L nz,‘o — gh 7}7/‘{ - [ 25 ( ctg p e (@ — z) ctgh — (@ — “c))
b
4 nnxr '
% sh-—
o | ay, sin ™Y LS b ninh? TG el P
- O(nk )] iy, SI0 =75 o ngo N [1 + “Tope (a tgh b x otgh = ]
-

o
i sh 2% (a x) 5372
-+ O(ndht )] h2V . (b) sin " + 2 rvrbﬁ-——— — [1 , menth nrd

sh mb

naxT nu
© h ——- sh —~- (@ — )
Y b b a . nny { N , (
—— gy — gin-—* = g, 4 g, b g 8y + &5 -
7 naa " naa in b ! 2T E T B 8
M=k 1 h o sh —- -
n b b

(4,7)
Nyni dokazeme vétu, kterd nam Fika, za jakych podminek sitové Fedeni
konverguje k presnému jako h2.

Véta 4,1. Necht okrajové podminky jsou spojité ve viech rozich obdélnika. Potom
plati:

1. Uvnit¥ daného obdélniku konverguje sitové feseni Laplaceovy rovnice k pies-
nému jako h2, jestlife pront derivace okrajovijch funkci maji koneénou variacs.

2. Tato konvergence je stejnomérnd ma celém wzavieném obdélniku, jestliZe
druhé derivace okrajovijch funkct majé koneénow variaci.
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Dtkaz.

Stadi dokdzat, Ze véta plati pro v,(0) = y(a) = 0 (viz pozndmka v odst. 1T).

1. Budeme postupné odhadovat jednotlivé cleny (4,7).

nwx
sh
n b . N L. (@ 0% o
& Faktor - pro x < a se ziejmé chova jako e ¥ oa pE o se-
nua
sh - -
b

éteni podle n konverguje jako e=o", n > 0. Znisobime-li jej tedy n® pii-
padné 7%, zistivd tato konvergence nezménéna. Vyraz v kulaté zivorce je
ziejmé omezeny pro viechna x, 0 < o < a. Tedy k tomu, aby &, = 0(h?), stadi,
aby Fourierovy koeficienty a,, funkce y, byly omezené, coZ je splnéno pro
kazdou integrovatelnou funkei.

&,: Tento ¢élen se chova presné stejné jako e, a dostavame stejnou podminku
pro okrajovou funkei ;.

& n® opét spojime s prvnim faktorem, ¢imz se zachova konvergence (jako
v &), a tedy &len g, = 0(h?) za pledpokladu, Ze prvni derivace okrajové funkce

w, ma konednou variaci.

&,: Stejnym zptisobem dostaneme stejnou podminku pro ;.

nrxT
w st 5
.o P h %7
e5: Budeme zase odhadovat jen prvni c¢ast z e = (L, §IN —J, pro-
’ v nna b
n=—+41 gh -5
A b

toze pro druhou ¢ast je odhad tyz.

Jest
nay
w |sh——
< P (24 —
2 | — gy, SIN | S =
na b
n=—+1 Sh. —_—
b
b\? nITE
Y - b b nay > nay
= el T3 | R RS v e Ry, SIN |
bfﬂz L 2 b = ),gllhmm a b
=) m=g |sh—— | sh -5-- |
}?x h b | b i
n? opét muzeme spojit s prvnim faktorem a dostaneme, ze &5 = 0(h?) za pled-
pokladu omezenosti Fourierovych koeficient@t okrajovych funkei y,(k = 1, 2).

Tim je skonéen dikaz prvni Gasti véty. )

2. Piistoupime k dikazu druhé éasti.
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Oznadime-li
Doy

Narax Nx
sh * 7 sh e (a — x) ‘
e (1 ﬂlh T M 7
] n N]’[(l/ I( V) ’ n N?’[(l - ‘1[(4]\/ ), [42 == L(?'L), 11[:) = _ﬂ[(n)
sh = sh ——-~ l ,
b b
kde
b
N 2 0y
ah g A,
jest

e=Ulw,y) — u(z, y) =
b

[\/Née-

g n
-\ 7Y e iy Ty ! S e .
— [LAN) — L(n)] a,, sin AR ";0 [M(N) — M (n)] a,, sin ﬂgg i

n=>0
14 b
h n
S LN (Agn — aen) sin Y S apw .
b2 T (g — aza) sin 55 2 5 M(N) (4, ay,) sin uY
_ L(n) ag, — M(n)a,]sin % . .
,,_;fL(")““" (M) anlsin == = e boy oy 4oy ey (4,9)

V disledku symetrie je odhad druhého a &tvrtého ¢lenu pravé strany (4,9)
stejny jako odhad prvniho a tietiho &lenu tak jako v ])fﬁl]’ casti dﬁkaz’u
Budeme proto odhadovat jen prvni, tieti a paty é&len .
Predpokladejme, %e yi(y) (k = 1, 2) maji konednou variaci.
. b
£

?
g = nZo [L(N) — L(n)] a,, sin 7{;"{?{ .

- )
Podle véty o stiedni hodnoté je

L(N) — L(n) = [N — nl L&), kde & le#i mezi N an.

7 prvni ¢asti dikazu mame

ah  pdm3ps
lg 2, = " niath
'g n A 1258 - O(nhs) |
a tedy
- nin2h2
N = H 0 1 oy

DokaZeme dvé lemmata.
Lemma 4,1. Jest N > an, x = konst, o > 0.
Dikaz.
Jest A, = 1 - 2s(s + |/s* + 1), s = 0,

tedy A4, > 1 - 2s.
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P#i tom

2
. nah  nah . 4 { @ -~ 2.
— q e A L 3 atl Sin 4 = — &
§ == sin-, a ;- je mez 0a 5 kde pla R
. nh
t.}. 0<< b < s << 1, takie

nh

71]1
> b gk > g (‘ ")

nh oL, . ) , ;
Nyni b lezi v intervalu <0, 13, ve kterém plati

2 x €T
lg(V +u) >« 2*,»-?‘-"*2':2‘,
nh | b .
~ o — e = Y
tedy 1g 4, = 55 N h Ig 4, > 5
| .
kde & = 5o ¢imz je lemma dokazano.
47T

Poznamka. Protore « < 1, plati také & > an pro kazdé & mezi N a n.

~ anan ~ = .
Lemma 4,2. Jest L'(8) — L'(8) — O ® ), kde L&) =e v ' proviechna &
z infervalu o koncovijch bodech N a n.

Duakaz.
x hg?[i{ —_— ‘57;4” h %rbm ~ R AN
st LI(Ey T ¢ U a L'(ey = e v ™.
Jest L5 =7 b Ema Cgn £ »O (b b )C b
b S b
Déle mame
oh 5% . oh 27 (@ — ) e oh &7 (@ — )
b Yo x) b 1 T X 4 i
e gD = L = 0(e ¥ ), promw - ]e
Ena Ena e ' §na
sh >~ sh 2~ e sh 75
b b b

pro viechna & omezené v celém intervalu 0 = x < a, brotoze & > ¢ > 0,
¢ kladna konstanta.

Daéle jest

Enx En
¢h 7% sl (a2
i b . ET;'(a ) ,w;b 7) ’E/l\
fna ; fma Y
sh b sh b



kde opét prvni ¢initel pravé strany je omezeny véude vO0 <z < a a

£
ch 7 il
b 1 2 b . 1
R R IR =T
sh 75— es —e b sh ev
b b
L. .
kde — - je zfejmé omezené, a tedy
Ena
sh ™" -
b
Enx Eaa Enx Eax
sh -~~~ ch 7= n sh 2= tn sh 2%~
b Few b Haw b
hfﬂ(l ) I fna hE”T’l ' ) ] Ena fma T
sh > sh -~ ) sh >~ .e%
b b b b
En Emx
sh >~ (@ — x) sh 22= tna
b b 1 Mo~
- gﬂ(l S TEm T C}'l(( * éna = ((6 b ) ’
sh os she oo

¢imz je lemma dokdzano.

Jest tedy

xRNT anma

L) = L&) + (L&) — L&) = 0((a — ) e 5 ) 4 0™ v

b
7
& £ O [N — n) L'(&) @y, sin ?.‘;g?! -
n="0
h

anw anna

wzw%mmfww T Lo ).

n=

Funkce y, ma podle pFedpokladu konednou variaci. Plati tedy ([4]), Ze n2a,, ==
< -2 kde V, je variace funkee yj, 7z deho?
v, 1 | _
Ao = ;L—; = 0(;1,_5) a  nia,, = 0(1). (4,10)
Dale je
® anm . a X
z (@ —x)e T @ == T aa e (= O0prow = a),
n=x1 1 — O_iih
coZ je stale omezené, nebot funkce -1-—”67; je omezend pro 0 < z < «I—” .
—e* /
anal

> e o také konverguje a jeji soudet nezévisi na z, a tedy jsme dokézali, 7e
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&, = O(h?) stejnomérné pro viechna z z 0 < x < a.
£3:

Rozdélme si okrajovou funkei v, na dvé asti

b

» lemy
Yoo = 2 dtyesin’)7

K=1 b

o

- N o kay 1
Yoo = 2, Qo SHIL -5 0 gpy s Pyy 1= YPas
b b
k=1
h

a koeficient A4,, si rovnéz rozdéhmne takto:

b
29 < . noy;
Al:ﬁr‘ = "'l")"' 2‘ 7/"12(."/:)*’4”] b

l
Lemma 4.3. Jest A,,, = t,, pron = 1,2, .., h) .
Dikaz.
Mame
L
J[ @ ..y,
1o = z Zw,, sm sin =gt (4,11)
a) Vezméme nejprve k =+ n.
JGS‘D
2 i
V& kay, omry, VL Emay, (kw) Ay,
o) :1 2 sin — o sin o = g l; ‘c.()s o cos 5 1
i . b . .. L p
Oznadme p = P h. Ze vzoree (a) (odst. IIT.) plyne, Ze je-li sin 2 + 0
neboli neni-li I nasobek ¢isla 2p = 2 i
o 1 I L
» A + op) s 1 z [ Oprosudél
Z CcOos ? = e l"l' B By {(_ l) - 1J - ‘ — l })r() ]i(‘;hé l : (b)
=t 2 8in —— - :
2p

Za | dosadime (£ + ») nebo (k — n). Jsou-li obé k, n suda nebo licha, pak { je
sudé. V (b) bude jmenovatel rtzny od nuly, protoze podle i séitame jen do
b

=

1. V tomto piipadd je soudet (4,11), kde bereme jen k + n, roven nule.

[ M)
o
<t



Je-li jedno z k a n sudé a druhé liché, bude I liché a dostaneme opét pro k& + n

£ S L
N PR} ’

&~

b

b) Zbyvé tedy v (4,11) v sumaci podle k pouze jeden ¢len pro k = n.
ap E
A=

b 2nmry,
o 71— COS~—b'—L
. ., Ny, 2h .
= — Dy, SIN? ——= — g e e
b b ,'%1 = b b an i;] 2
b
o h
2h, b Z 2n7ry,
= By oy — cos ——| = a
]) 2n Zh & b 2n »
lemmatu 4,3.

protoZe podle (a) je druhy é&len v zivorce roven nule. Tim je skonden dikaz
Tedy mame

&3

N =t e

1
R

n

b
L(N) (Ay, — ay,) sin 222

n
= ZL(N) A,,, sin Ty
N1

b -
Z (3,7) vidime, e &, spliiuje diferendni Laplaceovu rovnici s okrajovymi pod-
3 S} J ymi p

minkami (€3)reg = Poul¥), (63)z0 = 0. Plati tedy pro &, véta o maximu a mime

les] = yauly) .

Podle predpokladu m4 y; konetnou variaci a pro koeficienty a,, plati (4,10).

JelikoZ je v,, zbytek Fourierovy fady pro », od }? + 1 do o, je p,, = 0(h?).
Tim je skonéen odhad &lenu e,.

e5: Zbyvéa odhad posledniho ¢lenu

- . nmg
e = D, [L{0) ayy + M(n) ay,)sin 72
ﬂ=i+l
Opét staci odhadnout prvni jeho &ast

[ee]

PO (%14
S Lin) ay, sin "7
n:%»l

nmaxr

sh
Ale protoze vyraz L(n) = ——

nia

8

je omezeny pro‘ vechna n, zbyvs
b
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: . mry . . o . -
Z y, - SiN MI;J , kterda je rovna 0(k%) stejnomérné pro vsechna z,0 < x < ¢
ma-li druhd derivace v, koneénou variaci, coZ je pravé nas predpoklad.

Tim je dokazana celd véta 4,1.

Y. Konvergence sifového FeSeni rovnice pro vedeni tepla

Stejnym zptsobem lze Fesit odhad chyby pfi sitovém YeSeni rovnice pro
vedeni tepla na kone¢né ty¢i:
Pu o u o oo
Pl pro 0 =Zrx=a, 0={[:= w (5,1)
s poddtedni podminkou a okrajovymi podminkami
u(@, 0) = f(x) , f(0) = f(a) = 0.
w(0,1) = 0
u{a, t) =0, (5,2)

Pii sitovém feSeni Gasovy interval oznadme 7 a prostorovy k. Dale oznadme
8 T
h¥

Potom lze stejnym zplsobem jako pro Dirichletv problém na obdélniku
dokéazat vétu:

Yéta 5,1. Pro rovnict (5,1) s hraniénimi podminkami (5,2) plati:

1. Pro kazdé pevné t, 0 <t << o0 konverguje silové Fedeni k presnému jako h?

v v ’ . vig oW g ’ | , v . -

2a predpokladu, Ze proni derivace pocateéni funkce f'(x) mad koneénou variact,

a jako h* za predpolkladu, e tFeti derivace této funkce md konetnow variaci a f = §.

2. Jestlize druhd derivace poédtecni funkce f"(x) md koneénow variact, pak sito-

Jestlize Stortd derivace této funkee ma konetnow variaci, f(0) = [(a) = 0a B = },
pak je tato konvergence Fadu h*.
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Pesome

O CXOJUMOCTN METOJA CETOHR TP PEUIEHHUU 3ATAYN
INPUXJIE 1 3AJIAYY TEMJIOIIPOBOITOCTH

SUADHEKA TPOITA®TOBA (Zdenka Groschaftova)

(Hoctynuao v pegawipmo 19/1 1957 r))

B uepmyo ouepefih B cratne NPOBOJUTCH OlCHKA OWMOKM TPH perICHUN
sapaun Hupuxae B cimywae ypapweunsi Jlaumaca na npsmoyroanuuie me-
TOJIOM CCTOK B 3ABUCHMOCTH OF KPACBBIX YCIOBMIA.

Yeranapnmpaores HOCTaTOuImbLIC YCTOBKHI JJIL TOTO, YTOOL CKOPOCTL ¢X0-
AIMOETH ObLIA MAKCUMANLHONH, 7. ¢. O(h%), rae A -~ Bejmunna mara BuGpaisoil
GOTIRU.

Mpu oncnke pasamualorest ABa BHJE@A CXOAWMOCTH, & HMCHNO: paBHoMeplan
CXOJAMOCTE HA BCEM BaMIITYTOM HPAMOYIOJILHAKE W TIOYTI PaBHOMEpHAs ¢X0-
JUMOCTL BHYTPH DTOrO IPSAMOYPONBHRKA, JULT KOTOPOI jlocTaTodunti Gomee
cralble yeaoBusl.

Jonasaia

Teopema 4, 1. Tycms xpacsvie Gynryqun nenpepuicibl 60 6eexr Y2a080L MOYKAY
npamoyeoaviuka. Toedar

1. Beympu dannoco npaxoyeoasuura crodumes pewenue ypasrenust Jdania-
Ca, NOAYICTINC MCINODOM CCIMOR, K MONHOMY Peulenuio co ckopocmvio b ecau
IOALEO Nepebie NPOU3GoORse kpaceur Pynryud npedemasasiom coboil fynryun
02PANUNCHIL020 UIMCHCHUA,

2, Cxo0usocmy A6ASCMCS  PAGHOMEPIOT HA GCCM 3AMEIYMOM RPAMOY204b-
HuKe, ecau GMOpue NPOUILOUNBIE CYMb FYHKNUL 02PAHUMCNFI020 UIMEHEIUS.

T&HU’IM e (‘,H()(’r()ﬁ()M MOMK1O MCKATb .OI(CUJIKV UHH’TGKH npH peHleHud MeTolom
CeTOR H[)H()H()i"l sajiatn JUrst oJInopoiinoro ypanuenlm T(?]U[OHPOB(ULHUCTH B é.’[}’-
Hae KOHEUIoro CTEPHIRI,

Ilyers kpaesoie yeJoBust Papiist HyJio H IIyeth Hadamnias QyExnus f(x)
paBra 1Yo B 00euX KoHUCBLIX To9RaX, MnrepBasr BpeMenn B ceTie 0boaHavum

Heper T, HPOCTPANCTBeNLI nATepBan uepes A, a oTHoMICHUE B B.

Toraa cupase;insa

Teopema 5.1. 1. I pu wwdom Purcuposannon t, 0 < t << oo crodumes npu-
OAUCENILOC POULCILUe K OYIoMY €O ckopocmuio h?, ecau nepeas npouscodnan
HAYAABHOU PYNEYUL UMeem 02PAHUMCIHOC UIMEHEHUe, & CO CKOpmeblo kY npu
YCAOCUU, 4IRO MPeMbi RPOU3COOHAR MOl PyNKGUL UMEeM 02DANUNCHIOC U3MC-

nenue u umo ff == é
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2, Feau emopas npoussodnas nawasbnol Gynryuil UMECm 02paiutentiioe
usMerenue, mo npubauMicennoe peweitite CX0OUMEs k MOHHoMy o CKopocmbio k?
pasromepro ommocumeavno t, 0 = ¢ = T < oo. Iiean wemeepmas npouseodnas
MO PyYNEUUL UMCEIM 02PAHUNCHIIOEe UBMCHEHUC, CCAU i = § U eCAll 8MOpasL
npoussodnan navaavroil GynEyuu paena Hyaw ¢ 00UL KOHYEGWE MOYKAX, Mo
onucannas cxodumocmy Gydem nopsadra ht. v

Zusammenfassung

UBER DIE KONVERGENZ DER NETZMETHODE
FUR DIE LOSUNG DES DIRICHLETSCHEN PROBLE
UND DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG

ZDENKA GROSCHAFTOVA

(Bingegangen am 19. Januar 1957.)

In dem Artikel wird der Abschitzungsfehler im Zusammenhang mit den
Randbedingungen fiir die Losung des Dirichletschen Problems der Laplace’-
schen Gleichung auf einem Rechteck mit Hilfe der Netzmethode beschrieben.

Es werden die hinreichenden Bedingungen fiir die maximale Schnelligkeit
der Konvergenz bestimmt d. h. O(k%), wo h die Grosse der gewahlten Netz-
masche ist.

Bei der Abschitzung machen wir einen Unterschied zwischen der gleich-
miéssigen Konvergenz auf dem ganzen geschllossenen Rechteck und der fast
gleichméssigen Konvergenz im Rechteck, fur die schwichere Voraussetzungen
gelten.

Es ist der Satz 4,1 bewiesen:

Die Randfunktionen seien in allen Ecken des Rechtecks stetig. Dann gilt:

1. I'm gegebenen Rechteck konvergiert die Netzlésung der Laplace’schen
Gleichung zur genauen Losung genau so wie h?, wenn die ersten Ableitungen
der Randfunktionen eine beschrinkte Schwankung haben.

2. Diese Konvergenz ist auf dem geschlossenen Rechteck gleichmiissig, wenn
die zweiten Ablettungen der Randfunktionen eine beschrinkie Schivankung haben.

Auf gleiche Weise lisst sich die Fehlerabschitzung fiir die Netzlosung der
ersten Randaufgabe fiir die homogene Wirmeleitungsgleichung eines endli-
chen Stabes losen.

Die Randbedingungen seien gleich Null und die Anfangsfunktion f(x) sei
in ihren beiden ¥ckpunkten auch gleich Null. Das Zeitinterval wollen wir mit
7 bezeichnen, das riumliche mit 2 und das Verhiltnis ;:E = f.
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Dann gilt der Satz 5,1:

1. Fir alle festen t, 0 << t << co konvergiert die Netzlosung zur genauen Losung
genaw so wie h* unter der Voraussetzung, dass die erste Ableitung der Anfangs-
funktion eine beschriankte Schwankung hat. Sie konvergiert wie h* unter der Be-
dingunyg, dass die dritte Ableitung dieser Funktion eine beschrdnlkte Schwankung
hat und § = { ist.

2. Wenn die zweite Ableitung der Anfangsfunktion eine beschrinkte Schwan-
kung hatl, dann konvergiert die Netzlosung zur genauen Losung gleichmdssig
fir alle t, 0 <t =T < o0, wie k2. Wenn die vierte Ablertung dieser Funktion
eine beschrinkte Schwankung hat, § = % ist und die zweite Ablettung der An-
fangsfunktion in thren beiden Endpunkten gleich Null ist, dann ist die Konver-
genz von der Ordnung h*.
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