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SVAZEK 5 (1960) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

Ü B E R G R E N Z W E R T E VON F U N K T I O N E N , 
W E L C H E E I N E N D L I C H E S 

D I R I C H L E T ' S C H E S I N T E G R A L H A B E N 

JlNDRICH N E Ö A S 

(Eingegangen am 31. März 1959.) 

I n dieser Arbeit werden die Bedingungen für eine Funktion, welche 
am Rande eines Gebietes definiert ist, angegeben, die ihre Fortsetzung 
auf das ganze Gebiet erlauben; diese Fortsetzung hat ein endliches 
Dirichlet'sches Integral. 

1. E I N L E I T U N G 

Die Theorie der Grenzwerte von Funktionen, die ein endliches Dirichlet'sche-
Integral 1) haben, ist zur Zeit mehr oder weniger abgeschlossen. Die wichtigs 
sten Arbeiten aus diesem Gebiet sind die Arbeiten von S. M. N I K O L S K I J , 
T. I . AMANOV, E. GAGLIARDO, G. P R O D I , L. N. SLOBODECKIJ U. V. M. B A B I C , 
L. d e VITA, G. F R E U D U. D. K R Ä L I K . Die Möglichkeit der Fortsetzung einer 
Funktion, die am Rande des Gebietes definiert ist, auf eine Funkt ion, m i t 
beschränktem Dirichlet'schen Integral, hat in der Variationsrechnung ent­
scheidende Bedeutung. Wenn wir nämlich die Lösung einer elliptischen 
Gleichung zweiten Grades Du — 0 bei vorgeschriebener Bedingung u = f 
am Rande suchen, dann kann z. Bsp. die Variationsmethode der orthogonalen 
Projektion theoretisch und die Methode von Ritz numerisch nur dann ange­
wendet werden, wenn / auf das ganze Gebiet so fortsetzbar ist, dass sie ein 
beschränktes Dirichlet'sches Integral hat . 

2. A B L E I T U N G D E R B E D I N G U N G E N F Ü R D I E R A N D F U N K T I O N 

Wir werden nur ebene einfach zusammenhängende Gebiete Q untersuchen,, 
deren R a n d eine stetige rektifizierbare Kurve von der Länge 2TZ ist. Wir 
werden weiter voraussetzen, dass einfach zusammenhängende Gebiete Qt 

*) I n der französischen und italienischen Literatur wird jetzt für diese Randwerte, 
der Begriff „ S p u r " eingeführt. 
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und Q2 existieren, wobei Q1 c Q c Q c Q2 ist und die Abbildung Z so, dass Z 
das geschlossene Gebiet Q2 — Qx auf den Kreisring A, | ^ r ^ 2 abbildet. 
Wir fordern, dass die Abbildung Z stetig auf .02 — Q± ist und eine stetige 
Inversion Z"1 erfüllt. Wenn wir mit dem Symbol [x, y] die Punkte aus Q2 

und. mit [x', y'] Punkte aus Ä bezeichnen, so setzen wir voraus, dass die Funk­
tionen x' = fx{x, y), y' — fy(x, y), welche die Abbildung Z vorstellen, und die 
Funktionen fä{x', y') = x, y = fx1{x', y'), welche die Abbildung Z-1 represen-
tieren, teilweise stetige erste partielle Ableitungen haben. Wir setzen weiter 
voraus, dass das Bild des geschlossenen Gebietes Q2 — Q der Kreisring K2~ K 
ist und das Bild des geschlossenen Gebietes Q — Qx der Kreisring K — Kx 

ist, wobei K der Kreis mit dem Halbmesser 1 und Kx der Zentrikreis mit K 
und dem Halbmesser \ ist und K2 der Zentrikreis mit K mit dem Halbmesser 
2. Den Punkten am Rande Q entsprechen die Punkte auf dem Kreis r — 1 so, 
dass die ihnen entsprechenden Bögen gleich sind. 

Wir führen nun eine kleine „geometrische" Überlegung durch und beweisen 
folgenden Satz: 

Satz 1. Es sei ein Gebiet Q gegeben, dessen Rand durch eine einzige sich nicht 
schneidende Kurve mit stetiger Tangente bis auf endlich viele Winkelpunkte 
(Wendepunkte werden ausgeschlossen) gebildet ist. Dann gehört Q unserer Klasse 
an. 

B e w e i s . Es seien 0 < sx < s2 < . . , < sn < 2JC die Bögen der entsprechen­
den Winkelpunkte. Wir untersuchen z. Bsp. das Intervall (s^ s2) genauer. 
Wir teilen es in m gleiche Bogenteile durch die Punkte o0 = sx, ax, ..., am = s2 

und jedes der Intervalle (ox, ai+1), i = 0, . . . , m — 1 auf drei gleiche Teile 
durch die Bögen aix, ai2. Durch die Punkte des Intervalles2) (o0, aox) führen 
wir Parallele mit der Winkelachse a0 und durch die Punkte des Intervalls 
<tfo2> ^ n ) führen wir Parallele mit der Normalen im Punkte ax, durch die 
Punkte des Intervalls <cr12, a2x) führen wir Parallele mit der Normalen im 
Punkte a2 usw. bis zu den Punkten des Intervalls <(crm_12, am) durch welche 
wir Parallele mit der Winkelachse am führen. Nun sei P0 der Schnit tpunkt 
•der Geraden, welche durch die Punkte a01 und a02 geht und Px der Schnit tpunkt 
der Geraden die durch die Punk te au, aX2 geht usw. Nun führen wir Gerade 
vom Punk t P0 durch die Punkte des Intervalls (oox, a02) usw. von Px durch 
die Punkte des Intervalls (olx, a12) usw. Wenn einer der Schnit tpunkte im 
Unendlichen liegt, sagen wir Pk, so führen wir durch die Punkte des Inter­
valls (okx, ak2) Parallele mit der Normalen im Punkte ok (resp. mit der Winkel­
achse wenn ak — a0 ist). Das derart gebildetete Geradensystem orientieren wir 
von innen nach aussen des Gebietes Q und die Punkte am Bande bezeichnen 
wir mit den Koordinaten t = e. Wenn e genügend klein ist und m genügend 

2) Der Einfachheit halber bezeichnen wir manchmal den Punkt wie den ihm ent­
sprechenden Bogen. 
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gross und wir die Konstruktion der Geraden auf dem ganzen Rand durch­
führen, wird die Punktmenge mit den krummlinigen Koordinaten [s, e/2] 
den Rand des Gebietes Q1 bilden und die Punktmenge mit den krummlinigen 
Koordinaten [s, 2e] den Rand des Gebietes Q2. Die Abbildung Z, welche durch 

t 
die Beziehungen s — 0, r = - definiert wird, erfüllt nun alle Forderungen 

e 
der Abbildung Z. 

Die notwendige Bedingung für die Fortsetzung der Funktion / auf Q, 

welche am Rande Q definiert ist und dort ein beschränktes Dirichlet'sches 
Integral hat , ist, dass sie am Rande quadratisch integrierbar ist, wie aus den 
Sätzen von S. L. SOBOLEV folgt. Wir setzen also a priori voraus, dass / e L2(Q) 

ist. 

Wir wollen jetzt noch genauer erklären, was wir unter dem Symbol eines-
endlichen Dirichlet'sehen Integrals verstehen. 

Wir sagen, dass die Funkt ion / die auf Q definiert ist ein endliches Dirichlet'­
sches Integral hat , wenn die ersten Ableitungen3) der Funkt ion / auf Q quadra­
tisch integrierbar sind. Symbolisch geschrieben / e W(^(Q). Unter dem Diri-

åQ chlet'schen Integral verstehen wir den Ausdruck I I l -M + i - H 

Mit dem Symbol W(Q) bezeichnen wir den Raum der Funktionen aus-

L%(Q), welche auf Funktionen aus W(i\Q) fortsetzbar sind. 

Grundlegende Bedeutung haben folgende Sätze: 

Satz 2, / Hegt in W(Q) dann und nur dann, wenn sie im W(K) liegt. 
Wir beweisen einen Teil unserer Behauptung. (Der Zweite lässt sich ganz, 

genauso beweisen.) 

Es sei / e W(Q). Dann existiert ihre Fortsetzung, welche wir auch mit / 
bezeichnen, und / e W£\Q), daher ist Um so eher , V£\Q — Qx)- Es sei 
g(x', y') = f(füx(x', y'), fy~

1(x', y')). Mit Rücksicht auf die Beschränktheit de r 
ersten Ableitungen der Funktionen f~l, f~\ erhalten wir g e W{%\K — Kx). 
Es existiert nun eine Funkt ion <p mit stetigen ersten Ableitungen, welche 
in der ganzen Ebene definiert ist und gleich Eins in der Umgebung des Randes. 
K ist und gleich Null in der Umgebung des geschlossenen Kreises Kv Wenn 
wir nun die Definition der Funktion gep so ergänzen, dass sie auf K\ gleich 
Null ist, so liegt sie in W^\K) und ihr Grenzwert ist offensichtlich /. 

Satz 3. / liegt in W(K) dann und nur dann, wenn sie in W(KC) liegt. (Hier 
bedeutet Kc das Äussere des Einheitskreises.) 

3) Die ersten Ableitungen verstehen wir im Sinne von S. L. Sobolev. In unseren 
Erwägungen haben die untersuchten Funktionen die ersten Ableitungen im gewöhnlichen. 
Sinn teilweise stetig, die gleich den Ableitungen im Sinne von S. L. Sobolev sind. 

204 



Der Beweis dieses Satzes erhalten wir direkt durch Anwendung der inversen 
Abbildung. 

Eine Folgerung des Satzes 3 ist folgender Satz: 

Satz 4. / liegt in W(ü) dann und nur dann, wenn sie in W(ÜC) liegt. (Hier 
bedeutet Üe das Komplement von ß.) 

Aus Satz 2 folgt, dass wir uns auf den Einheitskreis beschränken können. 
Nun gilt: 

Satz 5. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass f e W(K) 
co 

ist, ist dass 2 Hat + &&) < °° gilt, wobei 
k=i 

(1) ak — — / f(s) cos hs ds , bk = — / f(s) sin ks ds ist. 
n J n J 

0 0 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Er ist z. Bsp. von R. COURANT 
in seiner Monografie [2] zu finden. 

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass f e W(K) ist, 
ist dass 

2JI 2T. 

/ /[«" + ') 7 ^-,>Jdid-<„ 
0 0 

gilt. 
Der Beweis dieses Satzes ist in dem Artikel von G. F R E U D und D. K R Ä L I K [3] 

gegeben. 

-» 
Satz 7. Es sei f e W(K). Dann ist f [f(s + h) - f(s)f ds < M\h\, wobei M 

o 
eine Konstante ist. 

Der Beweis dieses Satzes ist z. Bsp. in dem Artikel von S. M. N I K O L S K I J 
[4] zu finden. 

2n 

Satz 8. Es existiere eine Konstante M derart, dass f [f(s + h) — f(s)]2 ds < 
o 

< M\h\1+e ist wo e > 0 ist. Dann ist f e W(K). 
Den Beweis findet der Leser im oben genannten Artikel von S. M. N I K O L ­

S K I J . 

Satz 9. Es sei f(s) eine Höldei 'sehe Funktion mit der Potenz -J + e wo e > 0 
ist. (D. h. \f(s + h) — f(s)\ < M\h\i+% M ist eine Konstante.) .Dann ist 

feW(K). 
2n 

B e w e i s . In der Ta t ist f[f(s + h) - /(«)]- ds < 2TCM* \h\1+2E, also ist 

nach Satz 8 / e W(K). 
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Wir wollen nun absolut stetige Funktionen näher betrachten. Bekanntlich 

genügt die absolute Stetigkeit der Funkt ion / nicht dazu, dass / e W(K) ist. 

Ein Gegenbeispiel ha t L. d e V I T A in seiner Arbeit [5] angegeben. Es gilt 

jedoch folgender einfache Satz: 

Satz 10. Es sei / eine absolut stetige Funktion und es sei 

(2) 7\f'(s)\lg+\ns)\ds< oo. 
0 

Dann ist f e W(K) (lg+ |/'(s)| = Max (0, lg \f'(s)\)) . 

B e w e i s . Aus Satz 6.36, Seite 138 der Monografie von A. ZYGMUND [6] 
folgt, dass die Bedingung (2) hinreichend dazu ist, dass 2 \ak\ + IM < °° 

fc=i 
ist, wobei ak, bk die Koeffizienten von Fourier der Funkt ion / nach (1) sind, 

00 

Hieraus folgt, dass die Funkt ion <p(s) = ]> ak sin ks — bk cos ks auf dem 
fc = i 

Einheitskreis beschränkt ist. Nach Satz S. 154 [6] ist die Bedingung (2) 
und die Beschränktheit der Funkt ion ep hinreichend dazu, dass die Gleichung 

231 27t 

\ f/'(«) <p{s)ds = 2 k { a * + b*>gilt und da /f,{s) ^ ds 

0 

Satz 10 bewiesen. 

< oo ist, ist 

Aus Satz 10 folgt eine einfache, für die Praxis anwendbarste hinreichende 

Bedingung für die Zugehörigkeit der Funktion / in die Menge W(K). 
In 

Satz 11. Wenn f absolut stetig ist und wenn j \f'(s)\p ds < oo ist, vjo p > 1 
o 

ist, dann ist f e W(K). 
In 2JI 

Es gilt nämlich | \f'(s)\ lg+ |/ '(s)| ds < —L^ j |/ '(s)|»d$ . 
0 0 " 

B e i s p i e l . Es sei Ü ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenlänge 1 auf 
dessen zwei Seiten / — 0 ist und auf der dri t ten ist f(s) = s a( l — s)a, wo ex > 0, 
0 < s < 1 ist. Dann ist / e W(Ü). Wirklich ist f'(s) = a[s(l - s)]*~i [1 — 2s], 

Es sei 1 < p < — • Wir haben dann 
1 — ex 

i i 

o 

denn es ist (1 — ex) P < 1. 
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3. EINIGE THEORETISCHE ERGÄNZUNGEN 

In 

Aus den Sätzen von SOBOLBV folgt: Wenn / e W(K) ist, dann gilt f |/(<s)|p ds < 
o 

< oo für beliebige p > 1. Wir beweisen einen stärkeren Satz. 
2;i 

Satz 12. .Ss geWe / [f(s + Ä) — /(s)]2 ds < M \h\, wo M eine Konstante ist. 
o 

2jr 

Dann gilt J \f(s)\p ds < oo für beliebige p > 1. 
0 

B e w e i s . Es ist 
2JT 

(3) JUІS + Ä) - /(s)]2 ds =. 4тr ^ Ҝ + Ч) sin2 Ş rg M \h\ 
o fc=1 

(Überall im Weiteren haben ak u. bk dieselbe Bedeutung wie in (1).) Es sei nun \ 

q eine beliebige Zahl 1 

> 1 ist. Aus (3) folgt 

0 

Wir integrieren die Ungleichung (4) nach h von Null bis Eins. Da 

• 2kh 

g eine beliebige Zahl 1 < q < 2. Wir wählen A so, dass 0 < A < 1 und 1 — — > 

B Ш T м 

0 
(&/г)1+л " 2тr2Ä; 

ist, erhalten wir aus (4) 
00 

(5) 2 ! m + ^ ) ^ f MT~rr 
k=\ 

Wir haben weiter: 

I (W* + |6*h) - i IV^r + (^i)'l *"A* ^ 
; ř =i fc=iL 

|2-g 
2 < oo . 

Die Konvergenz der Reihe 2 ( K d ? + IM 3 ) hat die Zugehörigkeit der Funk-
fc»i 

t ion / in Lv(ü) zur Folge, wo 1 = 1 ist. Hiermit ist dieser Satz bewiesen. 

Wir beweisen nun noch folgenden Satz: 
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Satz 13 . Es sei f absolut stetig und J \f'(s)\p ds < oo, wobei 1 < p < 2 ist. Dann 

2JI 

/
— - 3# - 2 

[/(* + Ä) — /(s)]2 ds ^ J f |A| " , wo J_f eine Konstante ist und > 1. 

o 

B e w e i s . Es sei yn = 2 K + bD- Es gilt 
ÍC-Г. 

(6) Yn ^ [ ( J > |a*|)-)« + ( f > |64|)-|«] ( 2 n ~ ^ 9 % • 

Hier ist 1 = 1. Weil die Beschränktheit des Integrals I |/ '(s)|p ds die 

0 
CO 

Konvergenz der Reihe 2 C(̂  K | ) a + (Je \bk\)
q] zur Folge hat , folgt aus (6)„ 

N 
dass yn < —^ ist, wo N eine Konstante ist. Nun gilt 

n a 

2" LTMJ 
fms+h)-f(s)]*ds<.7th*%(al + bl)kz±47i 2 K+&1). CO 
o t « . i r i l fc-i+y 

Wir haben weiter nh2 V (r* ~ y*+i) &2 ^ 2jrA- T ^ — -^ H * , wo -P 
fc-i &=i 

<7+2 

eine Konstante ist. Anderseits ist y r n ^ . < V |A| « , also folgt aus (7), 
2» 1 + [pT|J 

dass / [f(s + A) — /(s)]2 ds ^ J f |A| " ist, wo ./¥ eine Konstante ist . 

o 
n _[_ 2 3T> 2 

Es ist jedoch — = > I, Hiermit ist der Beweis gegeben. 
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S o u h r n 

O HRANIČNÍCH HODNOTÁCH FUNKCÍ, MAJÍCÍCH KONEČNÝ 
DIRICHLETÚV INTEGRÁL 

JINDŘICH NEČAS 

V práci jsou studovány podmínky k tomu, aby funkce /, definovaná na 
hranici rovinné oblasti, byla stopou funkce s omezeným Dirichletovým 
integrálem. 

Резюме 

О ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ФУНКЦИЙ, 
ИМЕЮЩИХ КОНЕЧНЫЙ ИНТЕГРАЛ ДИРИХЛЕ 

И Н Д Р Ж И Х НЕЧАС (ЛшШсЬ МЪсаз) 

Пусть ^ — просто связная плоская область, граница которой предста­
вляет собой простую замкнутую кривую длины 2л. Предполагается, что 
кривая имеет непрерывную касательную за исключением конечного числа 
угловых точек. 

В работе показано, что необходимое и достаточное условие для того, 
чтобы функция /, определенная на границе области О, была следом функции 
с ограниченным интегралом Дирихле, такое же, как в том случае, когда ^ 
является единичным кругом. 

Затем показано, что в случае абсолютной непрерывности функции / 
2л 

условие / |/'(б*)|[тах (0,1§ [/'(5)|)] <--» < °° является достаточным для лри-
о 

веденного выше свойства. 
В заключение обобщается один частный случай теоремы Соболева о по­

гружении. 
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