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SVAZEK 5 (1960) - APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

UBER GRENZWERTE VON FUNKTIONEN,
WELCHE EIN ENDLICHES
DIRICHLET’SCHES INTEGRAL HABEN

JINDRICHE NEGAS

(Eingegangen am 31. Mirz 1959.)

In dieser Arbeit werden die Bedingungen fiir eine Funktion, welche
am Rande eines Gebletes definiert ist, angegeben, die ihre Fortsetzung
auf das ganze Gebiet erlauben; diese Fortsetzung hat ein endliches
Dirichlet’sches Integral.

1. EINLEITUNG

Die Theorie der Grenzwerte von Funktionen, die ein endliches Dirichlet’sche-
Integral’) haben, ist zur Zeit mehr oder weniger abgeschlossen. Die wichtigs
sten Arbeiten aus diesem Gebiet sind die Arbeiten von S. M. NIigowLskis,
T. I. Amarnov, E. Gagriarpo, G. Propr1, L. N. SLoBop®ckiy u. V. M. Basid,
L. de Vira, G. FrEUD u. D. KrALIK. Die Moglichkeit der Fortsetzung einer
Funktion, die am Rande des Gebietes definiert ist, auf eine Funktion, mit
beschranktem Dirichlet’schen- Integral, hat in der Variationsrechnung ent-
scheidende Bedeutung. Wenn wir namlich die Losung einer eclliptischen
Gleichung zweiten Grades Du = 0 bei vorgeschriebener Bedingung u = f
am Rande suchen, dann kann z. Bsp. die Variationsmethode der orthogonalen
Projektion theoretisch und die Methode von Ritz numerisch nur dann ange-
wendet werden, wenn f auf das ganze Gebiet so fortsetzbar ist, dass sie ein
beschranktes Dirichlet’sches Integral hat.

2. ABLEITUNG DER BEDINGUNGEN FUR DIE RANDFUNKTION

Wir werden nur ebene einfach zusammenhéngende Gebiete (2 untersuchen,
deren Rand eine stetige rektifizierbare Kurve von der Linge 27 ist. Wir
werden weiter voraussetzen, dass einfach zusammenhingende Gebiete 2,

1) In der franzdsischen und italienischen Literatur wird jetzt fir diese Randwerte
der Begriff ,,Spur eingefiihrt.
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und 2, existieren, wobei 2, c 2 ¢ @ c Q, ist und die Abbildung Z so, dass Z
das geschlossene Gebiet 2, — 0, auf den Kreisring 4, } = r = 2 abbildet.
Wir fordern, dass die Abbildung Z stetig auf Q, — 2, ist und eine stetige
Inversion Z-! erfiillt. Wenn wir mit dem Symbol [z, %] die Punkte aus 2,
und mit [z’, y’] Punkte aus A bezeichnen, so setzen wir voraus, dass die Funk-
tionen x’ = f.(2, ), ¥’ = f,(, y), welche die Abbildung Z vorstellen, und die
Funktionen f; (2, ') = x, y = [z (2, y’), welche die Abbildung Z-! represen-
tieren, teilweise stetige erste partielle Ableitungen haben. Wir setzen weiter
voraus, dass das Bild des geschlossenen Gebietes Q, — 2 der Kreisring K, — K
ist und das Bild des geschlossenen Gebietes 2 — @, der Kreisring K — K,
1st, wobei K der Kreis mit dem Halbmesser 1 und K, der Zentrikreis mit K
und dem Halbmesser 4 ist und K, der Zentrikreis mit K mit dem Halbmesser
2. Den Punkten am Rande £ entsprechen die Punkte auf dem Kreis 7 = 1 so,
dass die ihnen entsprechenden Bogen gleich sind.

Wir fithren nun eine kleine ,,geometrische* Uberlegung durch und beweisen
folgenden Satz:

Satz 1. Es sei ein Gebiet O gegeben, dessen Rand durch eine einzige sich nicht
schneidende Kurve mit stetiger Tangente bis auf endlich wviele Winkelpunkte
( Wendepunkte werden ausgeschlossen) gebildet ist. Dann gehirt 2 unserer Klasse
an.

Beweis. Es seien 0 < s; <C sy, < ... < 8, < 27 die Bogen der entsprechen-
den Winkelpunkte. Wir untersuchen z. Bsp. das Intervall {s;, s,> genauer.
Wir teilen es in m gleiche Bogenteile durch die Punkte o, = 8, 0y, ..., 6, = 8,
und jedes der Intervalle {oy, 0,4, ¢ =0,...,m — 1 auf drei gleiche Teile
durch die Bogen ¢y, ;5. Durch die Punkte des Intervalles?) (o, 0, fithren
wir Parallele mit der Winkelachse o, und durch die Punkte des Intervalls
{049, 011> fithren wir Parallele mit der Normalen im Punkte o, durch die
Punkte des Intervalls {oy,, 05> fithren wir Parallele mit der Normalen im
Punkte o, usw. bis zu den Punkten des Intervalls <{o,_y 4, omy durch welche
wir Parallele mit der Winkelachse o, fithren. Nun sei P, der Schnittpunkt
der Geraden, welche durch die Punkte ¢y, und oy, geht und P, der Schnittpunkt
der Geraden die durch die Punkte o,,, oy, geht usw. Nuan fithren wir Gerade
vom Punkt P, durch die Punkte des Intervalls {oy,, 0ps> usw. von P, durch
die Punkte des Intervalls (o, ;5> usw. Wenn einer der Schnittpunkte im
Unendlichen liegt, sagen wir P, so filhren wir durch die Punkte des Inter-
valls {0}, 0,5 Parallele mit der Normalen im Punkte o, (resp. mit-der Winkel-
achse wenn o, = ¢, ist). Das derart gebildetete Geradensystem orientieren wir
von innen nach aussen des Gebietes Q und die Punkte am Rande bezeichnen
wir mit den Koordinaten ¢ = ¢. Wenn ¢ geniigend klein ist und m geniigend

2) Der Einfachheit halber bezeichnen wir manchmal den Punkt wie den ihm ent-
sprechenden Bogen.
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gross und wir die Konstruktion der Geraden auf dem ganzen Rand durch-
fithren, wird die Punktmenge mit den krummlinigen Koordinaten [s, &/2}
den Rand des Gebietes 2, bilden und die Punktmenge mit den krummlinigen
Koordinaten [s, 2¢] den Rand des Gebietes Q,. Die Abbildung Z, welche durch

¢
die Bezichungen s = @, r = - definiert wird, erfiillt nun alle Forderungen
&€

der Abbildung Z.

Die notwendige Bedingung fiir die Fortsetzung der Funktion f auf £,
welche am Rande £ definiert ist und dort ein beschranktes Dirichlet’sches
Integral hat, ist, dass sie am Rande quadratisch integrierbar ist, wie aus den
Sétzen von S. L. SoroLEV folgt. Wir setzen also a priori voraus, dass f e LZ(Q)
ist.

Wir wollen jetzt noch genauer erkliren, was wir unter dem Symbol eines
endlichen Dirichlet’schen Integrals verstehen.

Wir sagen, dass die Funktion f die auf 2 definiert ist ein endliches Dirichlet’-
sches Integral hat, wenn die ersten Ableitungen?) der Funktion f auf 2 quadra-
tisch integrierbar sind. Symbolisch geschrieben fe W(Q). Unter dem Diri-

- 2 - 2
chlet’schen Integral verstehen wir den Ausdruck f [(gi) + (i/) } de.
2

.
%y

Mit dem Symbol W(.Q) bezeichnen wir den Raum der Funktionen aus

L,(9), welche auf Funktionen aus W{"(£2) fortsetzbar sind.
Grundlegende Bedeutung haben folgende Satze:

Satz 2, f liegt in W( .Q) dann und nur dann, wenn sie tm W(K ) liegt.

Wir beweisen einen Teil unserer Behauptung. (Der Zweite lasst sich ganz
genauso beweisen.)

Es sei fe W(!L"). Dann existiert ihre Fortsetzung, welche wir auch mit f
bezeichnen, und fe W (L), daher ist um so eher , V(R - Q,). Bs sei
g, y’) = f(fs 5@, '), f, (@', y')). Mit Riicksicht auf die Beschrinktheit der
ersten Ableitungen der Funktionen f=;, f-. erhalten wir ge W{"(K — K,).
Es existiert nun eine Funktion ¢ mit stetigen ersten Ableitungen, welche:
in der ganzen Ebene definiert ist und gleich Eins in der Umgebung des Randes
K ist und gleich Null in der Umgebung des geschlossenen Kreises K,. Wenn
wir nun die Definition der Funktion gg so erginzen, dass sie anf K, gleich.
Null ist, so liegt sie in W§P(K) und ihr Grenzwert ist offensichtlich f.

Satz 3. f liegt in W(f( ) dann und nur dann, wenn sie in W(I.(' o) liegt. (Hier
bedeutet K, das Aussere des Einheitskreises.) .

3) Die ersten Ableitungen verstehen wir im Sinne von S. L. Sobolev. In unseren
Erwigungen haben die untersuchten Funktionen die ersten Ableitungen im gewdhnlichen.
Sinn teilweise stetig, die gleich den Ableitungen im Sinne von S. L. Sobolev sind.
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Der Beweis dieses Satzes erhalten wir direkt durch Anwendung der inversen
Abbildung.

Eine Folgerung des Satzes 3 ist folgender Satz:

Satz 4. f liegt in W(Q) damn und nur dann, wenn sie in W(Qc) leegt. (Huer
bedeutet Q, das Komplement von £.)

Aus Satz 2 folgt, dass wir uns auf den Einheitskreis beschrinken kénnen.

Nun gilt:

Satz b. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass fe W(K )

0
ist, ist dass > k(g -+ b}) < co gilt, wobei
k=1

B 2 27
(1) a, = :];«ff(s) cosksds, b, = %ff(s) sin ks ds  st.
[ 0

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Er ist z. Bsp. von R. CouraNT
in seiner Monografie [2] zu finden. ,

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass fe W (K ) #st,

18t dass
2% 2m

ff[f(g» *“)jf“”"“]'dtdw@o
0 o
gelt.

Der Beweis dieses Satzes ist in dem Artikel von G. Freud und D. KRALIK [3]
gegeben.

. 2x
Satz 7. Es sei fe W(K). Dann ist [[f(s + h) — f(5)]?ds = M|h|, wobei M
0

eine Konstante ist.
Der Beweis dieses Satzes ist z. Bsp. in dem Artikel von 8. M. NIKOLSK1J
[4] zu finden.

2
Satz 8. Es existiere eine Konstante M derart, dass [[f(s + h) — f()]?ds =<
0

< M|BP*® ist wo & > 0 ist. Dann ist | € W(K).

Den Beweis findet der Leser im oben genannten Artikel von 8. M. NIkoL-
SKIJ,

Satz 9. Es sei f(s) eine Holder'sche Funktion mit der Potenz % 4 ¢ wo ¢ > 0
tst. (D. h. |f(s + h) — f(s)| = M|h|***, M ist eine Konstante.) -Dann st
fe W(K). ,

' 2n
Beweis. In der Tat ist [[f(s -+ k) — f(s)]* ds = 22 M2 |h[**?%, also ist
0
nach Satz 8 f e W(K).
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Wir wollen nun absolut stetige Funktionen niaher betrachten. Bekanntlich
geniigt die absolute Stetigkeit der Funktion f nicht dazu, dass fe W(f() ist.
Ein Gegenbeispiel hat L. de ViTa in seiner Arbeit [5] angegeben. Es gilt
jedoch folgender ecinfache Satz:

Satz 10. Es set | eine absolut stetige Funktion und es sei

2 [l g ) as < oo,
Dann ist f ¢ W(K) (g* |f/(s)] = Max (0,1g |f(s)])) -

Beweis. Aus Satz 6.36, Seite 138 der Monografie von A. Zvemuxp [6]
folgt, dass die Bedingung (2) hinreichend dazu ist, dass i[akl + |by] < ©
ist, wobei a,, b, die Koeffizienten von Fourier der Funktig:ll f nach (1) sind,
Hieraus folgt, dass die Funktion ¢(s) = kilak sin ks — by cos ks auf dem

Einheitskreis beschrinkt ist. Nach Satz 8. 154 [6] ist die Bedingung (2)
und die Beschrinktheit der Funktion ¢ hinreichend dazu, dass die Gleichung

ff’(-%‘) p(s) ds
0

Aus Satz 10 folgt eine einfache, fiir die Praxis anwendbarste hinreichende
Bedingung fiir die Zugehorigkeit der Funktion f in die Menge W(K ).

2n
1 , 2 )
- ;ff (8) p(s) ds = z k(a2 + b2) gilt und da
I . -1

< oo ist, ist

Satz 10 bewiesen.

2r
Satz 11. Wenn | absolut stetig ist und wenn [ |f'(s)|r ds < oo ist, wo p > 1
. 0
ist, dann st | e W(K).

25 27
Es gilt néimlichflf’(s)] Igt|f'(s)| ds = ;j—i«iflf’(s)’p ds .
0 ' [V

Beispiel. Es sel £ ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenlinge 1 auf
dessen zwei Seiten f = 0 ist und auf der dritten ist f(s) = s*(1 — s), wo & >0,
0 < s = 1ist. Dann ist f ¢ W(L2). Wirklich ist f'(s) = afs(1 — s)]¢—1[1 — 2s].

Esseil < p < T Wir haben dann

1 1 :

, _ 1 1 '
f]f (8)]7 ds =< 3ra» fs(l‘“”’ T )= ds < o0, .
0 0

denn es ist (1 — &) p << L.
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3. EINIGE THEORETISCHE ERGANZUNGEN

. 27
Aus den Satzen von SoBoLkv folgt: Wenn f e W(K) ist, dann gilt [ [f(s)|? ds <
0

< oo fiir beliebige p > 1. Wir beweisel\l einen stirkeren Satz.
2n
Satz 12. Es gelle [[f(s + h) — f(5)]*ds = M ||, wo M eine Konstante ist.
0

2r .
Dann gilt [ [f(s)|? ds << oo far beliebige p > 1.
0
Beweis. Es ist

=]

@) f[}(s Ry — f(s)]2ds = 4,«:2 (a2 + b2) sint % < Mh|.

k-1

(Uberall im Weiteren haben a;, u. b, dieselbe Bedeutung wie in (1).) Es sei nun
g eine beliebige Zahl 1 < ¢ < 2. Wir wihlen A0, dass 0 << 2 < 1und 4 3 { >
> 1ist. Aus (3) folgt

, ., kb
@ ) s 2
(4) kz:lkl+x(a'§: + b%) (Iﬁ/h)l'”' = 475 |hl_l

Wir integrieren die Ungleichung (4) nach & von Null bis Eins. Da,

1

Jsin2 5 - 1
(kh)r+ dh = 2k

, 0
ist, erhalten wir aus (4)

S 1 =Ty 1
(5) ;k(a;w;ﬂ)_,.z*ul__l.

Wir haben weiter:
® o 2 a e
Z a4 by (k*a2)® 4 (Wb2)2 | k2 <
~ —~ ]c

d gz *f=® £ © -9 |2-2
é [(2 k}‘aﬁ?c)2 + (2 klbi) 2] [2‘ k Az*a] ’ < o
k=1 k=1 | Lk=1

@

Die Konvergenz der Reihe  (
oy

Ay

T 4 |b,|9) hat die Zugehorigkeit der Funk-

. . - 1 1 . TR .
tion f in L,(2) zur Folge, wo m + 7 = 1 ist. Hiermit ist dieser Satz bewiesen.

Wir beweisen nun noch folgenden Satz:
{
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© o 2m . '
Satz 13. Es sei f absolut stetig und [ |f'(s)|? ds < oo, wobei 1 < p << 2 ist. Dann
0

3p-2 2

istf[f(s 4 h) — f(s)]2ds < M k| * , wo M eine Konstante ist und i——;}—— > 1.
0

Beweis. Hs gei y, = Z (a2 + 02). Es gilt

(6) y,.f_:‘[(én(k Iak\)«)% ' ( >, (kb )]( s lzq)q‘?}'.

\ken Jrg_2

S

.o 1 1 . . i
Hier ist 7 - = 1. Weil die Beschrinktheit des Integrals f If'(s)]? ds die
[

Konvergenz der Reihe 2 [(k |ax)? + (k |6))9] zur Folge hat, folgt aus (6).
k=1

,
5 ist, wo &V eine Konstante ist. Nun gilt

[l .
f [{(s + k) — f(s)]* ds = mh2 Z @ +o)k+4n 2 (@ +0). (7)

i
(]

dass y, =

L Al

[ o

Wir haben weiter nh? Z Ve — Ver) k2 < 27h2 Z yik =Pkl , wo P
k=1

k=l

o

a+2
eine Konstanbe ist. Anderseits ist 7, [1] <N k| e, also folgt aus (7),

(k]
2

a+!
dass f[fs 4+ k) — f(s)]*ds = M |h| ° ist, wo M eine Konstante ist.

2 3p — 2
Es ist jedoch 7 ;— —p—p —— > 1. Hiermit ist der Beweis gegeben.
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Souhrn

0 HRANICNICH HODNOTACH FUNKCI, MAJICICH KONECNY
DIRICHLETUV INTEGRAL

JinpiicH NE¢AS

V prici jsou studovany podminky k tomu, aby funkce f, definovansd na
hranici rovinné oblasti, byla stopou funkce s omezenym Dirichletovym

integralem.

Peswwme

O TPAHNYHBIX 3HAUENUAX OYHKIUN,
UMEOIUX HOHEYHBIWN UHTETPAJ JUPUXIIE

MHOIPHNX HEYAC (Jindfich Nedas)

Ilycrs £ — upocto cBA3HAA IyIocKad o6jacTh, TpadBNa KOTOPOH mpelcra-
BIsIeT cOGOM LPOCTYI0 BAMKHYTYIO KpuBylo Juimubl 2z [Tpemmomaraercs, uto’
KpHBas MMeeT HeIPePHIBHYI0 KACATeIbHYIO 33 UCKIIOYEHHEM KOHEYHOI'O YMCIIa
yI‘.TI()BI:[X' TOYEK.

B pa6ore mokxasano, 4T0 HEOOXOXMMOC W JAOCTATOYHOE YCJOBHE JJIA TOTO,
qro0nl yHKUUA f, onpefiesieHHAas Ha rpanune obiacty £2, Oputa cienoM QyHROUN
¢ OFpanpueHHEIM HHTErpasioMm [Inpuxie, TaKoe ke, KAK B TOM ciIydae, KOTHa &
ABNACTCA eJUHMYHEIM KPYTOM.

dareM IOKA3aHO, WTO B cAyYae a0COMIOTHON HENpepHIBHOCTE (yHKImA f

2n
yCIIoBHE f]f’(s)|[max (0, Ig {f'(s)])]1 ds < oo sBAAeTcs pOCTATOYHBIM JUIA 1PH-
1}

BeJEHHOTO BHIIIE CBOKCTBA.
B sawmioyenne o6o6imaercs OXMH YacTHBIL cirydail Teopemsl CofosieBa 0 HO-

IpY;KeHHH.
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