Aplikace matematiky

Vladimir Maly
Srovnévani spolehlivosti metod pro zjistovani pfitomnosti mikrobi
Aplikace matematiky, Vol. 5 (1960), No. 4, 272-281

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102714

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1960

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102714
http://dml.cz

SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

SROVNAVANI SPOLEHLIVOSTI METOD PRO ZJISTOVANI
PRITOMNOSTI MIKROBU

Veoapmmirn MALY
(Doslo dne 21. ¥jna 1959.)

Préce se zabyva statistickou analysou tdaju o pritomnosti uréitého
znaku A (dichotomické tfidéni) u prvki vybéru.

0. Tato prace podava zobecnéni problému srovnani uéinnosti dvou metod
wzivanych v mikrobiologii k stanoveni piitomnosti zarodkd [1]. Zobecndni
je provedeno pro &tyfi metody; srovnani péti, ptip. vice metod se v praxi
vyskytne zfidka, aviak vysledky a vypodty v této praci uvedené je mozno
snadno zobecnit pro libovolny podet metod.

Matematicks odvozeni jsou oviem nezavisla na namétu, jenz byl (v analogii
s praci [1]) vybran z mediciny. Metoda je stejné pouiitelnd nap¥. v chemii
pii zjistovani piitomnosti prvkd nebo sloudenin dvéma nebo vice metodami,
v zemédélstvi (nap¥. piitomnost uréitého biogenniho prvku v zemi) a pod.
Autor se piirozené pii stanoveni podminek pouzitelnosti metody a pii inter-
pretaci vysledk drzel namétu mikrobiologického.

1. Pri nékterych mikrobiologickych vySetfenich je tieba stanovit, zda
urdity druh mikrobu je nebo neni pfitomen v uréitém prostiedi. K tomu
tdelu se provede fada odbért (vytéry, vyjmuti édsti tkdné apod.), jez budeme
v dalsim nazyvati ,,piipady”. U kazdého piipadu provadime zjistovani pii-
tomnosti mikroba ¢tyfmi metodami, jeZ nazveme M, az M,. Zkoumani pro-
vadime u N piipadi, jeZ predstavuji vybér z populace, v niZ relativni etnost
positivnich p¥ipadt je p; pro téchto N piipadi mame 4N vysledkd, po N
od kazdé metody. Profettené piipady tvoif homogenni skupinu (jde napi. o
odbéry provedené pacient@im, u nichz byla klinicky diagnostikovina ur-
¢itd choroba), o niz mizeme predpoklidat, %e je ndhodnym vybérem ze
souboru vyse zminéného.

Je ziejmé, Ze kazdy pifpad, v némi alesponl jedna metoda dala positivni
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vysledek, nutné musi byt positivni; je-li piipad negativni, Zédnd z metod
nemtize poskytnout positivni vysledek.

Pritom predpoklidame, Ze zkoumany mikrobiologicky material je homogenni
vzhledem k metodam, tj. p¥i pridélovani materialu (napf. naotkovani na Zivnou
padu) nemize nap¥. jedna plotna, pfipravend metodou M,, dostat material
bez mikrobt a druhd, pripravend metodou M,, dostat material s mikroby.
RovnéZz odbéry nemusi byt od riznych osob (muZe byt napi. nékolik vytéra
od jedné osoby}), nebot — z mikrobiologického stanoviska — nelze predpokla-
dat, Ze by u uréité osoby néktera z metod méla selhdvat dastéji nez jina.

Uvedené predpoklady jsou prakticky ve viech ptipadech, kdy se mikro-
biolog setkd s uvedenym problémem, splnény.

Ukolem je z nvedenych N pifpadt stanovit odhad pravdépodobmosti p,,
%e pritommnost daného mikroba bude prokazina metodou M;, a soutasné
odhadnout hodnotu p; tyto odhady budeme znadit p; resp. p.

2. Z celkového podétu N piipadt oznadime r podet téch piipadi, u nichz
viechny ¢lyii metody daly negativni vysledek; z nich m je potet skuteénd
negativnich pfipadi a n pocet pripadd positivnich, u nichZ viechny détyti
metody selhaly a ani jedna z nich ptitomnost mikroba neprokdzala.

Celkem se ndm pifpady rozpadaji do 17 = 24 4 1 skupin; &etnosti a pravdé-
podobnosti vyskytu piisluiného ptipadu jsou uvedeny v tab. 1

Tab. 1. Cetnost a pravdépodobnost vysledkii.

i
Vysledek metody:

_ i - ——|  Cetnost: Pravdépodobnost:
M, M, | M, M, (
-+ + 4+ - a PP1P2P3Py
. + | 4 by (1 — 1) Papspy
+ -+ 4 by PPl — P3) Papy
+ + | - -} bg PP1Pa(l — py) 2y
+ -+ —_— b,l P?ﬂlf)gpa(l px{)
+ + | - - ‘12 pppa(l — po)(1 — py)
o+ _ . — €3 ppi(1 — pg) Pa(l — py)
+ - = -+ Cq PPyl — Pa)(l —~ p3) 1y
- o F - Cay (L — py) papy(l — py)
- + 0 — - Coq Pl — py) pol — P3) 1y

|- — X 1 Cyy ] p( — Pl — 2,) pspy
I l A &L e =) S (1 py
- + - ‘ dy Foop(l— ) Dot — p)(1 — m) !
— — + — dy p(l — p})(l D) py(l — f
— - - 4 d, p(L— p)( — p)(1 — py )P4 !
- — - — [ (+) 'n} , (L — p WL = pa)(L = pg)(1 — py)
— — ‘ - — (—) m ) 1—p

|
|
l N ] 1




Odhady p a p, stanovime z vérohodnosti funkce L, je# je — aZ na multi-
plikaéni konstantu — rovna soudinu pravdépodobnosti uvedenych v poslednim
sloupei tab. 1 umocnénych piisluinou detnosti. Z derivaci

_a].ogLTO, i=1,23,4,
op;
plyne
W l_piS“-Sp:K’ 1=1,2 3,4,

Pi
kde S,. je podet piipadt, u kterych M, ukdzala piitomnost mikroba a S,_
podet prokdzand kladnych pifpadi, kde M, selhala (t]. S;. +S;_ =N — ) a
(2) K= rp(l — p)(1 — P)(1 — p)(L —py) )
Pl —p)(L = p)(1 = ps)( —po) +1—p

Vzhledem k tomu, Ze prava strana rovnice (1) nezavisi na ¢, dostdvidme

a _P_g o SH—

@) i Sit
a tedy

(4) PriPai PPy == Sy i85 8 18y,
Polozime-li

0 lgg_li —0,
op
dostaneme
Ny P — (1 —p)(1 — py){1 — p5)(1 — p,)]

(1 — p)(1 — )1 — p)(1 — pg) +1 —p~
Pouzijeme-l oznadeni
{5) C=1—(1—p)1—p)1—p)1—1p,),

{ptidemz 0 << C < 1, pokud neni nékteré z p; rovno jedné nebo pokud viechna
P, nejsou rovna nule) bude

_ (1 —0)
(6) ‘ K= 1 — pC
a
z ¢ehoz dostdvame maximalné-vérohodnostni odhad
R N —7r
8) P = “NO

rovnice (8) tedy vyjadiuje p jako funkei viech p,.
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Maximalné-vérohodnostni odhady p, p, ziskime tedy reenim soustavy
rovnic (1) a (8), pritem¥ vime, %e odhady p, musi spliovat vztah (4). Protoze
ale p < 1, musi étvetice odhadt $; vyhovovat podmince

- . . . Lo N —r

(9) O =1 (1= p)(1 — Pl — Po)(1 — ) =~
3. Maximdilné-vérohodnostni odhad pravdépodobnosti binomického roz-
déleni je — jak zndmo - ddn podilem frekvence zkoumané alternativy

a celkového podtu pozorovani. Vyse uvedend pozorovani si rozloZime do péti
jevil, které budeme na chvili uvaZovat oddélend, bez vzijemné souvislosti.
Pomoci této tvahy stanovené odhady budeme oznadovat p¥ a p*; ukdZeme,
v jakém vztahu jsou tyto odhady k velid¢indm p; a p, predstavujicim fedeni
rovnic (4) a (8).

Z celkového poétu N piipadt je s = N — m positivnich, tj.

8
% . O .
p N)

z celkového podtu s positivnich piipadu bylo S, positivnich vysledkii ziskanych
metodou M, (pouzivame zjednoduseného oznadeni 8, misto S,,, ziejmé je
S;.=N—7r—8,), tedy

4. UkéZeme nyni, Ze hodnoty pj a p* jsou feSenim rovnic (1) a (8). Pro
zjednoduseni pouZijeme vyrazu C*, co% je velidina dana vztahem (5), kam bylo
dosazeno p} za p,.

Z rovnice (1) se snadno odvodf — po dosazeni za S,_ — vztah
(1) ' %:—N~r+K;
dosazenim p¥ = 8,/s za p, do této rovnice dostavime
N—yr+K-=3
a vzhledem k tomu, ze s = N — m a r = m -+ n, koneénd
K=nmn.
Maji-li byti hodnoty p; feSenim rovnice (1), musi tedy nutné byt K = n.

Z rovnice (8) dostdvame

s N—r
10 o O o T T
19) PPENT NG
je-li p* a p¥ Yelenim rovnice (8), z ehoz
s N—r
s
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Dosadime-li C* za C a p* za p do (6), dostaneme opét
K=n.

Jestlize nyni s vyhovuje rovnici (10), vidime ihned, Ze

pr =
Rovnici (10) je moZno zfejmé psat ve tvaru
sC* —= N —r,

z ¢eho¥ po vynasobeni s® dostavdme rovnici tfetiho stupné pro jednu nezna-
mou §

(12) D) = (s — S)ls — Su)ls — Sp)ls — 8,) — s¥s — N 4-7) = 0.

Stanovenim s je dano m a timin a p, a p.

Z rovnic (11) plyne:

a) p; = 1 jen pro 8; = N — m, tj. musi byt n = 0 (a tedy r = m);

by p,=0pro 8, =0.

K rovniei (12) v8ak mlZeme dojiti pfimo touto tvahou: podet negativnich
vysledkl (r) je roven soudtu skuteéné negativnich piipadit (m) a téch posi-
tivnich piipada (s), u nichZ selhaly — s pravdépodobnosti 1 — C* — viechny
¢tyti metody, .

7= s(1 — pf)(1 — pI)(1 — p)(L — pi) + m.

Dosadime-li za p¥ a polozime-li m = N — s, dostaneme rovnici {12). Protoze

ale vZdy je s == N a uvaZovand hodnota s spliiuje vztah (10) — nebot je z ného

vypoltena — je i = 1 a tedy vztah (9) je splnén.

N —r
5. Je tedy nutno stanovit hodnotu velifiny s, jeZ je koFenem rovnice (12);
" tuto rovnici prepiseme ve tvaru

Provedme oznadeni metod tak, Ze je 0 = §; = 8§, = 83 = 8, = N. Protoze s
musi byt nejméné rovno nejvétiimu z S, a mize byt nejvyse rovno N, zajimajf
nés jen ty kofeny rovnice (12), jez leZi v intervalu (S, N).

Vimnéme si nejprve nékterych specialnich piipadi.. Je-li S, =N, je i
§=8y=N.Pro S, << N jesz=8; mali byt s = §,, musi byt S, =N — r,
coZ znamend, %e vysledky metod M, M, a M, jsou positivni jen u positivnich
vysledki M,.

Rovnici (12') prepiSeme na tvar
o) =[(N —7r)— (S, + 8, + 8, + 8] 2 + (S8 + 885 + 8,8, -+

+ 8,8 -1 858, 4 8,8,) a2 — (8,8,8; + 8,88, -+ 8,88, +
+ 8,88 & + 88,88, = 0.




Koeficient u 2® je vidy = 0; rovnost vSak nepfichdzi prakticky v tvahu.
Znamenalo by to totiZ, Ze u Zaduného piipadu by nesmély byt Zidné dvé
metody positivni, tj. kazdy piipad by byl positivni pouze pro jednu metodu.
Tento piipad absclutniho nesouhlasu mezi metodami nebudeme v dalsim
uvazovat.

Stanovime nyni potet kofent rovnice (12) vétsich nez 8. Je
13 7 YA
o(8y) = — S3(Sq — N +7);

protoZe ale 8, << N — r(S; = N —r je diskutovano vyse), je ¢(S,) > 0.
Pro & — o0, vzhledem k tomu, e koeficient u 23 je zdporny, mame ¢(x) — — 0.
M4 tedy @(x) v intervalu {S,; c0) nejméné jeden realny koien.

Piedpokladejme, Ze rovnice (12) ma tii realné koleny > S, oznadme
je @y, T4, ¥y MiZeme pak psiti (x) pomoci kotenovych ¢initelit ve tvaru
(13) ) = Al — )@ — @)@ — ) ,
kde

4= (N - 7‘) - (‘8'1 + Sz -+ S:& + S4) .

Vztah (13) rozepifeme podle mocenin 2 a srovname koeficient linedrniho ¢lenu
a absolutni &len s obdobnymi éleny rovnice (12'). Dostaneme
— (81859 -+ 818,58, + 8858, + 8u8:8,) = A(wyw, + 22y + 2a%5)
518,8,8, = A(— w2x,) .
Deélenim téchto dvou rovnosti dostavdme vztah
1 1 1 1
se e s T
Podle predpokladu vak z; > S, tj. obecné bude x;, > S, pro ¢ = 1, 2, 3 (nebot
rovnice (12') nemd trojnasobny kofen) a tedy
11
<

€ i

1 1
e
1

1
x z, Ty

z ehoz ihned plyne, Ze vySeuvedend rovnost souéttt 1/S; a 1/2, neplati. M4 tedy
rovnice (12') pravé jeden redlny koten vétsi nez Sy ,

Hledejme podminku, pro kterou tento kofen je = N. ProtoZe ¢(8,) > 0,
bude uvazovany koten = N v ptipadé, Ze ¢(X&) bude ziporné nebo rovno
nule. Z podminky

V) = (N = S — S)(V — SN — 8 — N =0
plyne, Ze — pro dané hodnoty S, a N — musi byt hodnota » ,,pfiméfend
velikd®, totiz
(N — S — S)I — SN — 8

(14) o= _N‘;‘ .
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Uvazujme uréitou pétici disel S, S;, §;, S, N. Jestlite metody M; maji
hodné souhlasnych vysledkt, tj. positivni vysledky se prekryvaji, bude r
velké. Cim vice se viak metody ve vysledcich budou ligit, tim je  menf a tedy
stanoveni p je obtiznéjsf, pro urditou miru neshody pak nemozné (viz (14)).

6. Z celkového podtu 4(N — m) moznych positivnich vysledki bylo skutetns
positivnich §; + 8, + 83 + 8, = H, tj. relativni detnost positivnich vysledk
u dané ¢tvetice metod je

- o
AN —m)

Utinnost dané &tvefice metod je dana pravdépodobnosti P, %e positivni
piipad bude alespoii jednou z metod oznaden jako positivni; pravdépodobnost
selhdni vSech étyl metod je ale 1 — C a tudiz P = C.

Z uvazovanych &tyf metod pochopitelnd zvolime onu s maximilnim p,
(tj. s maximalnim 8,) pro pouiivani v rutinni praxi. Srovnani dvou metod
(zda jedna je statisticky vyznamné lepsi neZ druha) se provede — nezdvisle
na ostatnich metodach — podle [1].

. Polozme si hypothesu, Ze p;, = p, = konstanta (0 << p,, << 1) . Anulo-
vanim derivace logaritmu vérohodnostni funkce podle p a p,, dostaneme
(analogicky jako v odst. 3) jednak

dlogL, N —r (1 — pp)* — 1]

e T T .= 0,
ap y2 ! Pl —py)* +1—p
z Gehoz
. N —7r
=4 —_— U

e PN = (=)

jednak

a6 olgl H MN-—n) I prd —pw®

apM T Pu 1— 9y Pl — pyp)* - 1— P ’

kde H je celkovy potet positivnich vysledkd pro viechny étyii metody u viech
N — m prokdzané positivnich piipadt a 4(N — r) — H je obdobny podet
negativnich vysledkt. Jmenovatel posledniho zlomku v rovnici (16) je moZno
psat — jak plyne z (15) —

N —r
L—pll = (1 —py)fl=1——5—
’
N
Rovnici (16) pak pifeme
M AN =)= aNa — py)y
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a po dosazeni za P

H HN-=—n=H 4N 51— py°

oM 1 — pum T )t
Po vynasobeni pu(l — Pa)ll — (1 — p,)Y dostévame vztah
(17) HE — (1 = Py)'] = 4p (N — ),

co% je rovnice t¥etiho stupné pro py(+ 0).

Z rovnice (17) plyne
(18) Py — 405 + 6Py — 4 [1 — ﬂiﬁ] =0,

plicemz

protoZe musi byt
(19) N—r=<H=4N 7).
Koteny rovnice (18) najdeme rozborem funkce
P(Pa) = Par — 4P + 6par = Pu(Pi — 4pu -+ 6)
pfidemz se pochopitelnd omezime jen na interval (0; 1).
Funkee ¢(py) nems ani maximum ani minimum a mé inflexi v p,; = %.

Je @(0) = 0 a ¢(1) = 3, ¢ili funkee je v (0; 1) rostouci. Rovnice (18) ma tedy
v tomto intervalu pravé jeden kofen za piedpokladu, Ze

4P”N51]§L

coz ale vede k pravé nerovnosti (19), t]. rovnice (18) md v intervalu (0; 1) vidy
pravé jeden redlny koten, ktery oznatime ;.

Pomoci Py se stanovi p; k napozorovanym éetnostem a, b, aZ b, atd. je pak
mozno napoéitat detnosti obekdvané za piedpokladu platnosti vyse uvedené
hypothesy (tyto otekdvané tetnosti jsou ziejmé Npph, Nppi (1 — pyy) atd.)
a shodu testujeme Pearsonovym testem dobré shody. Vypoétend hodnota y2
mé y2-rozdsleni se 13 stupni volnosti (17 éetnost{ — I st. v. pro thrany podet
— 2 gt. v. pro odhadované parametry — 1 st. v. pro ,,smichané,, éetnosti
™ma n).

8. P¥iklad. Byla zkoumdna piitomnost protildtek proti plisnim v seru
39 osob étyfmi serologickymi metodami:

M, ...... haemaglutinace,

M, ...... praecipitace,

M, ..., latexova aglutinace,
My ...... kolodiové aglutinace.
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Kazdé serum bylo zkouSeno viemi &tyfmi uvedenymi metodami s pii-
danim uréitého antigenu.')
Vysledky:
Pro N = 39 piipadt bylo z materidlu zjisténo:
S, =1, 8,=9, S,=13, 8§, =28, r=6.
Dosazenim do rovnice (12) dostaneme
s — 43,552 4 2255 — 182 = 0,
z dehoZ substituci
§ = I + ]4,5
dostavame rovnici

x3 — 405,752 — 3016,75 = 0 ;
jeji jediny realny koten je
@, — 23,153,

z ¢ehoZ

s = 37,653 .
Dostavame tak:

m = 1,347,

n = 4,653,

P = 0,965,

p, = 0,0265
Pa == 0,2390 ,
Py = 0,3453 ,
Py = 0,7436 .
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Pesome

CPABHEHHE JOCTOBEPHOCTH METOILOB OBHAPVYIKEHWA
HAIMYMT MUKPOBOB

BJAINUMWP MAJIBI (Vladimir Maly)

BoasmmucrBo nponsBoauMbX B OHOJIOTHI W B MeIMITUHC W3MEPEHUI conpo-
BOYKJIACTCH 3HAYUTENHLHON OIMMOKOI M3MePCUHH; TAR e M HpPW YCTAHOBIACHUN
HAUMUHA OHPeJeTeHHoro 30aka y paja oT[AeLIBIX JIHI He Oyjer 9ToT 3HaR

1) Priklad je vybrén z prdce MUDr. A. Tom3ikovA a j.: Antikorper gegen Penicillia
und Aspergilli, Zeitschrift fir Immunitidtsforschung, v tisku, jejiz problematika vedla
k reseni, uvedenému v tomto éldnku.
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¥V HeCKOIBKAX HPOIGHTOB CJyYaen 0OHAPYIKel, xoTd on y 1adTiogacMBIX JIAL
AMeeTeA. ¥ CTAHOBIENNE TOTO HITH IPYFOr0 3HAKA NYTeM ROMOHHADITIT HeCKOITh-
KMX MeTOJ0OB, KOHEYIIO, YBEJAMYNBAET ZOCTOBCPHOCTH HAMIMX BUALMI; 1amo
OHAKO PEMIHTE, KAKOI 13 MeTOjI0B HAGTIOJCHAA ABJACTCS naudoiee BHINOILBIM,
T. . rjie Bep()}lTHU(ij TOTO, 4HTO 1[0”_\'(,"[‘HM ()XJ]TTC)I\‘"y, ABJACTCA II?.iLl'T\"I(",‘III)HI(‘,I.'VI7 NI
FKC 1 AIBIACTCA JIM HEKOTOPBI 113 TPHMELIeHIAIX MeTOIOB HACTOIbKY e/0¢TOo-
BEPIHDLIM, YTO ero IpAMeHenne — BBUAY KOCTOBEPHOCTH APYTUX METOMOB ~—
OKA3LIBACTCA 116 DIROMOMMYITLIM,

C 1ourn apennsa GHOIOIHA TARKC BAMIO YMETh ONeTHTE HPOICUTH CITYYaeR,
Y KOTOPBIX UPH WMCIOAB30BAHUN TAHIION KOMOMHATMM Merojon ie Oymer Hn
OJHUM MeTOIOM HOTB(\PHULGIIO Haau<gue I{aGHI(),U,a(%‘MO]‘O sganKa; suanme 2THx
UPOLEHTOR TO3BOJIsIeT padoTHMKAM IPHOOPeYb KPHTUYCCKUN BIIIAL Ha Ma-
TEPHAN M METOAB I OPUHYHIAeT UX ObITh OCTOPOIRILIMH ITPH BLIBOJIC 3a-
KU,

Zusammenfassung

EIN VERGLEICH DER ZUVERLASSIGKEIT VERSCHIEDENER
METHODEN ZUR FESTSTELLUNG DER ANWESENHEIT
. VON MIKROBEN

VLADIMIR MATLY

Die biologischen und medizinischen Messungen sind oft durch einen recht
grossen Messungsfehler gekennzeichnet; ebenso wird bei der Feststellung
der Anwesenheit eines gewissen Kennzeichens auf einer Reihe von Klementen
in einem bestimmten Prozentenzahl der Fille die Anweisenheit nicht erwiesen,
auch in dem Fall wenn das Kennzeichen anwesend ist. Die Feststellung durch
Kombination verschiedener Methoden erhoht natiirlicherweise die Zuverlissig-
keit unserer Kenntnisse; es ist jedoch notwendig zu entscheiden, welche der
Beobachtungsmethoden die beste ist, d. h. die die kleinste Wahrscheinlich-
keit des Fehlers hat, eventuell ob eine der Methoden nicht insofern unzu-
verlissig ist, dass ihre Anwendung mit Riicksicht auf die Zuverlissigkeit der
angewendeten Methoden unoekonomisch ist.

Vom biologischen Standpunkt aus ist es ebenfalls wichtig den Prozentsatz
der Fille abschitzen zu kénnen, bei denen fir die gegebene Kombination
der Methoden die Anwesenheit des untersuchten Kennzeichens duvch keine
von diesen erwiesen wurde; die Kenntnis dieses Prozentsatzes ermoglicht
es dem Wissenschaftler einen kritischen Standpunkt zu dem Material und
den Methoden einzunehmen und fithrt zur Vorsicht bei Schlussfolgerungen.
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