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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY ¢IsLo 4

* SUR UNE MODIFICATION DE LA METHODE
DE M. KANTOROVITCH

Mimmax PRAGER

(Regu le 19 septembre 1959.)

Dans cet article, 'auteur propose une certaine modification de la
méthode de M. KaxtoroviTon de résolution approximative du premier
probléme aux limites pour les équations aux dérivées partielles du
type elliptique. Cette modification a pour but de rendre plus faciles
les procédes numériques appliqués dans la recherche des approximations
d’ordre élevé pour le probléme donné.

Comme on sait bien, la méthode de M. Kanrorovrren de résolution appro-
ximative du premier probléme aux limites (les conditions aux limites étant
nulles) pour équation aux dérivées partielles de second ordre en deux variables

%@mm%ﬂ+%&mwéﬁ—aawu=mw>
consiste dans le procédé suivant (voir [1]). (Ils est evidemment possible d’appli-
quer des procédés analogues dans le cas d'une équation d’ordre plus élevé
ou bien en plusieurs dimensions.)

Sur un domaine plan, borné par les courbes y = g(x), ¥ == k(z) et les droites
x = a, x = b, nous choisissons une suite de fonctions y,(x, y) vérifiant, sur
les courbes y = g(x), ¥y = h(x) les conditions homogenes aux limites, et qui
satisfait en méme temps & certaines conditions d’étre compléte. Alors nous
supposons que u,, n-idme approximation de la solution de notre probléme,
soit de la forme

= 2 0@ 10 9)

et nous déterminons les fonctions ¢,(x) & partir de la condition que la fonction-

nelle
ou,, : o, : ) }
ff[a (BL) b oy + cu, — _fu,,] da dy
¢

soit minimalisée par rapport & toutes les fonctions de la forme donnée et que
les @;(x) satisfassent les conditions homogénes aux limites en x = a, z = b.
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Par 14 le probléme se trouve réduit au probléme variationnel pour les fonctions
d’une variable. Pratiquement, les fonctions ¢,(x) sont déterminées & partir
des équations d’Euler. En cherchant les approximations d’ordre élevé, nous
avons & résoudre un systéme d’équations différentielles, ce qui est, en général,
bien difficile et parfois méme pratiquement irréalisable.

Dans le présent travail, nous allons décrire une certaine modification de la
méthode citée, pour laquelle les solutions approximatives sont obtennues
successivement en résolvant chaque fois une seule équation différentielle.
L’idée fondamentale de la méthode sera rendue suffisamment claire & Paide
de I’'exemple du premier probléeme aux limites pour ’'équation biharmonique.
Nous allons nous servir de méthodes variationnelles, en exploitant le théoréme

5 du travail [2] pour démonter la convergence des solutions approximatives
vers la solution généralisée. Nous commencons par donner les définitions
el théorémes nécessaires.

Soit ¢ un domaine plan, déterminé par les courbes y = g(x), y = h(z),
a <x=<b (g(x) << h(x) pour xe<a, b)) et les segments de droites = = q,
g{a) <y < h(a) et x = b, g(b) = y = k(). Nous supposons que les fonctions
g(x) et h(x) satisfassent sur l'intervalle <{a,b> & la condition de Lipschitz.
Nous désignons par @ la frontiére et par @ la fermeture de G.

Par lespace L,(() nous comprenons ’espace de fonctions de carré sommable
sur @, le produit scalaire étant défini par (u, v), = f f wp da dy.

~

Considérons Pespace linéaire de fonctions définies et deu‘{ fois continfiment
dérivables sur G, et qui s’annulent & I'extérieur d’un ensemble compact situé
a Vintérieur de @. 8i nous y introduisons le produit scalaire

2 0% o2 0% 22 B2
- Lo fu v Pui)
(u, v) ff( dx? mz 5% 0y 2ady | Gy By de dy,

nous obtenons un espace de Hilbert, mais qui n’est pas complet; ’espace
o
obtenu par son complétement sera dénoté par Wi(G).
o]
Pour les fonctions de Wi(G) on a le suivant théoréme de 'immersion (cf. [3],
[4)):

Toute fonction u ¢ W5(G) est continue sur ¢ et il existe une constante M
telle que
sup fu] =

Soit p(x, y) € Ly,(G). Par solution généralisée du probléme

(1) Ay =p sar G,
(2) u =0, 8u~0 sur @,
on

;
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9 (s i
(6 étant la dérivée le long de la normale exteneure), NOUS COMPrenons une
n

fonction u, qui vérifie I'équation

pour n’importe quelle fonction v e W(@).

On sait bien que, sous nos hypothcses cette solution généralisée existe
toujours (voir p. ex. [5]).

Aprés cette introduction-la, nous pouvons procéder 4 I'exposition propre
de notre méthode.

Soit donnée une fonction arbitraire y(x, y), définie sur le domaine . Nous
désignons par le symbole H(y) ’ensemble de toutes les fonctions de la forme

H@) 2, y) telles que f(z) 7z, y) € WHG).
Lemme. L'ensemble I (y) est sous-espace de Uespace I;)VE(G).
Démonstration. L’ensemble H(y) étant évidemment linéaire, il suffit
de montrer qu’il est aussi fermé dans V(ffi(G). Soit done f,(x) x(x, y) une suite

de fonctions de H(y), convergeant en norme de l’espace W (@) vers une fonction
@z, ). Soit & e (a, by. Alors, sur le segment x = &, g(§) < y = (&) la suite
Ia(&) (&, y) tend, en vertu du théoréme de Iimmersion, vers ¢(&, y) unifor-
mément en y (£ étant fixe pour Vinstant); toutes les fonctions f,(£) x(¢, v)
ainsi que (&, y) sont continues.
*Si pour tout y vérifiant g(&) < y = k(&) on a x(&, y) = 0, nous poserons
f(§) = 0. Dans le cas contraire, il existe ¥, tel que g(§) = y, = h(£) et que
2(&, ) == 0. Soit ¢ > 0. Alors, il existe un nombre N tel que pour m, n > N
on a
[(Faul€) — Fu(&) 2, y)l\f‘

donc aussi
' < i/f(éa Yo)|
La suite f,(&) est alors convergente et dans ce cas nous posons
(&) = lim £,(£)
n—>o0
Comme cela, la fonetion f(&) est définie pour tout & e <a, by. Or, il est aisé
de voir que l'on a ’
P, y) = Hz) 1@, y) e H(y) ,

c. q. f. d.

Détinition. Soit {i,} lo suite définie ainsi: 1, = 1; si n est un nombre naturel,
nous Uécrirons sous forme den = 2m —m 4+ b, 0 <k < 2% — 1, m et k étant
naturels, el nous posons
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sz mayk II’Zm m-r PoUr 0 < k = 2m - m — 1 ,
tommer =k — 2™ +m -+ 2 pour 2" —m-— 1< k=20 —1.

Soit ensuite {y;(x,y)} une suite de fonctions différant de zéro presque
partout dans G; pour abréger, nous écrirons H, au lieu de H(y,).

Nous appellerons suite de Kantorovitch de solutions approximatives
de P’équation (1) avec les conditions aux limites (2) la suite {u,} de fonctions
construites comme suit:

U, € H,y
et I'on a
(uy, 7})10722 = (p, 'U)L2
pour toutes les fonctions v ¢ Hy;
un - un—l "{" (pn i)

5\

ou
Pn € Hzn s
et l'on a
(3) ('ll/n_.l -+ Pns ?))ﬁ722 = (p’ 'U)LE

pour toutes les fonctions v e H, .

Toutes ces fonctions u, existent, car si nous écrivons les conditions (3) sous
la forme (@n, v)jp,: = (P, V), — (Un—y, ¥)ip,s alors les seconds membres de ces
équations représentent des fonctionnelles linéaires sur les sous-espaces corres-
pondants H; et les fonctions ¢, sont réalisations de ces fonctionnelles.

La construction des solutions approximatives se résume donc en procédé
suivant: Nous supposons la fonction u, sous la forme u, = u,_; + 9.(%) 1, (%, ¥)
et nous déterminons la fonetion y,(x) par la condition que I’intégrale

0%, o2, \* 22, \°
n n ny _ 2 y —
f f [( W) (8y ay) + (Byz) P u] dod:
- aun—l | 8_(wn/{lvz) . 82“7&—1 (V"n%vn) . 92unfl 52("/)71%1") .
_ff[(_a?cTT—_éxz ey T awey ) T\ e T
¢

- zp(unfl + wnXm)] (1.’1/' dy

soit minimum. Le probleme est ainsi réduit & un probléme en une variable.
Quant & la construction effective des fonctions w,(x), nous avons le théoréme
suivant.

Theoréme 1. Soient y(2,y) et u(x,y) des fonctions quatre fois contindment
dérivables sur G; soit y(x, ¥) = O presque partout, soit enfin h(x, y) une fonction
continue sur G. Supposons ensuite qu’il existe un nombre positif a, tel que

h(x)

| 2@, y) dy = a,
&(=)
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pour tout x. Soit

h(x) h(x) h(x) 7
oy o P, B
A = y2 z) = 4 2 d; — 6 1 9 v
a(x) fx dy, b(2) f 1y, o) f ( Lo T Mg W
() hx) &(x) gix) Ho)
_ 4 %
d(x) = f (47 s T 69) dy, e(x) x A%y dy
5(x) 8lx)
(%) = f Azu 1 dy .
&(x)
Alors il existe une et une seule solution f, de Uéquation
(4) a(x) [V + b(@) " + e(@) {7 + d(@) [ + e(@) | = H(2),

qui soit qualre fois contindment dérivable sur imtewalle jerme {a, by et qui
vérifie les conditions aux limites

(5) Ha) = ['(a) = f(b) = f'(b) =

La fonction g(x, y) = fo(x) x(x, y) appartient alors & H(y) et vérifie Iéquation
(Zi + Ps ’U)HUQ’ = (h’: v)]’,g

pour tout v e H(y).

Démonstration. Sous nos hypothéses, ’équation (4) est équivalente
au systéme d’équations :

(6) /" =u
U =
v =w

w' = b(@) w + i) v+ d(@) u 4 e@) | + H@),

ol
f) = — 2O gy — @ @) gy = @)
b= =Ly 0=y W=l M@=y
Ay — 1@ ((w)) .

Jomme les coefficients du systéme (6) sont continus sur l'intervalle fermé
{a, by, chaque solution de ce systéme est aussi continue sur <{a, b (voir p. ex.
[6], p. 122). Ensuite, on sait bien (cf. [7], p. 271) que le probléme aux limites
pour l'équation (4) avec les conditions aux limites (5) a une seule solution
pour n'importe quel second membre si et seulement si I’équation homogéne
correspondante avec les conditions (5) a seulement la solution nulle. Nous
allons montrer que cette derniére condition est remplie. En effet, si ,: est une
solution du probléme aux limites homogeéne, alors on a

~ N Lok
@) [V 4+ b(@) " 4 e(@) 7+ d@) f + e@) f= [ 5 Af, z) dy = 0.

5(%)
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Multiplions les deux membres par f(x) et intégrons par rapport & x de a a b,
nous aurons
b

[ dvfyA2fx dq—fff,{Az ydedy = 0.

a g(x)

En tenant compte des conditions aux limites et en appliquant le théoreme
de Green, nous obtenons

| -

On a donce fy = 0 et comme y(x, y) est presque partout différent de zéro,
on a aussi f = 0.

Soit done fy(x) une solution du probléme aux limites pour lequatlon (4)

avec les conditions aux limites (5) et posons ¢(x, y) = fo(%), x(x, y). Alors
h(x) h(x) _
[ 2 A dy == [ (b — A%) £ dy .
5(®) &(x)

Soit f(x) une fonction arbitraire telle que f,() x(x, y) € (). Multiplions
la derniére égalité par f,(z) et intégrons en x de @ a b

fcffﬂf A2 dzx dy = {_f[k(fﬂ) - Azﬁfl%] da dy ,

¢’est-a-dire
[[1x(A%p + w)) dw dy = fcfkvflx dz dy .
G

A partir de 13, en intégrant par parties et en tenant compte des conditions
aux limites nous obtenons

(@ + u) &*(frx) 2% -+ w) 9%(fix)
ff[ ox? ox? -2 _,m/“— ﬁ?/ -
I fi@?; u o W )] de dy — f f (fiz) do dy .

Or comme f,x représente une fonction arbitraire de H(y), la démonstration
est par cela achevée.

Remarque, Le théoréme 1 donne, sous des hypotheéses relativement
fortes, un procédé pour calculer les fonctions particulieres de la suite de
solutions approximatives de Kantorovitch. Si les hypotheéses mentionnées
ne se trouvent pas vérifiées ou bien que le domaine ¢ soit tel que g(a) = h(a),
alors le théoréme n’est plus applicable pour la construction de la suite de
Kantorovitch, néanmoins, dans certains cas, la résolution de I’équation (4)
peut donner des résultats utiles.
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Maintenant, il nous reste encore & montrer la convergence de la suite de
Kantorovitch vers la solution généralisée de notre probléme aux limites.

[=e]
Théoréme 2. Si la somme ZHZ (par cela nous comprenons I'ensemble de tous
=1

[ee]
les éléments de la forme >h,, h,e H;, le nombre des h, différents de zéro étant
i=1

chaque fois fint) est dense dans W), alors la suile de Kantorovitch de solutions

approximatives tend en norme de Uespace Wi(G) vers la solution généralisée u

du probléme aux Limites (1) avec les conditions aux limiles (2).
Démonstration. Nous allons démontrer que l'on a

(7) w— u, = Pf ... Pfu,

ol Pf] est Uopérateur de projection sur I'espace orthogonal au sous-espace H, .
a 7

o0 o
Comme la somme des sous-espaces » H, est dense en W3(@), Pintersection des
i=1

leur compléments orthogonaux correspondants est le sous-espace nul, et done,
en vertu du théoréme 1,5 de [2] nous obtenons [[u — 4,/ — 0. Démontrons
maintenant (7) par induction.

On a

w — uy = P¥u.

En effet, d’aprés les conditions (3) nous avons u, € H, et uw — u, est ortho-

gonal & H,, car pour n’importe quelle fonction v e H, on a
(1 — g, V)i = (%, V)i, — (U, V)i = 0.
Supposons que nous ayons

W— U,y = P;_ .. Plu.

tp—1

D’apres la définition de la fonction %, nous avons

U — Uy = U — Uy g — Py
c’est-a-dire

U — Uy = (/u’ - %n) + Pn
olt ¢, € H; et vérifie la condition correspondante (3). Or, (v — u,) est ortho-
gonal au sous-espace I, , car pour n’importe quelle fonction v € H, on a

(1 — up, U)WO/,* = (u, @’)I%’gz — (U, U).ﬁr/ﬁz = (u, 'U)l;’,ﬂ — (Un_q + Pns 'U)Ii7ae =0.
Il en vient done
w— u, = Pf(u—u, ;) =P} ... Plu.

Par cela I’égalité (7) et donc aussi le théoréme entier est démontré.

Pour terminer nous citons deux exemples numériques.

Exemple I. Trouver la solution de 'équation
Ay =1
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sur le carré C dont les sommets sont les points (1, +1), les conditions homo-
génes aux limites sur la frontiére du carré étant exprimées par

Nous choisissons
2@, y) =1 — ¥y, i=0,1,...
Pour faire voir que les suppositions du théoréme 2 sont vérifiées nous allons
démontrer que I’ensemble des polynomes de la forme (1 — a2)%(1 — y2)2P(x, y)
olt P(x, y) est un polynome arbitraire, est dense dans ﬁfg((?). Si nous avons

une fonction quelconque w e Wi(C), il existe une fonction w, indéfiniment
dérivable et s’annulant & Pextérieur d’'un compact situé & Pintérieur de O,

w -
@ — a1
cette fonction-ci admet sur ¢ des dérivées de tout ordre, on peut done 'appro-
cher avec toutes ses dérivées sur la fermeture de C' par un polynome Q(z, y)
de telle maniere que

telle que |[u — %|#, << &. Prenons maintenant la fonetion

u
=2 — )

ZQ(L,/’/)H <e.

o
7,

Toutes les dérivées de la fonction (1 — 2?)2(1 — »2)2 étant bornées sur C,
NOus avons

o — (1 — 221 — y*)* Q(x, y)l,s =

%—wm—wﬂ u Qmﬂ

=70y e

A

w2
La fonction # admet donc, avec une préeision arbitraire, des approximations
par polynomes de la forme donnée. v
Comme le second membre de I’équation, considérée est symétrique, il est
possible de supprimer les fonctions y, d’indices impaires, car les fonctions ¢;
correspondantes s’annulent identiquement.
On a construit, & 'aide du théoréme 1, les trois premiéres approximations.
Posons

1 1 1 1
Ay = f}gidy » Bp= kaxzdy, Cr = kaZ}cV dy, D, = lelcd?/-
1 21 21 z
Alors u; = p(2)(1 — y?)?, ol y, est solution de ’équation
AOWIV + 2Bw" 4 Cyp = D,
avec les conditions aux limites

(8) p(41) = ' (£1) = 03

B
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Uy = Uy + Pa(x)(1 — y2)2 4%, ot g, est solution de I’équation

1
A" + 2Byp" 4+ Cyp = Dy — flAguﬂ(z dy

avec les conditions aux limites (8);

Uy = Uy + Pg(x)(1 — y2)2, ol y, est solution de I'équation
1
Ag™ + 2Bw" -+ Cop = Dy — [APuyy, dy
-1

avee les conditions aux limites (8).

Les valeurs numériques correspondantes sont
() = 0,04167 — 0,02093 ch &g cos fx — 0,00183 sh xgx sin e ;

Pa() = 0,00026 ch ayx cos gy + 0,00003 sh x> sin fix -
~+ 0,00545 ch oz cos gz — 0,00509 sh xgx sin g, 2,

ps(x) = — 0,00068 ch x4z cos for + 0,00127 sh xyx sin S +
-+ 0,00003 ch «,x cos & —
— 2(0,00042 ch x4z sin Sz - 0,00055 sh xgx cos fyz) ,

xg = 2,07515, B, = 1,14291, «, = 4,37990, B, — 2,48669 .

Pour pouvoir comparer nous donnons ici encore une table de valeurs de la
solution exacte et de nos approximations pour les points (0; 0) et (1; 1), en pre-
nant pour solution exacte celle de HENcKY (voir [1], p. 79).

\\\\. Point (05 0) 1)
Solution \\~\\ ’ 2
o 0,02074 0,00702
Uy 0,02074 0,00753
, 0,02009 0,00726
exacte 0,02024 ‘ 0,00736

Exemple II. Résoudre 'équation
Au = f

dans le carré (41, 41), la condition aux limites étant « = 0. Ici, f est définie
comme suit

f@, y) = A cos? fg Vot + 92 pour [ty =08,

fla, y) =0 pour |/z2 4> 0,8.
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La solution exacte de notre probléme est donc

u(w, y) = cos® - o Vx‘ +y* pour JaT Hyr =08

wz,y) =0 pour l/acz - gfz > 0,8
Posons

pwy) =sin DTy e

1l faut de nouveau vérifier les hypothéses du théoréme 2. Nous approchons

tout d’abord la fonction arbitraire u e I?V(Z”(C') par une fonction % indéfiniment
dérivable et s’annulant & 'extérieur d’un certain compact situé a intérieur
de €. La fonction %@ étant suffisamment réguliére, elle est uniformément,
approchée, avec ses dérivées premiéres, par les sommes partielles de son
développement en série de Fourier (avec prolongement antisymétrique) qui
sont de la forme

N

Za“sm( 21)n( l)sm(j Dk x4+ 1),

ij=1

N
¢’est-a-dire qu’elles se trouvent dans la somme d’espaces > H,.

i1
Dans ce cas (en vertu de l'orthogonalité des sines) le processus d’approxi-
mations successives se décompose et les solutions approximatives sont

n

U, = Zz,ué(x) sin (ﬂ—;—l)z (y - 1)

i=1

ot les fonctions y,(x) sont solutions de 1’équation

0 oy ((”_1 )wffmﬂsm—“ ST e ay

avec les conditions aux limites y(+-1) = 0.

Les seconds membres des équations (9) ont été calculés par intégration
numérique et les problémes aux limites pour les équations (9) ont été résolus
4 l'aide des fonctions de Green aussi par intégration numérique. Pour cette
intégration on a appliqué la modification de Filon de la formule de Simpson,
le pas étant fixé a kA = 0,05.

Les valeurs des solutions approximatives et exacte sont de nouveau rappor-
tées dans la table suivant:
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—
. Point (0: 0) (0,2; 0,4) (0,4;0,2) | (0,6;0,8)
Solution "~ )
]

Uy 0,627193 0,189043 0,390758 —0,000143
Uy 0,947866 0,259370 0,311313 —0,000091
Ug 1,006000 0,259370 0,258095 —0,000091
Uy 0,998749 0,259309 0,259742 0,0001 14
Uy 0,999608 0,260809 0,259707 — 0,000080
g 0,998965 0,260175 0,260276 -—0,000095

exacte 1,— 0,260443 0,260443 0
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Souhrn
0 JISTE MODIFIKACI KANTOROVICOVY METODY
Miax PRAGER

V élanku je na piikladé biharmonické rovnice popséna jistd modifikace
Kantorovi¢ovy metody pro piiblizné feSeni eliptickych parcidlnich diferen-
ciddnich rovnic, kterd mé umoznit snadnéjsi zvladnuti numerického vypodtu
pii hledani vy38ich aproximaci.

Navrhovand metoda spodiva v tomto postupu: Na oblasti G, omezené
kiivkami y = g(®), ¥ = h(z) a GseSkami gla) <y = h(a), g(b) =y =h(D),
mame Fesdit okrajovy problém A*u =p v G au =0, T 0 na @. Zvolime

2
posloupnost funkel y.(x, y) a n-té pliblizné Feleni u, budeme piedpoklidat
ve tvaru u, = w,_; + pu(@) x. (¢, ¥), kde {i,} je posloupnost, definovana
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na str. 307 a ,(®) je hledand funkece, kterou uré¢ime z podminky, aby p¥i-
sluiny integral energie byl minimélni. To vede za jistych predpokladit (vita 1)
na fefeni jedné obyéejné diferencialni rovnice, co% je numericky vyhodné.
V danku je dokézana konvergence této metody (véta 2) a uvedeny dva
numerické piiklady.

Peswwme
OB OO MOMUMUKAIIUM METOOA KAHTOPOBUYA

MUJIAH ITPATEP (Milan Prager)

B crarpe onmcana wa mpumepe OMrapMORIYECKOr0 YpaBHENWA OfNA MOIH-
duramua merofa Kanroposwua g wpuGmnxedHoro pelieHAA DIRNTITHYCC KUK
midepoBIIAILHLIX YPaBHEHA B 4YaCTUBIX NPONIBOJHBIX; TENLIO DTOH MO-
INGIRANNT  ABAACTCA OOACIYCHIE WHCTCHHBIX PACYSTOB IPH  HAXOMKISHHI
BRICIIMX ANIPOKCHMAIMHA,

pepomennnit meron zawiuovaerca B caejayiomem: Ha oGmacrnm G, orpa-
HUUICHION  KpuBeME Y = g(x), y = h(x) 1 orpeskamn g(a) =y = h(a),
g(b) = y < I(b), samana wupaepan namaua A = p B G nu =0, % = 0
na G. BoabmeM nmocieposarenbuoets GyuRmii y.(x, ¥) i1 GViaeM nmpejmoniarars,
4TO M-0e NpUG/IGKCIHOe DCTIenye %, HMEeT BT U, = U,_q + ¥,(7) 1, (%, ¥),
rae {i,} — IOCIHelOBATeLHOCTD, oupejlesenuas wa orp. 307, u p,(r) — HCKO-
Masg QVHKIUA, KOTOPYIO OMpefesIMM Ha OCHoBaHuu Tpedosanusa, 4robsl coor-
BETCTBYIOMMI wyrerpasd OB MuHnMadbabiM. 1Ipm oupesmesicHunix yelIoBHAX
(teopema 1) meso cBoguras K pPEIICHUI0 OFHOIO o0BIKHOBeHHOTO jnpdepen-
HHATLHOCO YPABHEHMHA, 910 ABIAETCA € BHYHCIHTENLHOH TOYKM 3peHUH BLI-
rogueM. B crarke KoKazana cXoAuMOCTh 3TOr0 Meroja (reopema 2), M IpUBe-
JieHbl IBA UHCJCHHEIX HpUMepa.
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