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SVAZEK5(1960) APLIKACE MATE MÁTI KY . ČÍSLO 6 

NUMERISCHE BEHANDLUNG VON DER QUASISTATIONÄREN 
LÖSUNG DER WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG 

EMIL VITÄSEK 

(Eingegangen am 6. November 1959.) 

Den Inhalt der Arbeit, welche die Fortsetzung von [1] ist, bildet die 
Diskussion der Differenzenmethode für die Berechnung der quasi
stationären Lösung der Wärmeleitungsgleichung, 

1. E I N L E I T U N G 

Der Zweck dieses Abschnittes ist es an einige Definitionen und Sätze die 
quasistationäre Lösung betreffend zu erinnern, von welchen die Arbeit [1] 
handelt und die wir im folgenden benötigen werden. 

Definition 1.1. Als Problem 1 bezeichnen wir das folgende: Es ist eine Funktion 
u(x, t) so zu bestimmen, dass für sie gilt: 

(a) die Funktion u(x, t) hat in Rk == E[kb < x < (k + 1) b, 0 < t < T] (b > 0 

beliebig, fest gewählt) stetige partielle Ableitungen du/dt, d2u/dx2 und genügt dort 
der Gleichung 

Bit 1 r)2ii 

(i) m=ä~d + q{t+Uo)> (*.0«-*»*-o,i, .$..., 
a ist eine positive Konstante, 0 < t0 < T beliebig und fest, q(t) ist stetig, nicht 
negativ und beschränkt in <0, oo ); 

(b) die Ableitungen du/dt, dujdx sind stetig im Bereich (0, oo) x (0, T); 

(c) 
(2) u(x, 0) — p(x) für x > 0, x 4= b, 

p(x) ist stetig auf dem Intervall <0, oo) mit Ausnahme des Punktes b in dessen 

Umgebung es beschränkt ist und es gilt Sup J ' < oo, 
*<r<0sco)l + X3 

(3) u (0, t) = 0 für 0 < t < T . 
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Satz 1.1. Es sei B eine Klasse von Funktionen u(x, t) mit den folgenden Eigen
schaften: 

(a) u(x, t) sei definiert und stetig in <0, oo) x <0, T) mit Ausnahme endlich 
vieler Punkte auf der Halbgeraden 0 < a; < co, t = 0 in deren Umgebung die 
Funktion u(x, t) beschrenkt sei; 

(b) wenn wir f(x) = Sup \u(x, t)\ setzen, ist die Funktion f(x)[(l + xs) auf 
t 

dem Intervall <0, oo) beschränkt. 
Dann existiert in B gerade eine Lösung des Problems 1. 

Definition 1.2. Es sei P ein Raum stetiger Funktionen auf dem Intervall 
<0, oo), für welche gelten möge 

(4) Sup - Ä < oo 
*e(0,öo) 1 -\- X 

%tnd A sei ein Operator, welcher der Funktion f e P die Funktion Af durch die 
Vorschrift 

(5) (Af) (x) = u(x, t0) 

zuordnet, in welcher u(x, t) eine Lösung des Problems 1 gemäss Definition 1.1 
für t — t0 bedeutet mit 

p(x) — 0 für 0 < x < b , 

p(x) = f(x — b) für b < x < oo . 

Die Funktion f e P bezeichnen wir als quasistationäre Lösung des Problems 1 
sofern gilt 

(6) Af = f. 

Satz 1.2. Es sei G = Sup q(t), t0, b seien Konstante und q(t) eine Funktion 

gamäss Definition 1.1, tx = Gtjb, b0 = 2G]/a]/t0j]/7z + ex, bx = G^a^t^b^n 

und es sei f e M, M c P gerade dann, falls gilt: 

(«) 0 < f(x) ^ ocx + boc, x e <0, co ); 

(6) Df(x) ^b0 + bxx , Df(x) ^ - (b0 + bxx) , x e <0, oo) -1) 

Da,nn existiert in M gerade eine quasistationäre Lösung des Problems 1. 

Satz 1.3. ([2]) Es sei P ein lokal konvexer, topologischer, linearer Raum. 
M c P sei konvex und kompakt. Es sei A eine stetige Abbildung von M in M. Dann 
existiert ein solches f0 e M, dass gilt 

(7) Af0 = fQ . 

i) Unter dem Symbol Df(x) bezw. Df(x) werde lim sup (f(x + h) —f(x))/h bezw. 
lim inf (f(x + h) —f(x))/h verstanden. h^° 

h~>0 
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Satz 1.4. Wenn wir in P eine Norm, durch die Beziehung 

(8) 11/11 -= Sup J/(X)I 
cE<0,oo)l + X3 

einführen, so bildet P einen normierten linearen Raum. 
Im weiteren werden wir uns mit der Differenzenanalogie der oben formulier

ten Aufgabe befassen. 

2. D I E QUASISTATIONÄRE DIFFERENZENLÖSUNG 

Definition 2.1 . Als Netz SJn = 0, 1, 2, . . .) bezeichnen wir eine Punktmenge 

[khn, hn] (k,1 = 0, ± 1, ± 2, . . . ) , worin bedeuten hn = — h0, Tn = — r a 

(n — 0, 1, 2, . . . ) , h0 = b[Nx, T0 — tJN2 (Nx, N2 ... sind natürliche Zahlen), 

W °<äl-^<5 
und a,b,t0 sind die Konstanten aus der Definition 1.1. Analog bezeichnen wir 
als Netz Sn

0) (n = 0, 1, 2, . . .) eine Punktmenge khn e Ex, k = 0, ± l, ± 2, ... 
und mit S^ die Punktmenge hn e Ex, l = 0, ± 1, ± 2, ... 

Die Punk te des Netzes SJS^) werden wir Knoten nennen und die auf 
SjSff) definierten Funktionen Öfter abgekürzt Netzfunktionen. 

Definition 2.2. Mit dem Zeichen Bn bezeichnen wir eine Menge von Netz
funktionen ujx, t) der folgenden Eigenschaften: 

(a) ujx, t) ist definiert in (<0, oo) X <0, T)) n Sn (T> 0 beliebig und fest 
gewählt); 

(b) wenn wir fjx) = Max \ujx, t)\ setzen, so ist fjx)/(l ± x3) beschränkt auf 
<0,oo) r>S%\ 

Definition 2.3. Als Problem 2 bezeichnen wir das folgende: Es ist eine Funktion 
ujx, t) e Bn zu bestimmen, für welche gilt: 

(a) In jedem Knoten [x, t] von solcher Beschaffenheit, dass [x,t±Tn]e 
e (0, oo) X (0, T) ist, gilt 

ujx, t ± Tn) — ujx, t) __ 1 ujx ± hn, t)~ 2ujx, t) ± ujx — hn, t) __ 
rn a h% 

= - - zjx, t ± Tn) , 

worin zjx, t) eine Netzfunktion ist, welche durch die Beziehungen 
t 

(3) zjx, t) = f q(s ± kt0) d,s für kb < x < (k ± 1) b , 
t-*n 

t t 

zjkb, t) = | [ / q(s ± (k - 1) y ds ± f q(s ± kt0) ds] 
' - t „ t-T„ 

definiert ist und q(t) die aus der Definition 1.1 herrührende Funktion ist. 
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(b) Für x € <0, oo) n $,0) wrf 

un(x, 0) = pB(a;) 

-fcmrf Pn(%) ist eine Netzfunktion, für welche gilt 

CT !#«(#) I S u p 1 + . ^ < °° ; 
*£<o,oo)-s(0) l ~r x 

(5) un(0, t) = 0 /flr l; e (0, T) n S™ . 

Satz 2.1. Die einzige Lösung des Problems 2 ist durch die Formel 

(6) un(x, t) = u1>n(x, t) + %i%n(x, t) 

gegeben, in welcher bedeuten 

(7) ulin(x, t) = 2, Pf (£ — r) - af (£ + r)) ?»(»*«) , 

'» "" / 
(8) wЯłЯ(a,, o = 2 2 (af— ( ғ "~ ~~ ai-» \Һ~ + ) г»(rh»*SГn>) 

und 

(9) 

;г , 

M r ) = õ~ / ((l ~ 2ß) + Џ cos ж)s e- г ' rø dx , 

8 = 1 ,2 , . . . , r = 0, ± 1, ±2, . . . 

B e w e i s : Der Satz folgt leicht aus [3]. 

Definition 2.4. Es se* fn(x) eine Netzfunktion, die auf Ä(
l
0) definiert ist. Wir 

definieren einen Operator An, welcher der Funktion fn wiederum, eine Netz

funktion in <0, oo) durch die Vorschrift 

(10) (Anfn)(x) =un(x,t0) 

zuordnet, worin un(x, t) eine Lösung des Problems 2 nach Definition 2.3 für 

t = t0 ist, mit 

(11) pn(x) =- 0 für 0 < x < b , 

Pn(x) = fn(x — b) für b < x < oo . 

Definition 2.5. .4/s Baum Pn bezeichnen wir die Menge der auf <0, oo) n Sn
0) 

definierten Funktionell fn(x), für welche gilt 

(12) Sup J - £ * L < « . 

Nun gelten offenbar die Sätze: 

Satz 2.2. Der Operator An hat einen Sinn für jedes /„ e P n . 
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13) 

Satz 2.3. Wenn wir in Pn eine Norm durch die Beziehung 

11/ IL - Sun \ t ^ 
\\ln\\p» - öup I > T _ - ^ 

*e<o,oo)r.s(o> -1 "T a-

einführen, so ist Pn ein linearer, normierter Raum. 

Definition 2.6. Die Funktion fn e Pn bezeichnen wir als quasistationäre Lösung 

des Problems 2 (oder als quasistationäre Differenzenlösung), sofern gilt 
(14) ÄJn = fn . 

Satz 2.4. (Existenz der quasistationären Differenzenlösung.) Es sei Mn c Pn 

eine Menge von Funktionen, für welche gilt 

(15) 0 < fn(x) ^ccx + boc, x e <0, oo) n S(0), 

und ix die Konstante aus Satz 1.2 ist. Dann existiert in Mn eine quasistationäre 

Lösung des Problems 2. 

Lemma 2.1 . Die Menge Mn aus Satz 2A ist kompakt. 

B e w e i s : Es sei {fk)} eine beliebige Folge aus Mn. Weil nun für jede Funkt ion 
/„ e Mn (15) gilt, so ist es möglich aus der Folge {ff} eine Folge {/n

M)} derart 
auszuwählen, dass die Zahlenfolge {fn

k'0)(0)} konvergent ist. Aus der Folge 
{fn'

0)} können wir wiederum eine Folge {/̂ fc,1)} so auswählen, dass auch 
{f„k,1\hn)} konvergiert usw. Die Diagonalfolge {fn'

k)} konvergiert offenbar in 
jedem Punk t x — rhn, r = 0, 1, 2, . . . . Wir setzen nun fn(x) — lim fn'

k)(x). 

Vor allem einmal ist offenbar fn e Mn. Wir wählen e > 0 und setzen <pik)(x) = 

= fn'k\x) — fn(x)- Nach (15) gilt für jeden Knotenpunkt x = rhn 

MfN < 
1 + xz — 

2ocx + 2ba 

und also ist es möglich x0 

für welchen x > x0 ist, 

1 +x3 

0 so zu wählen, dass in jedem Knotenpunkt x, 

<pf(x) 
1 

< є 

gilt und dies für alle k. Die Zahl der Knoten, für welche x < x0 ist, ist endlich 
und es ist deshalb möglich zu einem gegebenem e > 0 k(e) so zu wählen, dass 

für jedes x ř*,„Г = 0,l,...[g] 

JC > ҢЄ) : 

gilt. Also gilt insgesamt 

k > Цe) =, 

^(x) 

1 + ж3 

Уť(-g). 
1 + ж 3 
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und auch 
/?•*»->/- m Pn 

und das Lemma ist bewiesen. 

Beweis des Satzes 2.4: Die Menge Mn ist offenbar konvex und nach 
Lemma 2.1 auch kompakt. Wir beweisen ferner, dass die Abbildung An auf 
der Menge Mn stetig ist. Es seien also fn\ fn

2) e Mn. Weiter sei Aln die durch 
die Identität 

(16) (AJn) (x) = 2 \Oh. ( £ - rj - » i ( £ + r) /w(rAw - 6) 
6 

definierte Abbildung. 

Dann gilt 

(17) (AJn) (x) = (AltJn) (x) + u2iJx, t0) 

und also ist 

(18) \(AJ<») (x) - (AJf) (x)\ = \(A,„f») (*) - (A«/?') (*)| = 

2 fe fe - r ) - a£ fe +r) (/»'(rA» -6) ~ / ; ? , ( r A » -b))!' 
6 

Gemäss Definition der Norm im Raum Pn gilt in jedem Knotenpunkt 

(19) \ft\x) - ff(x)\ ^ (1 + 0) || tf> - /<?>|| . 

Weil nun offenbar weiter gilt 

as(m — r) — as(m + r) ^ 0 für m,s,r — 0, 1, 2, ..., 
a s ( r ) ^ 0 /ar 5, r = 0, 1, 2, ..,, 

und weil eine Konstante Cs (unabhängig von r) derart existiert, dass 

KM! S % 
gilt (denn die Funktional — 2/9 + 2/9 cos x)s ist beliebig oft stetig differenzier
bar), so erhalten wir leicht aus (18) und (19), dass solche Konstanten txi (i — 
= 0, 1, 2, 3) unabhängig von x existieren, dass 

\(AJP) (x) - (AJ^) (x)\ ^ K + ocxx + <x2x* + oc3x*) ||/f) - /<2>jj 

gilt und also existiert auch eine Konstante X von solcher Beschaffenheit, dass 

\\AJp-Ajn^K\\fP-fW\\ 

gilt und daraus folgt die Stetigkeit des Operators An in Mn. Wir beweisen 
schliesslich, dass fn e Mn => An/^ e Mn. Weil für /w e Mn 

0 ^ /B(rÄn — b) <̂  arÄn 
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gilt, so gilt weiter 

o = (AM (*) S «A„ | («i (* - , ) _ „i (* + ,))- = 
00 

= a.r J> a i i (r) — <xx 

T= — 00 * " 

gemäss Definition der Zahlen _s(r), 

o ^ %,„(_, y = ^ 2 (af-- ( r ~ r) ~~ a r - s (iC + 7) z^rhn'SXn) -
*0 

^4Ma^-r)--4i+>h 
t0 

T „ 00 

gg Tn 67 y >̂ a^_s (r) = Ofo = 6a . 
S = l S = - o O Tn 

Also insgesammt 
0 ^ (Ain/n) (z) ^ ocx + 6a . 

Es sind also die Voraussetzungen des Satzes 1.3 erfüllt und demzufolge existiert 
/„ e Mn derart, dass 

Jn -n-njn 
ist, was den Satz beweist. 

Satz 2.5. Es sei {(p^} eine Folge von Netzfunktionen, definiert durch die 
Vorschrift 

(20) rf+1)(_) = (Altn<pM) (x), k = 0, 1, 2, ... , 
q%\x) e M1>n = E[<p e Pn , \<p(x)\ ^ ax + bot] , 

«p 

_t1(t, ist; durch die Formel (17) definiert; dann gilt 

(21) HPPHP, -> ° / ^ l^ ~> oo . 

Auf Grund dieses Satzes beweisen wir analogisch wie in [1] folgende Sätze: 

Satz 2.6. (Eindeutigkeit der quasistationären Differenzenlösung.) In der Menge 
Mn aus Satz 2.4 existiert gerade nur eine quasistationäre Lösung des Problems 2. 

Satz 2.7. (Konvergenz der schrittweisen Näherungen.) Es sei fn
0) e Mn, fn

k+1) = 
= Anf%\ k = 0, 1, 2, ... Dann gilt 

(22) lim H/W - fn\\Pn = 0 , 
fc—>00 

worin fn die quasistationäre Lösung des Problems 2 ist. 
Vor dem Beweis des Satzes 2.5 beweisen wir zuächst einige Hilfssätze: 
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Lemma 2.2. Es sei {'</4f'} eine Folge von Netzfunktionen, definiert durch die 
Vorschrift , 

(23) rf+V) = (-4-yi?) (*) . Je =1,2,..., 
fn\x) = (XX . 

Dann ist {y^} konvergent in jedem festen Knoten x = mhn, m = 0, 1, 2, . . . 
Beweis: Die Zahlenfolge {y^)(x)} (x = mÄw fest) ist offenbar nach unten 

begrenzt, sodass es genügt zu beweisen, dass sie fallend ist. Zu diesem Zweck 
setzen wir 

(24) fßXz) = W{n\x) - W(n\x) , 

/4?+1)(-r) - (Al>n^) (x), k = 1, 2, ... 

Durch vollständige Induktion beweist man leicht , dass 

(25) M?>(x) = rf+1)(r) - # ( * ) 

gilt. 
Ich behaupte weiter, dass für jedes fest gewählte k ^ 1 

(26) $\x + hn) - f$(x) S 0 

gilt. Wir wollen diese Behauptung durch vollständige Induktion beweisen. 
Für k = 1 ist die Behauptung richtig, denn es ist 

$\x + hn) - $\x) = v<B
a>(> + Än) - •/•?>(« + K) - vi2)(*0 + Y&1}(*) =-

= y.42)(̂  + Än) — y^(x) — ochn 

und 

-*<« + *J - -J?(-) = 2 («i (^ + 1 - r) - «* (l + 1 + r)) «K (r - »J -
b 

= — oth„ 7 la.o (r — 7-1 — a«o (r — 1 — , r 
^ \ * \ *«/ 7„ \ V \ 
r=X 

- «K 2 (°i. (r +x + ä - 1 (r + 3 ) (r" 3 = 

= «A„ 2 «i (£ + 1 -r) + «'8- 2 ";-(£+r)=a/i" > 
-+• " -+ 1 " 

wie man leicht durch Teilsummation feststellt. Wir wollen also voraussetzen, 
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dass die Behauptung für k = l gS 1 richtig ist und beweisen sie für k — l + 1: 

A-«+1,(* + hn) - ^»(x) = 

-%ы o 

r + ] + f ) ~ aíi lf + f)) ^n(rK ~ b) = ---' \ í \' ' Ä„/ "Z \' ' Ä. 
ь 

= 2 atf \r~1 ~F) {fA«{rK-b)-^{rK~K~b)) + 

+ ^ «*. [r + ^ ) 04'irK - 6) - ^(rA* - A* - b)) ^ 0 
r=£+1 ™ 

gemäss Induktion Voraussetzung. Die Beziehung (26) gilt also wirklich für jeden 
Knotenpunkt x und für jedes fest gewählte k ^ 1. Also gilt für festes 7c Ss 1 

# ( * ) _g /4?(* - *J ^ /4?>(0) = 0 
und infoigen dessen gilt nach (24) und (25) 

yg+^x) <£ y$>(x) 

für jedes x und k = 1, 2, ..., was das Lemma beweist. 

Lemma 2.3. Für die durch die Gleichungen (23) definierte Folge gilt für 
£ = 1 , 2 , . . . 

_£ 

(27) 0 ^ t/4fc,(m/\) ^ a . T" , mhn für 0 ^ m ^ (ft - 1) ( | - + -M , 
Ĵ _ I tO X^n T n / 

V%\mhn) = <x(mhn - (k - 1) b) für m ^ (& - 1) ( ^ + M . 

Beweis: Durch Induktion. Für & — 1 ist die Behauptung offenbar richtig. 
Wir werden also voraussetzen, dass die Behauptung für 7. -= s Ss 1 richtig 
ist und wollen sie für k — s + 1 beweisen. Definieren wir einen Operator _4jj^ 
welcher der Netzfunktion .̂„(x) die Netzfunktion 

(28) (A($pn) (x) = J («i ( ^ - r ) ~ ai \l~n +
 r)) P-(rÄ*) 

zuordnet, oder mit anderen Worten _ 4 ^ ist ein Operator, welcher der Funktion 
_»„(#) die Lösung des Problems 2 für q(t) s O a n erster Zeitzeile zuordnet. 

(Siehe Def. 2.3.) Setzen wir weiter für l — 0, 1, 2, . . . —. 
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* 1(8 - 1) - + l) 
(29) pW(mK) - ^ T" 7 mAn, m ^ « - + 0 - 1) - + i , 

4+(,-D^+z 
"'n t n 

Pn\mhn) = «(TOÄ,, — s6), w ^ « — + (s — 1) — + l 
"*n Trc 

und beweisen wir, dass in jedem Knoten x — mAra 

(30) (A&V^) (*) _ ^ + 1 ) (*) , I = 0, 1, ..., - - 1 
Tß 

gilt. 
Offenbar gilt 

«((.-!) J+l) 

4 + < — ^ 
( ( . - Ц І + l + l) 

für 

-ү- -^—t '—mћn = pl^\mћn) 
, £ + (*- 1)Í!-+Z + 1 

m ^ в Д + ( в - l ) - + i - l , 
Ä« т„ 

(32) (-4&W) (mÄJ = a(mhn - «6) = p£+1>(m_) 

für m ;> s _ + (s — 1) — + l + 1, sodass es bleibt den Ausdruck 
Ärc T, 2 

(AiIwV«') (W<A*) z u untersuchen, in welchem TO0 = s — + («? — 1) _ + l isf 

0 - l) - + t i . 
(A fe to («A) = M » - r - * * - - - - ( * r + (* -• - ) -* + 1 - ij + 

4 + ( ,_ i )_ + z\
 Ä« T« / 

' tn ^n 

+ (1 - 2/5) ocK l(s - 1) ̂  + IJ + ßotK l(s - 1) h. + | + i j _ 

- «ÄB ((5 - 1) - + z) + ^ _ , _ — ^ 
1 T « ; 4 + ( ,_i)_ + z 

"'n T n 

(,_l)£ + f+l , . 
- «** - r - —"-r- - K+ +"<5 ~" 1} + + ' H P2+1,(«A) > 

<E + < s - 1 > Ғ + г 
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was in Verbindung mit (31) und (32) die Ungleichung (30) beweist. Setzen wir 

weiter 

Vn(x) = 0 für 0 ^ x t=> b , 

pn(x) = yfn\x — b) für x ^ b . 

Aus (28) folgt, dass 

y%+1\x) = ((.4ft>)£) (*) 

ist. Weiter folgt nach der Induktionvoraussetzung, dass 

Pn(x) £ P<£\X) 
gilt. 
Daraus ergibt sich 

y%+1\x) = ((A^pn) (x) < ((Al&fitfP) (x) 

und durch wiederholte Anwendung von (30) 

y%+1\x) ^ J£)(z) , 
was (27) beweist für k = s + 1. Das Lemma ist damit bewiesen. 

Lemma 2.4. Die durch die Gleichungen (23) definierte Folge {yffi} konvergiert 
nach Null für jedes feste x = mhn. 

B e w e i s : Vorausgeschickt sei, dass für jede Folge von Netzfunktionen 
{rj^}, für welche 

0 ^ rfn\x) <; ocx , 

fin — •ts~\,n'ln •> & — 1 , .i, . . . 

gilt, in jedem fest gewähltem. Punkte x auch 

t, 

(33) 0 ^ lim sup rf*\x) < oc 

12. 

fc—*-oз ^ o I ^ 

^n A я 
? + 

gilt, denn offenbar gilt 

lim sup ^(a?) ^ lim ^'(a?) 
fc—>-oo fc-^-oo 

u n d 

tn 

yffîfø) žѓ <* 

Tn ^n 

für hinreichend grosse fc. Aus der Ungleichung (33) beweisen wir schon leicht 
(Siehe [1], Lemma 3.11) die aufgestellte Behauptung. 
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B e w e i s d e s S a t z e s 2.5: Für die durch die Gleichungen (20) und (21) 
definierte Folge gilt 

(34) \qg>(x)\ ^ yg>(z) für k = 1, 2, . . . 

Da andererseits y>(
n\x) < ax für Je = 1,2, ... ist, so folgt (21) aus (34) und dem 

Lemma 2.4. 

3. KONVERGENZ DER QUASISTATIONÄREN DIFFERENZENLÖSUNGEN 

Ziel dieses Abschnittes ist es den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 3.1 . Es sei fn(x) die quasistationäre Lösung des Problems 2 (auf dem 

Netz Sn). Weiter sei f(x) die quasistationäre Lösung des Problems 1. Wir definieren 

zusätzlich die Funktion fn(x) in den Punkten x0 < x < x0 -f- hn, worin x0 einen 

Knotenpunkt bedeutet, als linear. Dann ist 

(1) lim ||/n - f\\P = 0 . 
[n—»oo 

Ehe wir zur Formulierung der zum Beweis des Satzes 3.1 nötigen Hilfs
sätze schreiten, treffen wir folgende Vereinbarung: Es sei un(x, t) eine Funkt ion 
definiert auf dem Netz Sn. Wir ordnen der Funktion un eine stetige Funktion 
un durch die Vorschrift ^in(x, t) — un(x, t) für jeden Knotenpunkt [x, t] e Sn, 
im Dreieck mit den Ecken [x, t], [x - j- hn, t], [x, t -\- rn] und im Dreieck mit 
den Ecken [x, t + rn], [x -f- hn, t -f- tn], [X -f- hn, t] ist ün linear, zu. Immer, 
wenn wir von der Funktion un(x, t) in Punkten ausserhalb des Netzes Sn 

sprechen werden, werden wir darunter die Funktion un(x, t) verstehen. 

Lemma 3.1. Es sei un eine auf « 0 , oo) x <0, T>) n Sn definierte Netz-

funJdion, für welche in jedem Knotenpunkt [x, t] e (0, oo) X <0, T) 

(2) L(un) ==\un%l(x, t) - ut(x, t)^0 
a 

bezw. 

(2') L(un) £ 0 

gilt. (Hier wurde gesetzt 
__ u(x + K,t) — u(x, t) 

(3) щ(x, t) 

UX(X, t) =2 

щ(x, t) == 

к 
u(x, t) — u(x — hn, t) 

к 
u(x, t -f- rn) — г*(a?, í) 

elJiese Bezeichnung werden wir weiterJiin oft verwenden.) Es sei un(x, 0) w*cAl-
positiv bezw. nichtnegativ auf <0, oo) und un(Q, t) nichtpositiv bezw. nichtnegativ 

423 



auf <0, T). Dann gilt für die Funktion un(x, t) überall in « 0 , oo) X <0, T)) n Sn 

(4) un(x, *) < 0 

beziv. 

(4') «*(», 0 = 0 . 

B e w e i s : Das Lemma wird leicht durch vollständige Induktion nach den 
Zeitspalten bewiesen. 

Lemma 3.2. Es sei u^n\x, t) eine Netzfunktion, welche den Gleichungen 

(5) - L(«jg) - -i- *« (» , l + TB) , [a>, t] e (0, oo) X <0, T) , 
Tw 

(5') < f e 0 ) = 0 , c r e < 0 , o o ) , 

4?»(0, 0 = 0. * e <°> -0 . 
genügt, wo 

(6) -.«(a,, 0 = zn(x, t) für x e (0, (m + 1) 5) n <Sy , 

z^>((m + 1) 6, 0 = | / g (a + m*0) ds , 

z{™\x, t) — 0 für xe ((m + 1) b, oo) n £*' 

bedeutet. (Siehe Definition 2.3.) Es sei u%n(x,t) eine.Funktion definiert durch 
Formel (8) tw Satz 2.1. Darm g*7£ / w ?'ec?es /es/; gewählte t e (0, T) n Ä ^ 

(7) lim \\u^(x, t) - u2>n(x, t)\\p = 0 
ro—>ao 

gleichmässig in Bezug auf n. 

B e w e i s : Vor allem ergibt sich aus dem Beweis des Satzes 2.1, dass gerade 
eine Funkt ion u^ e Bn existiert, für welche (5), (5') gilt. Wir setzen nun 

qC\x, t) = u2jl(x, t) - u2
ml(x, t) . 

Für diese Funktion gilt 

- L(<p™) = -i- fj«>(a,, * + rn) , [x, t\ c ((0, oo) x <0, T)) n £M , 
T n 

cp™(x, 0) = ^ ( 0 , 0 = 0 
und 

?™\x, 0 = 0 für a: e (0, (m + 1) 6) n S f , 

??(*, 0 = i / ff(« + (m + 1) *0) ds , 

^ ' ( • r , 0 = zn(ar, t) für z e ((m + 1) 6, oo) n S? ' . 

Setzen wir weiter 

* ' < * • ( ) = (5T+IT6 
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(O = Sup q(t)). Fü r diese Funktion gilt offenbar 
.e(0,co) 

L(w{m)) -= — 
^ B ; (m + 1) b 

und also gilt für die Funktion y)(m) — </4m) in jedem Knotenpunkt [x, t] e 

€ ( 0 , oo) X <0, T) 
Gx 1 

L(v4m> - rir}) = - (TO- + -i]7J + T; W * . f + T») ^ ° 
und 

y>T\x, 0) - <p™(x, 0) = y£»>(0, 0 - ^ ( 0 , 0 = 0 . 

Daraus erhalten wir aber nach Lemma 3.1, dass in allen Knotenpunkten 
[x, t]e(0, OD) X <0, T) 

(8) ^ ^ ü S ) T 
gilt. 

Da aber andererseits offenbar auch ^(
n

w) ^ 0 gilt, so folgt die aufgestellte 
Behauptung leicht aus (8). 

Lemma 3.3. Es sei u2
m)(x, t) eine Lösung des folgenden Problems: 

(a) u{
2

m)(x, t) hat in R)f (k = 0, 1, 2, v.., m + 1, R{m) = 7̂ ,i; WOCÄ Definition 
1.1 für k = 0, 1, . . . , m, R{m) = E [(m + l)b < x < oo, 0 < t < T]) stetige 

partielle Ableitungen 8u{
2

m)/8t, d2u{m)/dx2 und genügt der Gleichung 
fj1t(m) 1 pj2n.(m) 

(9) - J J - - ~ ~^~ + *->(*, t) , [x, t] e JB<»>, fc = 0, 1, . . . , m + 1 , 

in welcher 

(10) 2(™)(x, H) = z(x, t) für x < (m + 1) 6 , 
s(«)(ic, £) = 0 /ftr x > (m + 1) 6 , 
z(x, t) = q(t + kt») für , [je, t] c Rk, k = 0,1,2, ... 

ist. 

(b) Die Ableitungen 8u{
2

m)/dt, 8u2
m)/8x sind in (0, OD) X (0,T) stetig. 

(c) um)(x, t) ist in <0, oo) X <0, T) stetig und 

(11) u(m\x,0) = u2
m)(0,t) = 0 . 

Es sei weiter u2(x, t) die Lösung des Problems 1 für p(x) = 0 (nach Definition 
1.1). Dann gilt für jedes fest gewählte t e (0, T) 

(12) lim ||«j->(a,. t) - u2(x, t)\\P = 0 . 
m—>aü 

B e w e i s : Aus dem Beweis des Satzes 1.1 (siehe [1]) folgt, dass gerade eine 
Funktion u2

m) e B mit den im Lemma beschriebenen Eigenschaften existiert. 
Die Beziehung (12) wird ganz analog wie (7) in Lemma 3.2 bewiesen. 
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Lemma 3.4. Es sei 

(13) wW(x, t) - vf\t) + vf(x, t) für x ^ (m + 1) b, t ^ -w*0 , 
wW(x, t) = if\t) + v^(x, t) für x\>(m+l)b, t >= ~mt0, 

(14) uik)(x, t) = wV^)(x, t) + »f>(t») + -4*)(jr, rj /ftr x <> (m + 1 - k) b, 
t \\\% — (m — k) t0 

wW(x, t) - w(k-V(x, t) + vf\t) + vf\x, t) für x ^ (m + 1 — k) b, 
t ~2i — (m — k) t0 . 

k = 1, 2, ..., m, 
worin 

t 

(15) v?\t) = J qk(s) ds , k = 0,l,...,m, 
~(m~k)t0 

(16) q0(t) -Xq(t + mt0), 
<lM = " (?(« + (m - &) g - q(t + (m - fc + 1) g ) , k = 1, 2, ..., m 

(g(r) ist die Funktion gemäss Definition 1.1), vf\x, t) (k = 0, 1, ..., m) ist 
eine in (— oo, (m + 1 — k) &> X < — (m — k) t0, T) stetige Funktion, für welche 
gilt 

(17) 
fi„M l Q2v(k) 

~#~ = ä~~r + ftW ' [ x ' q « ( - oo, (» + 1 - fc) 6) x ( - (m - k) t0, T), 

(18) vf(x, -(m ~ k) t0) - vf((m + 1 - k) b, t) - 0 , 

und vf\x, t)(k = 0, 1, ..., m) ist eine in (m + 1 — k) b, co) X <— (m — k) t0, T) 
stetige Funktion, für welche 

QV(W 1 02w<fc> 

(19) ~f = --~f - qk(t) , [x, t]e((m + l - k) t0, oo) x ( - (m - k) t0, T), 

(20) vf\x, - (m - k) t0) = vf\(m + 1 - ÄJ) b, t) = 0 

gri/X _Da?m is£ c&e Funktion w(m)(x, t) stetig und beschränkt in <Ö, oo) X <0, T) 
wwd genügt den Forderungen (a) und (b) aus dem Lemma 3.3. 

Beweis: (Siehe [4].) Wir untersuchen zuerst die Funktion uA°)(x, t). Wie 
sich aus dem Bewies des Satzes 1.1 ergibt, existiert vor allem gerade eine 
Funktion v{P e B bezw. vf} e B, welche die Gleichungen (17), (18) bezw. 
(19), (20) erfüllt. Ausserdem gilt 

(21) v[°\x, t) = v?\t) - Ff\x, t) , 

(22) vf\x, t) =- - vf\t) - Ff\x, t) . 

Hier ist F^ bezw. E(
3
0) eine in ( - OD, (m + 1) &> x < - mt0, T) bezw. 

<(w + 1) b, oo) X < — m£0, T) stetige Funktion, für welche in jedem innern 
Punkt des Definitonsbereichs 

dFf 1 &Ff 
(23 - r f -r-f- = 0 

dt a cxl 
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bezw. 

8Ff 1 d,Ff __ 
( 2 4 ) dt a dx2 ^ ° 

und ferner 

(25) Ff\x, - mt0) = 0 , if>((TO + 1) o, t) = v[°\t) . 

(26) J f f c . - mt0) = 0 , E(°>((m + 1) o, !;) = - 40)W 

gilt. Weiter gilt, wie man leicht durch Anwendung der Laplace-Transformation 
(siehe z. B. [5]) feststellt, 

t+mt0 

]/ã((m + l)b-x) Г 1 yJŢ±g=*Г 

und 

(27) /•<*. () = f -^-r . ;•>-- ; 4 „ i ^ e i ( , _ t ) d T 

2[/jr J T^ o 

(28) Ff\x, t) = — E"(

2

0)(2(m + 1) o — s, *) . 

Aus (21), (22) (27), und (28) folgt durch eine leichte Rechnung, dass die Funk

tion wW(x, t) in (—00,00) X <— mt0, T) stetig und beschränkt ist, sie ha t 
innerhalb dieses Bereichs stetige partielle Ableitungen Bw^/dt, dw(°\ldx und 
genügt den Gleichungen 

8w^ i a2w(°> 

дt a дx2 

Єw<°> 1 ЪW> 

a дx2 

+ q(t + mt0) für x < (m + 1) b , 

für x > (m + 1) b . 

Schreiten wir nun ganz analogisch weiter fort, so erhalten wir für die Funktion 
w(m\x, t) den Beweis der aufgestellten Behauptung. 

Lemma 3.5. Es sei un(x, t) eine Netzfunktion definiert im Rechteck Q n Sn, 

Q = E [— cx < x < c2, 0 < t < T]} für welche gilt 
(*.<) 

(29) \un(x, t)\ < Kx für (x, t) e'Q n Sn , 

(30) L(w„) = - unx- — unl(x, f) = 0 /^r (a:, * + T„) C Q n £ n . 
Qj 

Es sei Qx = E [— c2 < x < c2, 0 < t < T]; c2 < cx und cx, c2 seien so gewählt, 
[x,t\ ' 

dass die Geraden x = cx, x = c2, von einem bestimmten n angefangen, Netz

gerade seien. Dann gilt für jeden Knotenpunkt [x, t] e Qx 

3CKf 
(31) «a. = KCI - *•)• 

mil; der Konstanten C unabhängig von n. 
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Beweis: Es sei g±(x,t) eine Netzfunktion, definiert durch die Beziehung 

(32) gx(x, t) =- u2
nxF + Cg%, [x, t] c §_ n SB , 

in welcher 

jZ(a:, 0 = *(c_ - x*f , g2(x, t) = ul(x + hn, t) + un(x - hn, t) + 
+ u2

n(x, t + T J 

und (7 eine Konstante ist. Wir wollen beweisen, dass es möglich ist die Kon
stante so C gross zu wählen, dass 

(33) _%_) „ 0 in Q, n 5 . 

gilt. Weil 

(34) L(<py>) = <pL(ip) + y>L(<p) + - cpxy>x + - «p^ — T»V*V. 

gilt, so ist 

L(^) - < L ( ^ ) + M(«L) + 5 « ) . I7, + l «_)_ Fx -

~rn(unx)tFt + CL(v2). 

Nach (34) ist weiter 

L(un) = - tt«__ + ~ tt^ - Tnttni = - u\x + - tt2^ - rn — tt|_ä = 
\h LI Cv XAJ U/ 

- (l - 20) i tt^_ + (1 - 2/?) unx + i /5 (tt B. + ttnS)2 

(I- (Z 

und ähnlich 

L«) = (1 ~ 2/5) tt^ + (1 -- 2/?) ttnna; + I ^ + unxxy , 
tv 

denn es ist L(unx) = 0. Weil gilt 

(Ulx)x = — « x ( ^ + &»,.) — <_(^> 0) = (Wn~(̂  + Än» *) + Unx) Unxx , 

«xk — rT (Ulx(x> 0 ^ *-„»(* ~ ^n, -)) = (Unx + **„„(£ — ÄB, t)) Unxx , 
l<'n 

*n(Kx)t = <_(#, < + Tri) - tt2_ 

und F _ 0, Ft _> 0, ist 

L(<7i) _ 0(1 - 2/5) i [!*•.(* + Ä*. 0 + ««.(a-, 0 + < ( x - hn, t) + 

+ Un,(x - hn, t) + U\X(X, t + T„) + UI-X(X, t + Tj] - Ftu\x(x, t + T„) + 

+ (1 - 2/5) i F (u\xx + tt^-J + \ Fx(unx(x + Ä*. t) + unx) unxx + 

+ - _?fi (wn„ + unx(x - hn, t)) unxx + u*JL{F) . 
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Ferner gilt 
(1 - 2ß) Fulxx + Fx(unx(x + hn, t) + unx) unxx = 

=_ (1 - 2ß) t(c\ - :r2)2 u ^ - 2 (̂c| - _2) [2x + Än) (uM(„ + hn, t) + una;) uwaw + 
+ (2a: + KY thn(unx(x + hn, t) + unx) unxx — 

= (1 - 2ß) t \(cl - x*) unxx - - ^ A (ttB-(3> + hn, t) + u , j j -

- t i ^ ± - 1 1 2 (un, (x + Än, 0 + unx)
2 + (2_ + K) t «x(x + ÄB> t) - unx) > 

= - t T T ^ F W*(X + **. 0 + U « + 2Un^n,(x + fr-, 0 -

- (1 - 2ß) ulx(x + hn, t) + (1 - 2/?) u„_) > 

_S - ~ f £ ^ ~ (2<x + < ( * + K, t) + 2u w A , (x + Äw> 0) __ 

^ - ^ T - T ^ ( 3 w - + 2<°{x + ^ ' *}) 

und analog 
(1-2/3) i ^ ä + ^ ( M M + u)tx(x - Än, *)) unxx £ 

__ - Hf~yy (3«S. + 2 ^ ~ **. 0) -

also insgesamt 

L(rj1) ^ C(l - 20) I [«•_(« + frn, 0 + unx(x, t) + u^(_ - hn, t) + u£>, * + rn)] -

- -,»!,(*, t + T.) - ' - y + k - i (3»5»(~,«) + 2 < > + &., 0) -

- ' ( f~ 2 ^- j (3»",(~, 0 + 2»L(- - *.,')) + < i ( ^ ) = 

_ i [ ( 1 _ 2 W C _ _ ^ + ^ J ] < ( , + A „ , 0 + 

+ i [ ( 1 _ 2 A ) C _ _ ^ ) ! ] < ( ; c _ Ä „ , ( ) + 

+ i [(i - 2/?) c - 3-^±M a - 3 i < ^ + „ L W ] «U-,«) + 

+ [ ( ] _ 2ß) i c _ r A »«.(*,. + r.) 

und daraus ist ersichtlich, dass es in der Tat möglich ist die Konstante G > 0 
unanhängig von u so zu wählen, dass überall in Oa

 n $„ (33) gültig ist. Aus (33) 
ergibt sich dann aber (analog wie beim Beweis des Lemmas 3.1), dass grx auf 
der parabolischen Grenze der Menge Qt Maximalwerte erreicht. Daraus folgt 
aber die Gültigkeit von (31). (Über den Beweis der analogen Behauptung 
für den Operator Lx(u) = uxx — u-t siehe [6].) 
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Bemerkung 3.1. Wenn unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.5 überdies 
gilt, dass \unx(x, 0)| < K gleichmässig in Bezug auf n ist, so beweisen wir leicht 
durch einen analogen Vorgang wie oben, wenn wir die Hilfsfunktion F(x, t) der 
Form (c\ — x2)2 wählen, die Gültigkeit der Ungleichung 

K^r* 4- 3OM2 

(35) ^ g (;g s y • [ - . « « « . n s . . 

Lemma 3.6. Es sei a>n(x, t) eine in <0, oo) X <0, T) definierte Netzfunktion, 
für welche gelten möge: 

(a) in jedem Knotenpunkt [x, t] e (0, oo) X <0, T) sei 

(36) a,ni(x, t) - I ton-(x, t) = 0, 

(37) (b) a>n(x, 0) - fx(x) , 
««(0, t) = fS) , 

fx(x) sei stetig und beschränkt auf <0, oo), f2(t) sei stetig auf <0. T}. Dann existiert 
gerade eine Funktion, a>(x, t) e B, welche die Gleichungen 

(38 £ = - i £ . [ - . q « ( 0 , » ) X ( 0 , T ) , 

(39) a>(.r, 0) -= ̂ (a;) , 0 < x < oo , 
o>(0, t) = /2(£) , 0 < * < T 

erfüllt und es gilt 

lim ß)„(ic, t) = a>(x, t) 
n-*<x> 

gleichmässig auf jedem endlichen Bereich Q von solcher Beshaffenheit, dass 
Qc(0,oo) X (0,T). 

Beweis: Mit Hilfe des Lemmas 3.5 und des Satzes von Arzela beweisen wir 
leicht, dass eine Teilfolge {a>n/c} existiert für welche gilt lim a>n]c •= Q gleich-

k~>co 

massig auf jedem endlichen Q von solcher Bechraffenheit, dass Q c (0, oo) X 
X (0, T) ist und dass Q(x, t) für jedes [x, t] e (0, oo) X (0, T) die Gleichung 
(38) erfüllt. (Siehe [6].) Wir wollen weiter beweisen, dass gilt 

(40) lim Q(x, t) = fS) , 
[x,t]-*[0,t] 

[*.,]£(0,oo)x(0,T) 

(41) lim. Q(x,t)=fx(x) . 
[x,t]-^[x,0] 

t*,.]s(o,oo)x(o,r) 

Wir wollen zunächst die Gleichheit von (40) beweisen. (Der Beweis der Gleich
heit von (41) erfolgt ganz analog.) Wir setzen 

v(x, t) = [x (t — t)\ , 0 < y < 1 , Ds = E [0 < x < ó,t — b < t <ť}. 
\ a I [x,t] 
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Die Funktion v(x, t) ist stetig in Ds, weiter ist v(0, t) = 0 und v(x, t) > 0 
für alle übrigen Punkte aus Ds und für hinreichend kleines Ö ist L(v) < 0 
für alle Knotenpunkte [x, t -\- rn] e Ds von einem bestimmten n angefangen, wie 
man leicht feststellt. Es sei e > 0 beliebig und es sei KE eine solche Umgebung 
des Punktes [0, tVj, dass für jeden Knotenpunkt [0, t] e Ks gilt 

(42) \conk(0,t) -f2(t)\ <e, 

was infolge der Stetigkeit der Funkt ion f% möglich ist. Es sei weiter C eine 
solche Konstante, dass in allen Punkten [x, t] e Ds — Ke 

(43) Cv > 2 Max ( Sup \f,(x)\ , Max \f2(t)\) 
xe(0,ao) te(0,T) 

gilt und weiter wollen wie setzen cp^ = f2(t) — e — Cv — cank, cpfy = can/e — 
— f2(i) — e — Cv. Für diese Funktionen gilt wegen der Eigenschaften der 
Funktion v in jedem Knotenpunkt [x, t -\~ rnk] € Ds von einem bestirnten k 

angefangen <pf \x, - [ ~ ^ J T-*J ^ 0, <p<f(0,t) £ 0, ^ ( [ £ J ^ í ^ 0 ge-

mäss (42), (43) und dem Lemma 6.1. Also gilt tpf ^ 0 in allen Knotenpunkten 
[x,t]eDs,d.h. 

(44) fj) -e-Cv^conk< fjt) + e + Cv 

in allen Knotenpunkten [x, t] e Ds beginnend mit einem bestimmten k. Daraus 
erhalten wir durch Grenzübergang (in einem festen Knotenpunkt [x, t] e 
e'Dsn (0,oo) X (0, T)) 

(45) /,(?) - e - Cv ^ ß(.r, 0 ^ /,(*) + e + Cw . 

Weil die Menge der Knotenpunkte in Ds n (0, oo) X (0, T) dicht ist, so gilt 

diese Ungleichung in jedem Punkt [x, t] e Ds n ((0, oo) X (0, T)), und weil 

v(0, t) = 0 und v(x, t) stetig ist, so erhalten wir 

(46) lim Q(x, t) = f.2(t) . 
[x,t]->[0j] 

[x,t]e(0,co)X(0,T) 
'S* 

Aus der Ungleichung (44) folgt weiter, dass es möglich ist eine solche Umge

bung K c Ke des Punktes [0, t] zu finden, dass in allen Knotenpunkten 

[x, t] € K n (<0, oo) X <0, T)), für welche t <L t ist, von einem bestimmten k 

angefangen, gilt 

(47) \conk(x, t) - f2(t)\ < 2e . 

3 
Wir setzen w = x1 - |— (£ — £) und Cx sei eine so gewählte Konstante, dass 

QJ 

Cxw > 2 Max ( Sup |/x(*)| , Max \f2(t)\) 
X€(0,OD) te(0,T) 
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in allen Punkten [x, t] e <0, oo) X <0, T), welche nicht in K liegen und welche 

oberhalb der Geraden t =-= t — öx liegen, gilt. dx > 0 sei so klein, dass Cxw > —e 

auf K n (<0, oo) X (£ — <3j, £)) ist. Dann erhalten wir durch einen ganz analogen 

Vorgang wie oben (weil überall in (0, oo) X (0, T) die Bedingung L(p) < 0 

gilt), dass mit einem bestimmten k beginnend für alle Knotenpunkte [x, t] e 

c (0, oo) X (0, T), in welchen t > t — hn ist, 

(48) f2(t) - 3e - C > ^ ^ ( a , , t) ^ /,(*) + 3£ + C > 

gilt. Daraus erhalten wir dann schon leicht 
ь 
(49) lim ßla:, t) = f2(t) . 

tx,t]->(o,T) 
[*,.]e(0,»)x(0,T) 

Die Gleichungen (46) und (49) beweisen zusammen (40). Wir haben also die 
Existenz einer Funktion Q(x, t) e B, welche (38) und (39) erfüllt, bewiesen. 
Man beweist aber ferner auch leicht (siehe z. B. [1]), dass es nur eine einzige 
Funkt ion dieser Eigenschaften gibt. Aus der Eindeutigkeit der durch die 
Eigenschaften (38) und (39) bestimmten Funktion folgt gleichfalls leicht, dass 
nicht nur die Teilfolge sondern auch die ganze Folge nach der Funkt ion Q 
konvergiert. Das Lemma ist damit bewiesen. 

B e m e r k u n g 3.2. Mit Hilfe der Ungleichung (47), welche nicht nur für die 
Folge {conJ, sondern auch für die ganze Folge {wn}, angefangen von einem be
stimmten n, gilt, beweisen wir leicht, dass 

a)n(x, t) -> co(x, t) für n -> oo 

gleichmässig auf jedem Intervall <0, x0>, x0 > 0 und zwar für jedes fest gewählte 

t e (0, T) von solcher Beschaffenheit, dass die Gerade t = t von einem bestimmten 

n angefangen, eine Netzgerade ist. 

Lemma 3.7. Wir wollen setzen 

(50) v(™)(x, t) = u(m\x, t) — uim)(x, t) , 

worin u2
m) bezw. «K™) die durch Lemma 3.3 bezw. Lemma 3.4 definierte Funktion 

bedeutet. Es sei ?4m) eine Netzfunktion definiert in <0, oo) X <0, T), für welche 
gilt: 

(a) in jedem Knotenpunkt [x, t] e (0, oo") X <0, T) ist 

(51) ^ ö ( M ) ~ < f OM) = 0 , 

(52) (6) v{m\x, 0) =-= - wW(x, 0) , 

vT\0, l) = - te<»>(0. I) • 
Dann gilt 

(53) lim v(m)(x, t0) = v^m\x, t0) 

gleichmässig auf jedem Intervall <0, x0), xQ > 0. 
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B e w e i s : Folgt leicht aus dem Lemma 3.6 bezw. aus der Bemerkung 3.2. 

Lemma 3.8. Es seien w{
n\k = 0, 1, . . . , m) Netzfunktionen definiert durch 

die Vorschrift 

(54) w{*\x, t) = vf\t) + v^)n(x, t) für x^(m+l)b,t^~ mt0, 
wn°\x, t) = v?\t) + v£n(x, t) für x > (m + 1) b , t > — mt0, 

(55) w^\x, t) = w%-x\x, t) + vf\t) + <>(*, t) für x S (m + 1 - k) b , 
t ^ — (m — k) t0 , 

w$\x, t) = w^l\x, t) + vp(t) + vftl(x, t) für x ^ ( m + l - k) b, 
t ^ — (m — k) t0 

für k= 1, 2, . . . . m, worin vf\t)(k = 0, 1, ...,m) die durch Gleichung (15) 
definierte Funktion bedeutet und v{^n(x, t) (k = 0, 1, . . . , m) eine Netzfunktion 
ist, für welche gilt 

(56) v™n(x, t ) - \ v™xx(x, t)=~ f qk(s) ds , 
a rn j 

t 

[x, t] e (— oo, (m + 1 - k) b) x < —(m — k) t0, T) , 

(57) v™n(x, - ( m - k) U = v™((m + 1 - k) b, t) = 0 ; 

weiter ist v{£n(x, t) (k = 0, 1, 2, . . . , m) eine Netzfunktion, für welche 

(58) 

. -т„ 

Vtni(x> 0 - І ^ПXX(X, ř) = • - 1 Г <?*(*) d* , 
a ъn J 

[x, t] e ((m + 1 — k) 6, oo) x < - ( m - k) t0, T) , 

v™n(x, ~~(m-k) t0) = v™n(m + i~k)b,t) = 0 

gilt und die Funktionen qk(t) durch Formel (16) definiert sind. Dann ist die Netz
funktion w('^l\x, t) in (0, oo) X <0, T) beschränkt, erfüllt in jedem Knotenpunkt 
[x, t] e (0, oo) X <0, T) die Gleichung (5) und es gilt 

(60) w™ -> w(™) für n -> oo 

gleichmässig auf jeder Menge <0, x0} X <0, T), x0 > 0; w(m) ist die in Lemma 
3.4. definierte Funktion. 

B e w e i s : Betrachten wir zuerst die Funktion w(
n\x,t). Vor allem stellen 

wir durch leichte Rechnung fest, dass für die Funktion wn
0) gilt 

t+*n 

wft(x,t)-lw«xx(x,t)==± / q(s+mt0)ds 
a rn j 

t 

für 
[x,t] € (~~ oo, (m + 1) b) x < - m!0, T) , 

<(M) -^< l (M ) -o 
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für 

[x,t]e((m+ l ) 6 } oo) X {-mt0,T), 
t+ Tn 

wft((m + 1) b, t) - i < > , ((m + 1) 5, 0 = - L J gr(« + m Q ds , 

weil v3
0)

n(x, t) = — ü(
2°n(2(w + 1) 6 — .c, 0 ist. Weiter lässt sich die Funktion 

?;(2°L(̂ , t) in der Gestalt 

4 > , 0 = «P>(«) - T(>-5 o 

schreiben und die Funktion F^n(x, t) genügt den Gleichungen 

IT«. - ~ -*"•&-* = 0 , [x,t]e(- oo, (m + 1) 6) X < - mt0, T) , 
(A/ 

F™{x, - mt0) = 0 , Ff>n((m + 1) b, t) = v™(t) . 

Gemäss Lemma 6.6 gilt 

lim F^(x, t) = Ff(x, t) 
n—»-00 

gleichmässig auf jeder Menge <<51, <52> x <<53, T), worin — oo < ö1 < <52 < 
< (m + 1) b, — m£0 < d3 < T gilt und _/j2

0) die in Lemma 3.4 definierte 
Funktion ist. Weiter ist entsprechend Bemerkung 3.1, wegen F{£n(x, — mt0) = 
= 0, die Netzfunktion F^nx durch eine von n unabhängige Konstante in 
jedem Bereich <<5l5 <52> X <— mt0, T) beschränkt. Setzen wir weiter 

<pn(x, t) = Fi% für [x, t] c ( ( - oo, (m + 1) &> x < - mt0, T)) n £ n . 

Fü r diese Funktion gilt offenbar 

<Pm — - <Pnxx = ° f ü r [«, <] e (— oo, (m + 1) 6) x <—m<o, 21) , 

9?n(.r, — mi0) = 0 für x < (m + 1) b , 

<Pn((™ + 1) 6, *0) -*.
 < (* + r-tzim für *:>_m*0. 

^n 

Weil die Ableitung der Funktion v1
0)(l) auf dem Intervall <— mt0, T) beschränkt 

ist, ist cpn und mithin auch Fflt gemäss Lemma 3.1 in allen Knotenpunkten 
der Menge (— oo, (m + 1) 6 > X <— mt0, T) beschränkt und dies durch eine 
von n unabhängige Konstante. Weil F£lxx = aF£nt gilt, so gilt dasselbe 
auch für die Funktion F^lxx und weil 

\F%,nx(x, 0 | -£\x- x0\ K + |:Fg.(a>0f Ol 

gilt, worin K = Sup |I1°w.el bedeutet und x0 > 0 ist, so erhalten wir das 
Ergebnis, dass die Funktion Fflx auf jeder Menge (<<5t, (m + 1) b) X 
X < — mLj, T)) n $„ durch eine von ra unabhängige Konstante beschränkt ist. 
Daraus folgt, dass die Funktion F^n(x, t) auf jeder Menge <<5l5 (m + 1) 6> X 
X <— mt0, T) gleichmässig zu der Funktion Ff((x, t) konvergiert, das heisst 
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aber, dass die Funktion vl£n(x, t) auf jeder Menge <<5l5 (m + 1) &> x <— mt0, T) 
gleichmässig nach der Funktion vf)(x, t) aus Lemma 3.4 konvergiert. Eine 
analoge Behauptung gilt auch für die Funktion vf^(x, t) und mithin gilt 
überhaupt 

lim wf(x, t) = w<0)(x, t) 
n—>-oo 

gleichmässig auf jeder Menge < — <5l5 c51> X <— mt0, T), wobei w(°)(x, t) in 
Lemma 3.4 definiert ist. Schreiten wir nun auf analoge Weise fort, so gelangen 
wir zum Beweis der aufgestellten Behauptung. 

Lemma 3.9. Es sei u2<n(x, t), die durch Formel (8) in Satz 2.1 definierte Funktion-
und es sei u2(x, t) die in Lemma 3.3 definierte Funktion. Dann gilt 

(61) lim \\u2<n(x, y — u2(x, t0)\\P = 0 . 

B e w e i s : Wir wollen setzen 

(62) ocn(x, t) = u<$ - 4W ) ~ W™ , 

worin u2
m) in Lemma 3.2, vn

m) in Lemma 3.7 und wn
m) in Lemma 3.8 definiert 

sind. Für diese Funktion gilt 

(63) *ni(x, t) - I ocnxl(x, t) = 0, [x, t] 6 ((0, oo) X <0, T)) n Sn , 
QJ 

(64) ocn(x, 0) = w<m)(x 0) - w(m)(x, 0) , 
xn(0, t) = «rf«>(0, t) - wn

m)(0, t) 

(w/m) gemäss Lemma 3.4.) Nach Formel (50) gilt weiter 

(65) t#$(z, t) - uT\x, t) = ocn(x, t) + (vn
m) - *»>) + (wT} - wW) ; 

w(
2
w) ist in Lemma 3.3 und v<m) in Lemma 3.7 definiert. Es sei s > 0 gegeben. 

Weil die Funktionen v^, v<m), wn
m), uAm) beschränkt sind, ist es möglich 

ein x0 > 0 so zu bestimmen, dass gilt 

\v^(x,t0)-v<m)(x,t0)\ 

(66) y^p-^ < e , 
im\ \w^(x,t0)-w(m)(x,t0)\ 
K ' l+x3 < £ 

für alle x e <a?0, oo) und n = 1,2, ... 
Weil vn

m)(x, t0) -> v<m)(x, t0), wn
m)(x, t0) -> ww(a;, f0) für w -> oo gilt und 

dies gleichmässig auf dem Intervall <0, x0} (siehe Lemma 3.7 und Lemma 3.8)^ 
so existiert eine nur von e abhängige Konstante Nx derart , dass für alle x e 
e <0, x0} gilt 

(68) .>*,=> I^ - .U-^- .MI <,, 
x 1 + ar 

(69) K>i,1=,l<!(M^^Ä)l<£ 
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und daher folgt aus (66), (67), (68) und (69), dass auch gilt 

(70) n > Nt => \\v?\x, t0) - vW(x, g | | P < e , \\wT\x, t0) - wW(x, t0)\\P < e • 

Weiter folgt aus der Beschränktheit der Funktionen M4W), W("*> die Existenz 
eines xx > 0 von solcher Bechaffenheit, dass für alle [x, t] e (xx, oo) X <0, T) 

(71) \W<™)(X, t) ~ W^(X, t)\ <±(\+X) 

gilt, mit 

(72) D = Sup - L + J i . 

Weil «4m) ~» w(m) für w -> oo auf <0, #]_> X <0, F̂> gleichmässig konvergiert, 
so existiert eine nur von e abhängende Konstante N2 derart, dass für alle 
[x, t] e <0, xx) X <0, T) 

(73) n > N2 => \w<"\x, t) - w™(x, t)\ < ~ 

erfüllt ist. Also erhalten wir zusammen aus (71) und (73), dass in jedem Knoten
punkt für n > N2 gilt 

\<xn(x, 0)| < ~ (1 +x), 0 ^ £ < o o , 

WO, Ol < 5 , 0 ^ t < T . 

Daraus erhalten wir leicht unter Benutzung von Lemma 3.1, dass 

(74) n > N2 => \ocn(x, t)\ < ~ (1 + x) 

für alle Knotenpunkte [x, t] e <0, 00) X <0, T) gilt. Aus (74) folgt aber laut 
Definition der Zahl D, dass weiter 

(75) n > N2 => \\<xn(x, t0) \\P < e 

gilt. Aus (65), (70) und (75) folgt 

(76) lim ||«B>(ar, *0) - «<*>(x, t0)\\P = 0 . 
«—»-00 

Daraus, aus Lemma 3.2 und Lemma 3.3 ergibt sich leicht die Gültigkeit von 
(61). 

Lemma 3.10. Es sei u1<n(x, t) eine im Bereich <0, 00) X <0, T) definierte Netz
funktion, für v)elche gelten möge 

(77) (a) ulint(x, t) - - u1<nx-(x, t)=0, [x, t] e (0, 00) X <0, T) , 

(78) (b) ulin(0, t) = 0, 0 < t < T , 

(79) u1>n(x, 0) — 0 /#r 0 < x < ö 

%,»(^> °) = fn(x — b) für b < x < 00 
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und fn(
x) sei die quasistationäre Lösung des Problems 2. (Siehe Satz 2.4 bezw. 

Satz 2.6.) Dann existiert eine Funktion U(x, t) stetig in <0, oo) X (0, T) derart, 
dass 

(80) 0 <: U(x, t) < ocx für [x, t] <E <0, OO ) X (0, T) 

ist, U hat in (0, oo) X (0, T) stetige Ableitungen 8U/dt, 82U]dx2 und es gilt 

(81) ^==l^E für [xtt] e (0, oo) X (0, T) 

und es existiert eine Teilfolge {nk} von solcher Beschaffenheit, dass 

(82) lim ux nk(x, t) = U(x, t) 
k-+co 

gleichmässig auf jeder Menge <0, xoy X (tx, T) erfüllt ist. 
B e w e i s : Für die Funktion uXjl(x, t) giJt nach Lemma 3.1 und nach Satz 

2.4 
0 < uhn(x, t) < ocx , [x, t] e <0, oo) X <0, T) . 

Daraus und aus dem Lemma 3.5 erhalten wir den Beweis der aufgestellten 
Behauptung, wenn wir zusätzlich die Funktion u1<n(x,t) auf (—oo,0> X 
X <0, T) durch die Gleichung uhn(x, t) — — ulin( — x, t) definieren. 

B e w e i s d e s S a t z e s 3.1: Aus (80) und (82) folgt, dass eine Teilfolge {nk} 
derart existiert, dass 

(83) lim uunk(x, t0) = lim (AlitlJni) (x) = U(x, t0) in P 
k—»oo fc->oo 

ist. Weil aber 

(84) fnt(x) = (Al<nJnk) (x) + u2<nk(x, t0) 

gilt (siehe Formel (17), Abschnitt 2), so folgt aus (80), (83), (84) und aus Lemma 
3.9 die Existenz einer auf <0, oo) stetigen Funktion f0(x) von solcher Beschaffen
heit, dass 

(85) 0 < f0(x) < (xx + boc 

und weiter 

(86) lim \\fnk(x) - f0(x)\\P - 0 
fc—*O0 

erfüllt sind. 
Wir wollen nun die Randbedingungen der Funktion U(x, t) aus Lemma 3.10 

untersuchen; vor allem gilt offenbar 
(87) lim U(x,t) = 0, 0<t<T. 

[x,.]->-io,7] 
[X , . ] , (0 ,OO)X(0 ,T ) 

Wir wollen weiter beweisen, dass auch gilt 

(88) lim U(x, t) = 0 für 0 < x0 < b , 
[*,i]->[*0,0] 

[*,«]£(o,oo)x(o,r) 

lim U(x, t) ~ f0(x0 — &) für b < x0 < oo 

[s,.]t(0,oo)x(0,T) 
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Setzen wir der Kürze halber 

(89) p0(x) = 0 für 0 < x < b , 

Po(x) = fo(x — b) für b < x <oo , 

<90) pk(x) = 0 für 0 < x < b , 

Ph(x) = fnk(
x — 6) für b < x < co 

und es sei x0 e (0, oo), x0 + b ein fest gewählter Punkt . Weiter sei gesetzt 

(91) w(x, t)^(x- x0f + - t 
et 

und es sei ein e > 0 gegeben. Nach (86) existiert K(£) derart , dass 

(92) k> K(e)^> \pk(x) - p0(x)\ < | f ü r x e (x0 - d, x0 + d) 

gilt, worin ö > 0 beliebig und fest gewählt ist. Aus der Stetigkeit der Funkt ion 
f0(x) und also auch der Funkt ion pQ(x) folgt die Existenz eines solchen dr, 0 < 
< ö± < 6, dass 

(93) x e (x0 — dlt x0 + Sx) => \p0(x) ~ p0(x0)\ < | 

erfüllt ist und dass also insgesamt zu einem gegebenen E > 0 ein solches 
K(e) existiert, dass 

(94) k > K(e) => \pk(x) - p0(x0)\ < e 

für alle x e (x0 — dlf x0 + ö±) erfüllt ist. Es sei weiter 

<95) C = Max { Sup M + ^ , \PoMf 

Dann beweisen wir aus den Beziehungen (94) und (95) mittels des Lemmas 3.1 
leicht, dass für k > K(e) in jedem Knotenpunkt [x, t] e <0, oo) X <0, T) 

(96) p0(x0) — £ — Cw < uXMh(x, t) < p0(x0) + £ + Cw 

gilt. Daraus ergibt sich völlig analog wie beim Beweis des Lemmas 3.6 die 
Gültigkeit von (88). Aus dem eben Bewiesenen aber folgt, dass für die Funktion 

h(x) 

(97) f0(x) = (Af0) (x) 

gilt (siehe Definition 1.2) und also ist f0(x) eine quasistationäro Lösung des 
Problems 1. Auf Grund der Ungleichung (85) beweisen wir leicht auf grund des 
Satzes 1.2, dass f0 e M und weil in M gerade nur eine quasistationäre Lösung 
existiert, so gilt (86) nicht nu r für eine Teilfolge {nlc}, sondern für die ganze 
Folge {n}. Damit ist der Satz 3.1 bewiesen. 
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S o u h r n 

NUMERICKÁ METODA P R O VÝPOČET QUASISTACIONÁRNÍHO 
Ř E Š E N Í ROVNICE P R O V E D E N Í T E P L A 

E M I L VITÁSEK 

V práci, která je pokračováním [1], se zabývám následujícím problémem: 
Buď hn = h0)2\ rn = r 0 /2 2 " (n =0,1,2,...), h0 = b/N,, r0 = t0/N2 (Nv N2 

jsou přirozená čísla), 

a, b, t0 jsou kladné konstanty. Znakem Sn označíme množinu bodů [khn, lrn] e 
€E2(k, ř — 0, ± 1, -J- 2, ...) a podobně znakem S(

n
0)(S(

n
)) množinu bodů 

khn e E^hn e Ex) (k (l) = 0, ± 1, ± 2, ...). Množiny Sn, 8$ budeme nazývat 
sítěmi a funkce definované na nich síťovými funkcemi. 

Buď An operátor, který funkci fn(x) definované na <0, oo) o >S'̂ 0) přiřazuje 
řešení rovnice 

un(x, t 4- rn) — un(x, t) _ 1 uj,x + K t) — 2un(x, t) + un(x — hn, t) __ 
[ ) " rn a hn 

= i - zn(x, t + rn) , [x, t] e ((0, oo) X <0, T)) n Sn ; 

zn(x, t) je síťová funkce definovaná předpisem 
Í 

(2) zn(x, t) = f q(s + K) ds pro kb < x < (k + 1) b , 
• - T i ( 

i t 

zn(kb, t) = § [ fq(8 + (k-l) t0) ds + / q(s + kt0) ds] , 
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(a, T jsou kladné konstanty, T > t0, q(t) j e daná funkce) při po áteční podmince 

un(x, 0) = 0 pro 0 < a; < 6 , 
un(x> 0) = fn(x — Ъ) pro b < æ < oo 

a okrajové podmínce 

u{0, t) = 0 pro í > 0 

pro í = ř0 (tj. (A„/) (ж) = wn(#, ř0)). 
Řekneme, že v nějaké množin síťových funkcí Mn existuje síťové quasi-

stacionární řešení, jestliže existuje taková funkce fn e Mn, že platí 

Шn) (x) = Ш • 

O síťovém quasistacionárním řešení dokazuji následující věty: 
Věta 1. Buď Mn mnozina funkci fn definovaných na <0, .oo) n Ä^, pro které 

plati 
0 = fn(x) < (xx + ЬÖC , x є <0, oo) n Sw 

(a je jistá konstanta). Buď funkce q(t) z rovnic (2) spojitá, nezáporná a omezená 
v <0, oo). Pak existuje v Mn právě jedno síťové quasistacionární řeseni. 

V ta 2. Buď fn

0)єMnl /<f+1> = AnЦ\ k = 0, 1, 2, .... Pak funkce Дfc> 

konvergují pro k —> oo lokálně stejnoměrne k síťovémм quasistacionárnimu 
řeѓeni. 

V ta 3. Buď fn sîtové quasistacionárni řešeni. Ľodefinujme siťovou funkci 
fn(x) pro ta x, pro kierá neni definována, lineárnë. Takto získaná posloupnost 
spojitých funkci pak konverguje pro n ~> oo lokálně stejnoměrnë ke quasistaci-
onárnímu řešení (ve smyslu [1]). 

P e 3 ю м e 

Ч И C Л E H H Ы Й METOД Д Л Я И C Ч И C Л E H И Я 

KBAЗИCTAЦИOIIAPHOГO P E Ш E H И Я У P A B H E I I И Я 

T E П Л O П P O B O Д H O C T И 

ЭMИЛL BИTACEK (Emil Vitás k) 

B paбoтe, кoтopaя являeтcя пpoдoлжeниeм [1], я зaнимaюcь cлeдyющeй 
npoблeмoй: 

Пycть hn = Һ0j2\ rn = т0/2*« (n = 0, 1, 2, . . . ) , h0 = bfNv r0 -= t0/N2 (Nъ 

N2 — нaтypaльныe чиcлa), 

0<жГß<l 
a, b, t0 — пoлoжитeльныe пocтoянныe. Cимвoлoм Sn oбoзнaчим мнoжeeтвo 

тoчeк [khя, lrn] є E2 (k, l = 0, + 1 , + 2 , ...) и aнaлoгичнo cимвoлoм Á f W Л 

мнoжecтвo тoчeк khn e Ex(lrn eEx) (k (l) = 0, -J-l, + 2 , . . . ) . Miюжecтвa Sn, 
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$^) будем называть сетками и функции, определенные на них, функциями 

на сетках. 

Пусть Ап — оператор, который функции Цх), определенной на <0, оо) п 
п 8»\ ставит в соответствие решение уравнения 

ип(х, I + гп) — ип(х, г) 1 ип(х + 1ьп, I) — 2ип(х, I) + ип(х — кп, I) 
(1) rn a hn 

= i - zn(x, t+rn), [x, t] e ((0, oo) X <0, T)) п Äя ; 

%п(х, 0 — функция па сетке, определенная соотношениями 

(2) %п(х, I) -= ^^(8 + Ы0) из для кЬ < х < (к + 1) Ь , 

( ( 

г„(М>, о = # ^^(8 + (/с - 1) у сь + 1Ч(8 + н 0 ) а,§], 
.-т„ г-т„ 

(а, У — положительные постоянные, Т > /,0, (1(1) — данная функция) при 

начальном условии 
ип(х, 0) = 0 для 0 < х < Ь , 
ип(х, 0) — Цх — Ь) для 6 < х < оо 

и краевом условии 

и(0, Ь)= 0 для /: > О 

при I = к (т. е. (Ап1)(х) = «„(а?, У ) . 

Мы скажем, что в некотором множестве М г а функций на сетках существует 

разностное квазистационарное решение, если существует такая функция 

/п е Мп, что 

Ип/ г а)(х) = /„(а) . 

О разностном квазистационарном решении доказаны следующие теоремы: 

Теорема 1. Пусть Мп — множество функций {п, определенных на 

<0, оо) о $п

0 ), для которых выполняются неравенства 

О ^ Цх) <ах + Ьа, х е <0, оо) п 3(

п

0) 

Са — определенная константа). Пустъ функция ^(^) из уравнений (2) явля

ется непрерывной, неотрицательной и ограниченной в <0, оо). Тогда 

в Мп существует точно одно разностное квазистационарное решение. 

Теорема 2. Пусть Д 0 ) е Мп, / ^ + 1 ) = Ап^\ к = 0, 1, 2, . . . . Тогда функции 

^ сходятся при к -> оо локально равномерно к разностному квазистацио

нарному решению. 

Теорема 3. Пустъ /„ — разностное квазистационарное решение. Допол

ним определение функции на сетке /п(ж) для тех х, для которых она не опре

делена, линейно. Полученная таким образом последовательность непреры

вных функций сходится при п -» оо локально равномерно к квазистационар-

пому решению (в смысле [1]). 
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