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SVAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY . CisLoO &

NUMERISCHE BEHANDLUNG VON DER QUASISTATIONAREN
LOSUNG DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Ewmin VITASER

(Eingegangen am 6. November 1959.)

Den Inhalt der Arbeit, welche die Fortsetzung von [1] ist, bildet die
Diskussion der Differenzenmethode fiir die Berechnung der quasi-
stationidren Losung der Wirmeleitungsgleichung.

1. EINLEITUNG

Der Zweck dieses Abschnittes ist es an einige Definitionen und Sétze die
quasistationdre Losung betreffend zu erinnern, von welchen die Arbeit [1}
handelt und die wir im folgenden benétigen werden.

Definition 1.1. Als Problem 1 bezeichnen wir das folgende: Ks ist eine Funkiton
u(x, t) so zu bestimmen, dass fir sie gili:

(@) die Funktion w(x, t) hat in B, = Blkb << a2 << (b + 1)b,0 <<t <T7(b> 0
- [x,¢] ,
beliebig, fest gewdhlt) stetige partielle Ableitungen ou/ot, *u/dx® und genitgl dort
der Gleichung
o 1 o%u .
(1) ﬁza—azz—%—g(t%—kto), (x,t)e R, E=0,1,2; ..,

a st eine positive Konstante, 0 < t, < T beliebig und fest, q(?) ist stetig, nicht
negativ und beschrinkt in {0, c0);
(b) die Ableitungen oulét, oulox sind stetig im Bereich (0,00) x (0, T);
(©) ;
(2) u(x, 0) = p(x) fir x>0, z 5,
plz) ist stetig auf dem Intervall {0, o) mit Ausnahme des Punkies b in dessen

« Umgebung es beschrankt ist und es gilt Sup —--I ?@)L

< w,
xé(O,oo)l + xd

(3) u(0,8) =0 fir 0<t<T.
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Satz 1.1. Es se1 B eine Klasse von Funktionen u(z, t) mit den folgenden Eigen-
schaften:

(@) u(z, t) sei definiert und stetig in <0, 00) x <0, Ty mit Ausnahme endlich
vieler Punkte auf der Halbgeraden 0 < x < oo, { = 0 in deren Umgebung die
Funktion u(x, t) beschrenkt set;

(b) wenn wir f(x) = Sup |u(x, t)| setzen, tst die Funkiton f(z)[(1 + 2°) auf
t
dem Imtervall <0, o) beschrinkt. )
Dann existiert in B gerade eine Lésung des Problems 1.

Definition 1.2. Es sei P cin Raum stetiger Funktionen auf dem Intervall
{0, 0), fir welche gelten moge

@) _

. s < o
und A set ein Operator, welcher der Funktion | e P die Funktion Af durch die
Vorschrift
(5) (4f) (@) = u(=, t,)
zuordnet, in welcher w(x,t) eine Losung des Problems 1 gemdss Definition 1.1
fir t = t, bedeutet mit

p(x) = 0- fir 0 <2z <b,

p(x) = f(x — b) Jur b <<z << oo .
Die Funktion fe P bezeichnen wir als quasistationire Losung des Problems 1
sofern gilt
(6) Af=1.

Satz 1.2. Es set G = Sup q(t), &, b seien Konstante und q(t) eine Funklion
gamdss Definition 1.1, « = Gtofb, by = 26)al/t,/|7 + &, b, = G|alty/b)=
und es ses fe M, M c P gerade dawn, falls gilt:

() 0 =< f(a) =< xx -+ b, x e {0,00);

(b) Df(x) = by + byx, Df(w) = — (by + byz), xe<0,00).0)

Dann existiert in M gerade eine quasistaliondre Losung des Problems 1.
‘ Satz 1.3. ([2]) Es sei P ein lokal konvexer, topologischer, linearer Rawm.

M c P sei konvex und kompakt. Es ser A eine stetige Abbildung von M in M. Dann
existiert ein solches fo e M, dass qilt :

(7) Af 0o f 0

1) Unter dem Symbol Ef(;v) bezw. Df(x) werde lim sup (f(x 4 &) — f(x))/h bezw.
lim inf (f(z + k) — f(x))/h verstanden. h—>0

h—0

413



Satz 1.4. Wenn wir in P eine Norm durch die Bez@'ehung

(8) Il = Sup - g

+ ’63
einfithren, so bildet P einen nor mmten linearen Rawm.

Im weiteren werden wir uns mit der Differenzenanalogie der oben formulier-
ten Aufgabe befassen.

2, DIE QUASISTATIONARE DIFFERENZENLOSUNG

Definition 2.1. Als Netz S,(n = 0, 1, 2, ...) bezeichnen wir eine Punktmenge
) ) . 1 i
[kh,, Iz,] (B,1=0,4+ 1,4+ 2,..)), worin bedeuten h, = o ke, T, = S To

(n=20,1,2,...), hy =>b/N,, 1o ="~1JN, (N, N,...stnd natirliche Zahlen),
Tn _p o 1
(1) _ 0 < ahi = B < 3

und a, b, t, sind die Konstanten aus der Definition 1.1. Analog bezeichnen wir
als Netz 8 (n = 0,1,2,...) eine Punktmenge kh, ¢ By, k=0, + 1, 4- 2, ...
und mit 8 die Punlkimenge Iv, e B, 1 =0, + 1, + 2,

Die Punkte des Netzes 8,(8¢) werden wir Knoten nennen und die auf
S.(8%) definierten Funktionen &fter abgekiirzt Netzfunktionen.

Definition 2.2. Mt dem Zeichen B, bezeichnen wir eine Menge von Netz-
funktionen wu,(x, t) der folgenden Eigenschaften:

(@) wn(z, t) ist definiert in (<0,00) X <0, T)) 0 S, (T"> 0 beliebig und fest
gewdhlt); .

(b) wenn wir f,(x) = Max |u,(x, t)] setzen, so st f,(x)/(1 + x*) beschrinkt auf
0, 00) N SO, :

Definition 2.3. Als Problem 2 bezeichnen wir das folgende: Es ist eine Funktion
u,(, t) € B, zu bestvmmen, fir welche gilt:

(@) In jedem Knoten [x,t] von solcher Beschaffenheit, dass [x,t -+ 7,] €
€ (0,00) X (0, 7) est, gilt
) U, (X, - T,) — Uy, t) L@ 4 Ry, ) — 2u,(x, 1) S u(r — by t) _

T, a hZ

1
= __L_“ zn(x: t + Tn) 3

mn
wortn z,(x, t) eine Ne[z/unktion 1st, welche durch die Beziehungen

(3) z,(x, t) fq - kty) ds  far kb <x < (k+1)b,

t—7,

2,(kb, ) = &[qu—}- k——l)t@ds—}-fqe%—kf)ds]

t—T, =1y

definiert st und q(t) die aus der Definition 1.1 herrithrende Funktion ist.
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(b) Firze 0,00) n S ist
(w, 0) = po(2)

und Pn(x) ist eine Netzfunktion, fir welche gilt

z
Sup rlﬁ"—J— < o0
xe(0, O())nq\(” b+ x?
) uA0,1) = 0 far te(0,7) 0 8P

Satz 2.1. Die einzige Lésung des Problems 2 ist durch die Formel

(6) un(“”’ {) = ul,ﬂ(‘x’ t) + uz,n(x) t)

gegeben, in welcher bedeulen

(7) Uy 9(1 t) = Z ( o (‘; - T) —az (% - 7')) 7711(Th'n) ’

t = "
(8) Uy (5 1) == Z Z (a.',,s (A — r) —al, ( + r)) 2a(rh,, $7.,)
- S5
) a) = g5 [ (1)t 2peosar eimar,

—n

s=1,2 ..., r=0+1, 12
Beweis: Der Satz folgt leicht aus [3].

Definition 2.4. Es set f,(x) eine Netzfunktion, die auf S definiert ist. Wir
definteren einen Operator A,, welcher der Funlkiion f, wiederum eine Netz-
Junktion in (0, 00) durch die Vorschrift
zuordnet, worin u,(x, t) eine Lisung des Problems 2 nach Definition 2.3 fir
t == t, ist mit
(11) pa(r) = fitr 0 <<x<b,

D) = fo(x —b) fir b <z << oo .
Definition 2.5. Als Rawm P, bezeichnen wir die Menge der auf <0, 0) n S
definierten Funktionen f,(x), fir welche gilt
Fal2)]
(12) “(0’005,5(0) I ®
n
Nun gelten offenbar die Siitze:

Satz 2.2. Der Operator A, hat einen Sinn fir jedes f, e P,,.
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Satz 2.3. Wenn wir in P, eine Norm durch die Beziehung

) e = sup @)L

3
:ce(l),ao)ns('r?) 1 T
einfithren, so ist P, ein linearer, normierter Raum.

Definition 2.6. Die Funktion {, e P, bezeichnen wir als quasistationdre Losung
des Problems 2 (oder als quasistationdre Differenzenlosung ), sofern gilt

(14) Anf’n = f’ﬂ N

Satz 2.4. (Existenz der quasistationdren Differenzenlosung.) Hs sei M, c P,
etne Menge von Funktionen, fir welche gilt

(15) 0= fu@) < ax+ by, wed0,00)0 8D,

und « die Konstante aus Satz 1.2 ist. Dann existiert in M, eine quasistationdre
Losung des Problems 2,

Lemma 2.1. Die M enge M, aus Satz 2.4 ist kompakt.

Beweis: Essei {{{7) eine beliebige Folge aus M,,. Weil nun fiir jede Funktion
fo € M, (15) gilt, so ist es moglich aus der Folge {{%} eine Folge {{{*"} derart
auszuwihlen, dass die Zahlenfolge {f,(lk’ﬂ)((})} konvergent ist. Aus der Folge
{f“0 konnen wir wiederum eine TFolge {f{""} so auswahlen, dass auch
{{$D(h,)} konvergiert usw. Die Diagonalfolge {f&*} konvergiert offenbar in
jedem Punkt x =7h,, v =0,1,2, ... Wir setzen nun f,(x) = lim f{*(x).

k—so0

Vor allem einmal ist offenbar f, € M,. Wir wihlen & > 0 und setzen ¢@(x) =
= f$"(z) — f,(x). Nach (15) gilt fiir jeden Knotenpunkt z = rh,

loR(@)| _ 202 4 20x

1428 = 1+
und also ist es mdglich 2, > 0 so zu wéhlen, dass in jedem Knotenpunkt z,

fiir welchen z > x, ist,

1 Fas
giit und dies fiir alle k. Die Zahl der Knoten, fiir welche » = z, ist, ist endlich
und es ist deshalb moglich zu einem gegebenem & > 0 k(¢) so zu wihlen, dass

<&

‘ PP (@)

fiir jedes @ = rh,, r = 0,1, ... [m]

I,
} PP (x) ‘
k> ke)= |20 <
- (é) = 1 —-I— 23 | -
gilt. Also gﬁ‘t insgesamt
N (@) |
k, > kle) = i 1 _Jr—%g; < &
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und auch
P - f, in P,
und das Lemma ist bewiesen.

Beweis des Satzes 2.4: Die Menge M, ist offenbar konvex und nach
Lemma 2.1 auch kompakt. Wir beweisen ferner, dass die Abbildung 4, auf
der Menge M, stetig ist. Es seien also f$", /¥ ¢ M,,. Weiter sei 4,, die durch
die Identitit »

(16) (Alnfn) (x> = Zb (ai"_ (E - 7‘) — Q% (]'?;L "i— 7') ]lﬂ(rhn - b)

Tn Tn

r=—

hy
definierte Abbildung.
Dann gilt »
(17) (Aufn) (@) = (Ayufu) (@) -+ Ugu(®, to)
und also ist
(18) (Aafi) (@) — (Aufi2) @)] = [(A1,fi) (2) — (A f2) ()] =

- Z e 2 — T ah ﬁ +r (f;;l)(lrk'n N b) - f;f’(rhn ’_ b)) ' .
b T b, by b, I
"
Gemiss Definition der Norm im Raum P, gilt in jedem Knotenpunkt
(19) 1) — Q)] = (1 4% |10 — 19

Weil nun offenbar weiter gilt
as(m —r) — afm4r) =0 fir m,s,r=0,1,2, ...,
ar) =0 fir s,r=20,1,2 ...,
und weil eine Konstante ¢, (unabhiingig von ) derart existiert, dass

OS
ILLS(T), é F

gilt (denn die Funktion (1 — 28 4 2p cos x)° ist beliebig oft stetig differenzier-
bar), so erhalten wir leicht aus (18) und (19), dass solche Konstanten «; (3 =
= 0, 1, 2, 3) unabhéngig von x existieren, dass
[(AafL) @) — (AnfD) (@)] = (g - @ + 02?4 x2®) [fSD — ]
gilt und also existiert auch eine Konstante K von solcher Beschaffenheit, dass
A fP — AfP = K [P — (2
gilt und daraus folgt die Stetigkeit des Operators 4, in M,. Wir beweisen
schliesslich, dass f, e M, = A4,f, e M,. Weil firr f, e M,
0 g fn(rhn - b) (; {,\Cf'hn
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gilt, so gilt weiter

<< & t _x~__ E —
0 = (4,1, (@) E}Z a (7 ) a (h+))—

oSSl i)
8=1 r=0 n n Tn n
<7, t,, — —

- ZZ )= o=t

Also insgesammt
0 = (A4,.f,) (®) = ax + b .

Es sind also die Voraussetzungen des Satzes 1.3 erfiillt und demzufolge ex1stlert
fn € M, derart, dass

fn - Aﬂfn
ist, was den Satz beweist.

Satz 2.5. Hs sei {¢W} eine Folge won Nelzfunktionen, definiert durch die
Vorschrift

(20) P @) = (4r,00) @), k= 0,1,2,
qﬁlﬂ)(.)eﬂfln——E[q)ePn, lp(x)] = ax }—bcxj,
A, tst durch die Formel (17) dafzmert; dann gilt
(21) lgllp = 0 far k —> oo .
Auf Grund dieses Satzes beweisen wir analogisch wie in [1] folgende Sétze:

Satz 2.6. (Eindeutighkeit der quasistationiren Differenzenlosung.) In der Menge
M, aus Satz 2.4 existiert gerade nur eine quasistationire Losung des Problems 2.

Satz 2.7. (Konvergenz der schrittweisen Néiherungen.) Es sei jO e M, f$t9 =
= A0, k=0,1,2,... Dann gilt
(22) ’ hm ”/;k) - /n“P,, =0 3

k—»o

wortn f, die quasistationire Losung des Problems 2 ist.

Vor dem Beweis des Satzes 2.5 beweisen wir zuichst einige Hilfssitze:
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Lemma 2.2. Es sei {y)} eine Folge von Netzfunktionen, definiert durch die
Vorschrift .
(23) P@) = (A (), k=1,2,...,
y‘(l)( x) = ok .
Dann ist {4 konvergent in jedem festen Knoten x = mh,, m = 0,1, 2, ...
Beweis: Die Zahlenfolge {y{(2)} (x = mh, fest) ist offenbar nach unten
begrenzt, sodass es geniigt zu beweisen, dass sie fallend ist. Zu diesem Zweck
setzen wir
(24) H@) = yiP@) — Pla)
P ) = (AyilD) (@), b= 1,2
Durch vollstandige Induktion beweist man leicht , dass
(25) 1) =yl ) — @)
gilt.
Ich behaupte weiter, dass fiir jedes fest gewahlte & = 1
(26) #(@ + b)) — pi) < 0
gilt. Wir wollen diese Behauptung durch vollstindige Induktion beweisen.

Fiir kb = 1 ist die Behauptung richtig, denn es ist

p@ + k) — p@) =y + b)) — D@ + b)) — yP(@) + pP() =
= D@ - hy,) — yP(x) — by,

und
@ DYy ,,jw x o x AN
R TR S P
"k
& ta x b
N Z (* (;—— } o (1 *)) M ( - 77) -
"
= — ah z anlr—2) —anlr—1-7% (r——b— —
" b Tn h'n Tn hw h/n
"ha
—(xkiavtur+1+ﬁ~—mor—3——-£ rwz)—z
" \ 5 ’ . =\ 'k, h,
= &h, Z a% (%l 1 — r) -+ ah, Z (L:; (hn -+ r) < oh, ,
r=’—b-~i'1 T=£~+1

wie man leicht durch Teilsummation feststellt. Wir wollen also voraussetzen,
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dass die Behauptung fiir £ == [ = 1 richtig ist und beweisen sie fiir b = I +
/A;’“’(w A ha) — (@) =

< x x
= - Z (ari (r’—xh—") — ai_: (r — 1 — 7);)) u®(rh, — b) —

(a'_n (r + 1 4 g—) Oty (9” -+ )) D(rh, — b) =

Z‘”( “%JW%mw~m—uﬂmf—M~b»+
+ Z @t l ) ( (”(Th - b) (")(rhn - hn - b)) =0

b n b,
r=7— -

gemiss Induktionvoraussetzung. Die Beziehung (26) gilt also wirklich fiir jeden
Knotenpunkt x und fiir jedes fest gewéhlte k = 1. Also gilt fiir festes £ = 1

D) < pPw — hy) = u(0) = 0
und infolgendessen gilt nach (24) und (25)
P (@) = y(@)
fiir jedes z und k£ = 1, 2, ..., was das Lemma beweist.

Lemma 2.3. Far die durch die Qleichungen (23) definierte Folge gilt fur
k=1,2,...
tO

(27) 0= y®mh,) < x——" mh, fir 0=m=(k—1) (3 + _‘2) ,
b to hoa T,
o

T

n n

pP(mh,) = a(mh, — (k — 1)b) fir m = (k—1) (};i -+ tﬂ) .

Beweis: Durch Induktion. Fiir k == 1 ist dic Behauptung offenbar richtig.
Wir werden also voraussetzen, dass die Behauptung fiir £ = s = 1 richtig
ist und wollen sie fiir k = s | 1 beweisen. Definieren wir einen Operator 4§73
welcher der Netzfunktion p,(x) die Netzfunktion

: () _ x =
(28) (Al 'lpn) ( ) - 20 ([1’1 (ﬁ; - T) a (hn + 7')) pn(rhn)
zuordnet, oder mit anderen Worten A({;‘) ist ein Operator, welcher der Funktion
Pa(x) die Losung des Problems 2 fiir ¢(¢) == 0 an erster Zeitzeile zuordnet.
. ; . . t
(Siehe Def. 2.3.) Setzen wir weiter fiir 1 = 0,1, 2, ... ;"-

n

420




mhn,m§shﬁ+(s~l)%’ +

n

(29)  pP(mh,) =>
Sh2 + (s — 1)31 |l

n T'ﬂ

pP(mh,) = «(mh, — sb), m = Shﬁ +(s—1) 50 41

und beweisen wir, dass in jedem Knoten z = mh,

N to
(30) (ATRpY) (@) = PP (@), 1= 0,1,.., % —1
gilt.
Offenbar gilt
zx((s — .l)imo-j— )
(31) (ASRpP) (mh,) = e mh, <
¢ 20
S ?'/;L "{’ (6 ]) T, '—l— l
(( by 1)
Zxo "),,7_‘___ mh, = pI+V(mh,)
8}—; +(s— 1= fo +l 41
fiir "
m\sh—Jr(s—l) +l—1
(32) (AP (mh,,) = x(mhb, — sb) = p¢Dmh,,)

fir m = 93 + (s — ]) fo -+ 7+ 1, sodass es bleibt den Ausdruck

(Alrﬁ)p,,“) (mohn) zu untersuchen, in welchem m, = s }—Lb‘ + (s —1) b +1
" T,
N
(ADpL) (gh) = oy (s R RN B 1)
Sil——k(s—l);‘l—}—l "

+ (1 26) ah, ((s—— D2+ l) + o, ((s oy 1) —~

== ah, ((s — l)zf—o + l) + Bk, — L ; =

(s — 1)t—0+l+1
< ah, (

s s 1) [-l+1

n

$5- + (s — 1) —%— l) = p¢+V(mgh,) ,

n

ist:
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was in Verbindung mit (31) und (32) die Ungleichung (30) beweist. Setzen wir
weiter
Pux) = 0 fir 0Z2=0,

o) = pP(x — b) fir = =b.
Aus (28) folgt, dass

‘l}
@) = ((A5R)™) ()
ist. Weiter folgt nach der Induktionvoraussetzung, dass
Pal2) = P(2)
gilt.
Daraus ergibt sich

to

yat @) = ((AL) p) (@) = ((4 ("‘)) ) (@)
und durch wiederholte Anwendung von (30)

1,

P (@) = p(f_n)(w) :
was (27) beweist fiir £ = s -+ 1. Das Lemma, ist damit bewiesen.

Lemma 2.4, Die durch die Gleichungen (23) definierte Folge {v{)} konvergiert
nach Null fir jedes feste x = mbh,,.

Beweis: Vorausgeschickt sei, dass fir jede Folge von Netzfunktionen
{9}, fiar welche
0 < yPx) < o,
,,}(':c+1) = A,‘nn(,f’), k=1,2,...

gilt, in jedem fest gewihltem Punkte x auch

(33) 0 < limsup y®(@) < o —"—
koo Ly + b
T’/L hn
gilt, denn offenbar gilt
lim sup 7{P(z) = lim yP(2)
k—aw k—w

und

fiir hinreichend grosse k. Aus der U;lwleldrmng (33) beweisen wir c5cho]r1 leicht
(Siehe [1], Lemma 3.11) die aufgestellte Behauptung.
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Beweis des Satzes 2.5: Fiir die durch die Gleichungen (20) und (21)
definierte Folge gilt

(34) P9x)| < pP(@) fir k=1,2, ...
Pa(@)] = yh'(x)

Da andererseits yi(x) < ax fiir k= 1,2, ... ist, so folgt (21) aus (34) und dem
Lemma 2.4,

3. KONVERGENZ DER QUASTSTATIONAREN DIFFERENZENLOSUNGEN

Ziel dieses Abschnittes ist es den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.1. s sei f,(x) die quasistationire Losung des Problems 2 (auf dem
Netz S, ). Weiter sei f(x) die quasistationdre Losung des Problems 1. Wir definieren
zusditzlich die Funktion f,(x) in den Punkten xy << x << 2y + h,, worin z, einen
Knotenpunkt bedeutet, als linear. Dann st

(1) 'lin; Hin - fHP =0 .

Ehe wir zur Formulierung der zum Beweis des Satzes 3.1 notigen Hilfs-
sétze schreiten, treffen wir folgende Vereinbarung: Es sei u,(x, ¢) eine Funktion
definiert auf dem Netz S,. Wir ordnen der Funktion %, eine stetige Funktion
w, durch die Vorschrift @, (x, ) = u,(, t) fir jeden Knotenpunkt [z, t]e S,
im Dreieck mit den BEcken [z, ¢}, [x + A,, f], [z, ¢ 4 7,] und im Dreieck mit
den Ecken [#,t 4 7,], [ + &, t + 1.], [® + h,, t] ist u, linear, zu. Immer,
wenn wir von der Funktion w,(x,f) in Punkten ausserhalb des Netzes S,
sprechen werden, werden wir darunter die Funktion #,(x, t) verstehen.

Lemma 3.1. Es sei u, eine auf ({0,00) X <0,T>) 0 8, definierte Netz-
funktion, fir welche in jedem Knotenpunkt [z, t] e (0,00) x (0, 1"

(2) T{t,) = = i, ) — (2, 1) = 0
bezw.
(2 t L{w,) <0

gilt. (Hier wurde gesetzt
w(x 4 by, t) — u(x, t)

(3) iz, t) = —— W ,
R e Z«v —hut)
uy(@, 1) = ‘_‘(l’t_t%)_i%,ﬁ) :

n

diese Bezeichnung werden wir weiterhin oft verwenden.) Hs ses w,(x, 0) nicht-
positiv bezw. nichtnegativ auf <0, 00) und w,(0, t) nichipositiv bezw. nichtnegativ
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auf <0, T). Dann gilt fir die Funktion w,(x, t) wberall in (0, 00) X% <0,7T)) 0 8,

(4) Up(, ) = 0
bezw.
(4) U, t) = 0.

Bewels: Das Lemma wird leicht durch vollstindige Induktion nach den
Zeitspalten bewiesen.

Lemma 3.2. Es sei ul™(x, t) eine Netzfunktion, welche den Gleichungen
) g

(5) — L(ugm) = le‘,f"’(x, 1), [ t]e (0, 00) X <0, T,
(5" ud (2, 0) = 0, xe{0,00),

ugi0,t) = 0, xe<0,T),

gentigt, wo

(6)  2m(x, t) = z,(x, 1) fir e (0, (m + 1)b) n S,
2m((m + 1) 0, 1) = § [ q(s + mi,) ds,
2w, 1) = 0 ' fir @e((m+1)b, ) n 8P

bedeutet. (Siehe Definilion 2.3.) Es set buzyn(x, t) eine. Funktion definiert durch
Formel (8) in Satz 2.1. Dann gilt fiir jedes fest gewdhlle t € (0, T) n S

(7) hm Hu(ij;:(m’ f) - uz,n(x3 t)HP - O

gleichmiissig in Bezug auf n.
Beweis: Vor allem ergibt sich aus dem Beweis des Satzes 2.1, dass gerade
eine Funktion u{,) ¢ B, existiert, fiir welche (5), (5") gilt. Wir setzen nun
(r’glm)(x: t) = uz,n(x7 l) - ug’:’:l)(x> t) .
Fiir diese Funktion gilt

- L((Pfr’:n)) = Tl —E;{M(w: t l 717) 9 [.'lf, tJ € ((07 C’O) X <Oy T)) M Sn H

oz, 0) = (0, 1) = 0
und

£z, 1) = 0 fix ze (0, (m -+ 1)b) 0 S,

EWWU:%fﬂme+D%NL

Emx, 1) = z,(x, t) fir we((m 4+ 1)b, c0) n SO
Setzen wir weiter
Gitx
(m) [
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(G = Sup ¢(1)). ¥ir diese Funktion gilt offenbar

‘6(0,@))
G
Lipmy — — 7%
(") m 1B
und also gilt fiir die Funktion y{™ — ¢{™ in jedem Knotenpunkt [x,]e
€(0,00) X €0, T)
L(w(m) . (p(m)) o _G,'QZ,,,,. e _l_ 5(’")(?” t 1t ) =< 0
» " (m+1b " T, " ==
und
w2, 0) — ¢z, 0) = y™(0, 1) — ¢i™(0, 1) = 0.
Daraus erhalten wir aber nach Lemma 3.1, dass in allen Knotenpunkten
[2,t] € <0, 0) X <0, T)
Gix
(m)(. - T
(8) (pn (‘Us {) = (W’L 7‘7 1) b
gilt.
Da aber andererseits offenbar auch ¢ = 0 gilt, so folgt die aufgestellte
Behauptung leicht aus (8).
Lemma 3.3. Is sei ui™(x, t) eine Losung des folgenden Problems:
(@) uy(z, t) hat in B (k= 0,1,2,...,m -4 1, R = R, nach Definition
1.1 fir k=0,1,...,m, R = KE[m -+ 1)b <o < o, 0 <t<T)) stelige
[x]
partielle Ablestungen ouy™|ot, *ud™|ox? und geniigt der Gleichunyg
ouim 1 &2y
it St S (m)( Xt (m) J. om -1
(0 L= T ), e e Ry B = 0,1, m
in welcher
(10) 2m)(x, 1) = z(x, 1) fir x<<(m+4 15>,
Zm(x, ) = 0 fir x> (m -+ 10,
20w, t) = q(t + kt)  fur [x,t]e Ry, k=0,1,2, ...
ist.
(b) Die Ableitungen cul™|ot, oul™|6x sind in (0, 00) X (0, 1') stetig.
(¢) ug™(, t) ist in {0, c0) X 0, T) stetig und
- W, 0) = uf™(0, 1) = 0.
Es sei weiter wy(x, t) die Lisung des Problems 1 fir p(x) = 0 (nach Definition
1.1}, Dann gilt fur jedes fest gewdhlie t € (0, T)

(12) lim |juim(x, 1) — ug(x, t)

m->a

p=0.

Beweis: Aus dem Beweis des Satzes 1.1 (siche [1]) folgt, dass gerade eine
Funktion 4™ ¢ B mit den im Lemma beschriebenen Eigenschaften existiert.

Die Beziehung (12) wird ganz analog wie (7) in Lemma 3.2 bewicsen.

425



Lemma 3.4. Es ses
(13)  wO(x, t) = oO(t) + o (w, t) far x = (m + 1)b, 1
wO(x, t) = v(t) + v, 1) fir == (m + 1)b, t

(14) w®(w, t) = wE=D(x, t) - 1) | oP(a, £)  fur

‘mto 3
“mto,

v IV

v = (m 41— k)b,

bz — (m-—k)t
w®(x, 1) = wk=D(x, 1) + o) - P, f) fur = (m 41— k)b

t= —(m -k,

E=1,2,...,m,
worin
3
(15) W) = [ qus)ds, k=0,1,...,m,
—(m—k},
(16)  qot) = % q(t + mty) ,
Gt =3 (@t + m—k)ty) —aqlt +m —k 1)), k=1,2,...,m
(q(t) ist die Funktion gemdiss Definition 1.1), v{(x,t) (k= 0,1, ..., m) st
eme i (— oo, (m + 1 —k)b> X {—(m — k)1, T) stetige Funkiion, fir welche
gelt
(17)
L

. 2 —I q}r(t ’ [Z, t]c ('_ 0, (’/I’L ’i' I — k) b) X (_ (WZ - k) t07 T) 3

ot o ox?
(18) Nz, —(m — k) tg) = v (m + 1 — k)b, t) =0,
und v, t)(k = 0, 1, ..., m) ist eine in (m + 1 —k) b,00) X {— (m — k) ty, T)
stetige Funktion, fur welche
P 1 82@‘37“

(19) 25 = — 208 ), [t e (m+ 1 — D) b, 0) X (— (m — E) 1y, T),

(20) o, — (m — k) tg) = o (m + 1 — ) b, 1) = 0
gilt. Dann ist die Funktion wim(z, t) stetig und beschriankt in (0, 00) x <0, T)
und geniigt den Forderungen (a) wnd (b) ous dem Lemma 3.3.

Beweis: (Siehe [4].) Wir untersuchen zuerst die Funktion w()(z, ). Wie
sich aus dem Bewies des Satzes 1.1 ergibt, existiert vor allem gerade eine
Funktion v ¢ B bezw. 9§ ¢ B, welche die Gleichungen (17), (18) bezw.
(19), (20) erfiillt. Ausserdem gilt
(21) oPiw, 1) = o) — FP(@, 1) ,

(22) v, t) = — ¥O(t) — FO(x, t) .

Hier ist F bezw. F eine in (— o0, (m -+ 1) by x {— miy, T') bezw.
m =+ 1) b, o) X {~— mty, T') stetige Funktion, fiir welche in jedem innern
Punkt des Definitonsbereichs

6F(0) PZF(O)
(23) ot a ox®
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bezw.
aF 1 XFY® —0

(24) @ a o

und ferner

(25) FO(x, —mtg) = 0, FO((m + 1) b, 1) = o{t) .
(26) FP@, — mty) =0, FQ((m - 1)b,8) = — o0(t)

gilt. Weiter gilt, wie man leicht durch Anwendung der Laplace-Transformation
(siehe z. B. [5]) feststellt,

1+mt,
- - o _a(m+1b—z)
@7)  FO,t) = Ve (m i]/:z) b—2) f Tl T A gt - 7)de
- 0
und
(28) FP(x, t) = — FO2(m 4 1) b — x, t) .

Aus (21), (22) (27), und (28) folgt durch eine leichte Rechnung, dass die Funk-
tion w(x, ¢) in (— 00, 00) X {—mty, T) stetig und beschriankt ist, sie hat
innerhalb dieses Bereichs stetige partielle Ableitungen 0w®/of, 9w(®/ox und
geniigt, den Gleichungen

ouwt® 1 o2
M < -m i

= 2 i qt + mt,) fir =z < (m 4+ 1)b,
ow'® 1 0% .

= = 5 fir x> (m 4 1)b.

Schreiten wir nun ganz analogisch weiter fort, so erhalten wir fiir die Funktion
w™(z,t) den Beweis der aufgestellten Behauptung.

Lemma 3.5. Es sei u,(x,t) eine Netzfunktion definiert @m Rechleck @ 0 S,,

Q=FE[—c, <z <cy, 0 <<t <<T), fiir welche gilt
(1)

(29) [un(z, )] = K, fir (z,t)e@ 0 S,,
(30) L(u,) :_3% Up — U2, 8) = 0 fiir (2,8 4+ 7,)eQ 0 S,

Essei Q=E[—c, <x <0<t <<TY ¢y <<, und ¢y, ¢, Seten so gewdhit,
[#:t]
dass die Geraden z = ¢,, x == c,, von einem bestimmien n angefangen, Nelz-

gerade seien. Dann gilt fir jeden Knotenpunkt [z, ] ¢ @y

3C0K?
1 2 < B
(31) Uhe = Y = 38

mit der Konstanten C unabhingig von n.
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Beweis: Es sei g,(x,t) eine Netzfunktion, definiert durch die Beziehung

(32) gl(a"! t) - u?la:F + ng: ['%‘J t] € Ql N Sn b
in welcher
Fla,t) = tcy — 22)2, gy, 1) = un(@ + hy, 1) + up(x — ho, £) +
+ (e, L+ T,)

und ¢ eine Konstante ist. Wir wollen beweisen, dass es méglich ist die Kon-
stante so C gross zu wihlen, dass

(33) Lig) =0 in @08,
gilt. Weil
(34) Ligy) = ¢L(y) + vL(p) éqw + ZIL P — Tul 1
gilt, so Ist
Lig) = i LUF) -+ FL(&,) + - () Py 4 (2, 7, —
- T, (u2,), F, + CL(v,) .
Nach (34) ist weiter

1
Ty uZ
a

1 1 1 1
2y 2 | 2 2 . o2 o
L(un) - E U + a Unz Tpllne = @ U + a u s “maxE T

1 1
— — 9B8Y — 2 - —— 2B) uz- = u )2
(L 28) 5 uly + (1= 26) udy + = B (10 + )
und dhnlich
L(u?m:) = (1 25) unzm |’ (1 - Zﬂ) /u’?mﬂ? + é ﬁ(unm "+‘ unma‘c)z »

denn es ist L(u,,) = 0. Weil gil't

=

(ugza:)'c = 721_ (u'?m(l‘ + hn.t) - u%z(x! {)) = (unw(x —}" hn: t) "f" u’nm) Unga >

(U8 = - (0200 ) — 2o B ) = (g - e = B ) U,
T (ul); = ul, (2, t + 7,) — ul,
und F =0, F, = 0, ist
L(g) = OO — 26) L [, 4 B 1) 4w, 0) + sl — by 0) +
- ui(x — h,, 1) + ul (2, t + 7,) 4 ulglx, t 4 v,)] — Faul(x, t 4 7,) +
(L= 26) 4 P (g ) 2 Pl 4 Ty ) - 0,) e

L By 0) Uy UL LF)
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Ferner gilt
(1 - ‘)/3) Fu;};m: i_ Fn:( 71.1( + hm t) 71‘ una:) Unpg =
= (1 - 213) t(Cg — & ) ’uﬁ/)‘,c - 2{((’.% — ) (21’ e h’u) ( ua:(‘n + hm t) 4’ u’nm) U0 +
+ (Z:v —-‘ hn)z fh’/l(/u’lt.b(x + ]2/]1’ f) + ?'{'Vl’l") ’L(/"ﬂ,'w =

2x + h,

(1 - 2/3 [ — X )ullJ.L - 7114‘27} ( w( + hm ’) ‘{“ unm)] -

(2‘% +§Iﬂ) (unm (3’,' ! hm {) + unm)z ’|’ (ZLU + hn) ¢ (/M/. ( "}' kn: ’) 1/2 ;i

= —1 (72%{;“?[;—)5 (’[L%x(ﬁ'f + hm t) + uiz + “unbrum (T + h%’ t) -
— (1= 2) uly(w + by 1) + (1 — 20) uz,) =
:é o >7(211 —:i_ ‘ZIL)7 (“‘u2 + u (iL’ + h'rm t) F‘_ 2“»71”)1&: (‘T "{_ hm t)) :\:
Z o _(,ZIL_«TZIZ,))) (51(2 —+ 2”3;1(-7" _’_ hn: t))

und analog
(1 7 2:6 Tuvgwa. + -FY ( Ung + /u’n:v(x - b’n! t)) unm;& ;

'{; _ _(,777L,)) ( u:ix + 2’[11,%”:(:): "7" hn! t)) ’

also insgesamt

L(gl) = C 1— Zﬁ) [uow(x + hn! t) 7[7 ufm(xy t) + u/yzm;(x - h"m t) + urzm:(wi t —}_ tn)] -

- Ftulrzm:(xa ¢ + Tn) (‘)lf:téigi) (3 : ( ) _i 2 nx(x _i— hm )) -
A el L oo ) + 2t — D 1) UL L) —
1 2t(2:v 4+ hy)?
- [(1 —ape - T ] Uy (@ 4 oy )

1 Ht(z b2
= — 2 — AL ns 2 (o — B

1 oo BI2v £ h) 342w — )
+&;[(1'—2ﬂ)6 - l_9ﬁ - 1_‘.)p; +(]/L( )] n:n(l t)

- [(1 — 28) (; C — F,] w2 (@, t + 7,)

und daraus ist ersichtlich, dass es in der Tat méglich ist die Konstante C > 0
unanhingig von n so zu wihlen, dass iiberall in @, 0 S, (33) glltig ist. Aus (33)
ergibt sich dann aber (analog wie beim Beweis des Lemmasg 3.1), dass g, auf
der parabolischen Grenze der Menge (), Maximalwerte erreicht. Daraus folgt
aber die Giiltigkeit von (31). (Uber den Beweis der analogen Behauptung
fiir den Operator L(u) == w - — uy siehe [6].)



-

Bemerkung 3.1. Wenn unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.5 iberdies
gilt, dass |un(, 0)] = K gleichmdsstg in Bezug auf n ist, so beweisen wir leicht
durch einen analogen Vorgang wie oben, wenn wir die Hilfsfunktion F(x,t) der
Form (c3 — «2)? wahlen, die Giltigkeit der Ungleichung

(2ct -+ 3C M2
(35) u2 < Kecg + 300 [z, t] e 0 S, .

e = T (.2 a2\2
(c3 — x?%)

Lemma 3.6, Fs sei w,(z,t) eine in {0,00) x <0, T) definierte Netzfunktion,
fir welche gelten maoge:
(a) in jedem Knotenpunkt [x,t] e (0,00) X (0, 7T) sei

“

nry

(36) (T, 1) — i— w,=(x, 1) = 0,
(37) (b) (@, 0) = f1(2) ,
(1),,(0, t) = fz(t) P

[1(x) seq stetig und beschrankt auf (0, 00 ), f4(t) set stelig auf (0, Ty. Dann existiert
gerade eine Funktion, w(x, t) € B, welche die Gleichungen

oc. 1 02
(38 D=, [ i]e(0,0) X (0,7),
(39) w(,0) = f(x), 0<a <o,

w(0,8) = o), 0 <t<T
erfirllt und es gilt

lim w,(z, ) = w(x, t)
T=>00

glerchmdssig auf jedem endlichen DBereich @ won solcher Beshaffenheit, dass
Qc (0,0) x (0,T).

Beweis: Mit Hilfe des Lemmas 3.5 und des Satzes von Arzela beweisen wir
leicht, dass eine Teilfolge {w,,} existiert fiir welche gilt lim w, = Q gleich-

k—>c0

miissig auf jedem endlichen @ von solcher Bechraffenheit, dass @ c (0, c0) X
% (0, 7'} ist und dass Q(z,t) fiir jedes [x, 1] € (0,00) x (0, T) die Gleichung
(38) erfiillt. (Siehe [6].) Wir wollen weiter beweisen, dass gilt

(40) lim Q1) = £(),
[x.t]—[0,]
[x.t]€(0,00) % (0,T)
(41) lim Oz, ) = £,(&) .

[ 1]—[,0]
[%t]€(D,0) x (0,T)

Wir wollen zunichst die Gleichheit von (40) beweisen. (Der Beweis der Gleich-
heit von (41) erfolgt ganz analog.) Wir setzen

Y
(t—t)) , 0<y<l, Dy=E[0<a<dt—0d<t<i]

[zt

ISR

v(x, t) = (a: —
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Die Funktion w(z, t) ist stetig in D, weiter ist »(0, tN) =0 und »(x, t) > 0
fiir alle iibrigen Punkte aus D, und fiir hinreichend kleines § ist L(v) = 0
fir alle Knotenpunkte [, ¢ -+ 7,] ¢ D; von einem bestimmten n angefangen, wie
man leicht feststellt. 1s sei ¢ > 0 beliebig und es sei K, eine solche Umgebung
des Punktes [0, t], dass fiir jeden Knotenpunkt [0, t] € K, gilt
(42) |, (0, 1)~ [o(O)] <&,
was infolge der Stetigkeit der Funktion f, mdglich ist. Es sei weiter C eine
solche Konstante, dass in allen Punkten [z, t] e Dy — K,
(43) Cv > 2 Max (Sup |f,(z)], Max [f,(f)])

tf(ﬂ,T)

:\:e((},co)

gilt und weiter wollen wie setzen ¢ = f,(I) — & — Ov — w,, ¢@ = w,, —

— f5(t) — & — Cv. Fir diese Funktionen gilt wegen der Eigenschaften der

Funktion » in jedem Knotenpunkt [x,? -+ 7,,] ¢ Dy von einem bestimten &
. o —1 ‘ NI

angefangen ¢% (x, — [— ] rn,c) =0, @90, 1) <0, (p%‘([h]hnk, t) <0 ge-

Tnk ng.
miiss (42), (43) und dem Lemma 6.1. Also gilt ¢ = 0 in allen Knotenpunlkten

[2,{] e Dy, d. h.
(44) foll) — ¢ — Cv = 0, = foff) + ¢ + Co

in allen Knotenpunkten [z, £] € D; beginnend mit einem bestimmten k. Daraus
erhalten wir durch Grenziibergang (in einem festen Knotenpunkt [z, 1] e
eD; 0 (0,00) X (0, 7))
(45) folt) — ¢ — Ov < D@, 8) < fol) + &+ Cv.
Weil die Menge der Knotenpunkte in Dy n (0, c0) x (0, 7) dicht ist, so gilt
diese Ungleichung in jedem Punkt [x,t]e Dy 0 ((0,0) X (0, 7)), und weil
2(0, t) = 0 und »(z, t) stetig ist, so erhalten wir '
(46) im  Qx, t) = f,(F) .
[=41-[01]
[541¢(0,00) X 0.T)
1=t
Aus der Ungleichung (44) folgt weiter, dass es moglich ist eine solche Umge-
bung K c K, des Punktes [0,¢{] zu finden, dass in allen Knotenpunkten
[z,t] e K 0 (<0, 00) x <0, TY)), fiir welche ¢ ;;i~t ist, von einem bestimmten k&
angefangen, gilt

(47) oo, (@, 1) — folt)] < 2e .
Wir setzen w = 2?2 - 3 (t — Z) und C; sei eine so gewithlte Konstante, dass
Cyw > 2 Max (Sup [f,(x)|, Max [f,(2)])
xe(0,00) te(0,T)
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in allen Punkten [z, {] < <O o) X <0, 7T), welche nicht in K liegen und welche
oberhalb der (,weradenf -1 — 0, liegen, gilt. ; > 0 seiso klein, dass Cyw > —¢

auf K 0 ((0,00) X (t — 0y, )) ist. Dann erhalten wir durch einen ganz analogen
Vorgang wie oben (weil iiberall in (0, 00) x (0, 7") die Bedingung L{w) < 0
gilt), dass mit einem bestimmten % beginnend fiir alle Knotenpunkte [z, {] ¢
€(0,0) x (0, T), in welchen ¢ > — by, ist,

(48) f2(~) —3e — Cow < o,,(2, 1) = fz + 3¢ + Cyw
gilt. Daraus erhalten wir dann schon leicht
49) lim Q1) = f,() .
[t —(0.5)
[x,1] (0, :m)x(() T)
=7

Die Gleichungen (46) und (49) beweisen zusammen (40). Wir haben also die
Existenz einer Funktion Q(x,t) ¢ B, welche (38) und (39) erfiillt, bewiesen.
Man beweist aber ferner auch leicht (siehe z. B. [1]), dass es nur eine einzige
Funktion dieser Eigenschaften gibt. Aus der Kindeutigkeit der durch die
ligenschaften (38) und (39) bestimmten Funktion folgt gleichfalls leicht, dass
nicht nur die Teilfolge sondern auch die ganze Folge nach der Funktion £
konvergiert. Das Lemma ist damit bewiesen.

Bemerkung 3.2. Mit Hilfe der Ungleichung (47), welche nicht nur fir die
Folge {w, }, sondern auch fir die ganze Folge {w,}, angefangen von einem be-
stummlen n, qilt, beweisen wir leicht, dass

w,(x, Z) — oz, t~) fir »n-— o0
glmrhmaészg auf jedem Intervall 0, o>, o > 0 und zwar fur jedes fest gewdhlte
te (0, T) won solcher Beschaffenheit, dass die Gerade t = t von einem bestimmien
n angefangen, eine N etzgerade, ist.

Lemma 3.7. Wir wollen selzen
(50) vz, 1) = u§x, ) — wmx, 1),
worin u§™ bezw. w die durch Lemma 3.3 bezw. Lemma 3.4 definierte Funktion
bedeutet. Es sei o™ eine Nelzfunktion defindert in (0, c0) X <0, T), fir welche
gilt:

(@) tn jedem Knotenpunkt [x,t] e (0, 00) x <0, T) ist

- 1
(51) - 1‘;2}(96, t) — g2, 1) =0,
(52)  (b) 2< N, 0) = — wim(z, 0),
' v™0, 1) = — wm(0, 1) .

Dann gult v
(53) Lim o, 1) == o™)(x, )

>0

gleichmissig auf jedem Intervall (0, x4y, x4 > 0.
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@
Beweis: Folgt leicht aus dem Lemma 3.6 bezw. aus der Bemerkung 3.2.

Lemma 3.8. Es seien wik =0, 1,...,m) Netzfunktionen definiert durch
die Vorschrift
(54) Wiz, t) = o) + WWh(x, t) far x < (m -+ 1)b,t = — mt,
wP(z, t) = vO1) + 0=, 1) far @ = (m - |- b, t= — mi,
(65) WP, t) = Wk, t) + 1Pt) + oFha, t) fir x<(m+1—kb,
t % (m - k) t() >
Wiz, 1) = w§™ Nz, 1) + o) + h(x, 0) far @ = (m+ 1 — k)b,
t= — (m— k)t
far k=1,2 ... m, worin o{2t)k =0,1,...,m) die durch Gleichung (15)
definierte Funltion bedeutet und v{)(x, t) (c =0,1,...,m) eine Netzfunktion

ust, fir welche gilt
17,

(56) UB(E ) — 3 ol ) = - f Gufs) ds
n g
[, t] e (— o0, (m + L — k) b) X {—(m — k)1, T),
(57) (@, —(m — k) ty) = o ((m + 1 — k)b, 8) = 0;
wester st v(a,),(x, t) (k=0,1,2,...,m) etne Netzfunkiion, fiir welche
' Ty

(&) 1 (k) 1

(58) va,nt(x’ t) - & ys,m:i(xi t) = - ;‘ q,‘;(s) ds »

[, t]e((m 41 — k) b, o) X {—~(m — k) t,, T},

v (@, — (m — k) ty) = v (m - 1 — k)b, 1) = 0
qilt und die Funktionen q.(t) durch Formel (16) defintert sind. Dann tst die Netz-
funktion wi™(x, ) in (0,00) x <0, T) beschrinkt, erfullt in jedem Knolenpunkt
[#, ] € (0,00) X <0, T) die Qleichung (5) und es gilt
(60) wl™ — wt  fir n > oo
gleichmissig auf jeder Menge (0, x> X <0, 1), 2y > 0; wm™ ist die in Lemma
3.4. definierte Funktion.

Beweis: Betrachten wir zuerst die Funktion w{(x, f). Vor allem stellen

wir durch leichte Rechnung fest, dass fiir die Funktion w{® gilt

thTy

w0z, 1) — %,wm) (2, t) = 1 f q(s -+ mt,) ds

nex
n

ﬁir‘
[2,8] e (— o0, (m + 1) b) X {— mty, T),

1
Warlies 1) = — Wis

(x, 8) =0
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[2,8]e (m + 1) b, 0) x {(—mity, T),

t+ 1z,
wmw+1wn~ww%«m+nuw:§§qu+mm®,
weil vz, £) = — of)(2(m + 1) b — x, t) ist. Weiter lisst sich die Funktion

1(2," (%, t) in der Gestalt
v (x, ) = () — FQ(x, t)

schreiben und die Funktion F{)(x, t) geniigt den Gleichungen

Fgoznt - ——F(zmna‘i =9, [[L’, t] € <_. 0, (m - 1) b) X <_ mLO’ f11) ’
PO, — miy) = 0, FO((m + 1) b, t) = v0(1) .

Gemiiss Lemma 6.6 gilt
lim F@)(a, #) = FP(, 1
n—oo

gleichméssig auf jeder Menge (8, 05> X {(8;, T'), worin — co << &; <T 0y <<
< (m 4 1)b, —mty, < 03 < T gilt und F die in Lemma 3.4 definierte
Funktion ist. Weiter ist entsprcchcnd Bemerkung 3.1, wegen F{)(z, — mi,) =
= 0, die Netzfunktion F{), durch eine von n unabhingige Konstante in
jedem Bereich (d;, 0,0 X {(— mt,, T) beschrinkt. Setzen wir weiter

gul@, 1) =TGR, fir [, 6] e ((— oo, (m -+ 1) By x (—mit, T) 08,
Fiir diese Funktion gilt offenbar

e é(p"m—” =0 fir [a,f]e(— o, (m +1)b) X {—mly, T),
(pn(x, — ml ) e fuI' X < (m + I) b
Q) T
allm 1) b, 1) = LT = ()

T?l
Weil die Ableitung der Funktion +{”(t) auf dem Intervall {— mt,, T') beschrinkt
ist, ist @, und mithin auch F{), gemiss Lemma 3.1 in allen Knotenpunkten
der Menge (— oo, (m 4 1) b > x (— mt,, T') beschrinkt und dies durch eine
von n unabhingige Konstante. Weil F{).: = aF{), gilt, so gilt dasselbe’
auch fiir die Funktion F{,- und weil
‘Fz,nx(x’ t)' = !x - ro! K + |F§07)L$(x03 ”

gilt, worin K = Sup |F{).;| bedeutet und z, > 0 ist, so erhalten wir das
Ergebnis, dass die Funktion F$), auf jeder Menge ({4, (m + 1)b) X
X {— miy, T)) 0 8, durch eine von n unabhingige Konstante beschrinkt ist.
Daraus folgt, dass die Funktion F{)(z,t) auf jeder Menge (d,, (m - 1) b> X
X (— mty, T) gleichmissig zu der Funktion F{(x, t) konvergiert, das heisst

fir t = — mt,.

434




aber, dass die Funktion o) (, t) auf jeder Menge <(4,, (m + 1) b> x (— mt,, T}
gleichmassig nach der Funktion §’(x,#) aus Lemma 3.4 konvergiert. Eine
analoge Behauptung gilt auch fir die Funktion o§%(x,¢) und mithin gilt
uberhaupt

Hm w®(x, 1) = w(z, t)

n—w
gleichmissig auf jeder Menge {(— 0y, 6;> X (— mity, T'), wobei w®(x,t) in
Lemma 3.4 definiert ist. Schreiten wir nun auf analoge Weise fort, so gelangen
wir zum Beweis der aufgestellten Behauptung.
Lemma 3.9. Ks sei u, ,(x, 1), die durch Formel (8) in Satz 2.1 definierle Funktion
und es set uy(x, t) die in Lemma 3.3 definierte Funktion. Dann gilt

(61) lim fJuy , (2, ty) — wa(e, to)|lp = 0.

n—w

Beweis: Wir wollen setzen
(62) (@, b) = un) — o — wi™
worin «{7 in Lemma 3.2, +{™ in Lemma 3.7 und «w{™ in Lemma 3.8 definiert
sind. Fiir diese Funktion gilt

. 1 .
(63) oy, 1) — - (. 1) = 0, [#, t] € ((0, 0) X <0,T)) n 8,,
(64) K(, 0) = wom(x 0) — ww, 0),

x,(0,8) = w™(0, t) — u{™(0, ¢)
w™ gemiss Lemma 3.4.) Nach Formel (50) gilt weiter
g g

(65) (o, t) — w(a, ) = ayfa, 1)+ (57 — o) - (@l — ) 5

uy™ ist in Lemma 3.3 und o™ in Lemma 3.7 definiert. Es sei ¢ > 0 gegeben.
Weil die Funktionen o™, vm), u{™, w(™ beschrinkt sind, ist es mdglich
ein x, > 0 so zu bestimmen, dass gilt

|0z, b)) — vz, b)]

(66) 1+ -
. wm(z,t,) — w™(x,t,)
(67) I n ( ‘(i T g 0 | < e

fir alle x e g, 00) und n =1, 2, ...

Weil o™z, t)) — v™(x, t,), wi(x, ) + w™(x,t,) fir n — oo gilt und
dies gleichmassig auf dem Intervall <0, x> (sieche Lemma 3.7 und Lemma 3.8),
80 existiert eine nur von ¢ abhingige Konstante N, derart, dass fiir alle x e
€ €0, x> gilt
[0z, 1)) — o™z, t,)|

(68) n > N, = T €,
o L ke, ty) — w(’”)(;x:,t;)|
(69) n>N;= -2 17 a8 < ¢



-und daher folgt aus (66), (67), (68) und (69), dass auch gilt
(70) n > Ny =[P, t) — o™ (@, t)llp < &, [wi(@, t) — wm™ (@, to)llp <& -

Weiter folgt aus der Beschrinktheit der Funktionen w{™, wim die Existenz
eines z,; > 0 von solcher Bechaffenheit, dass fiir alle [, ] € {z;, 00) X <0, T)

(71) , [wim) (z, 1) — wim(x, t)] << % 1+ 2
gilt, mit
(72) D=sup L7

xs(O,m)_i_+ x®
Weil w{™ — w fiir n —>co auf (0, x> X <0, T) gleichmissig konvergiert,
so existiert eine nur von ¢ abhingende Konstante N, derart, dass fiir alle
[x9 t] € <09 x1> X <O, T)
(73) n > Ny= jum™(z, ) — wi™(z, t)] < %
erfiillt ist. Also erhalten wir zusammen aus (71) und (73), dass in jedem Knoten-
punkt fiir n > N, gilt

Jon(, 0 < 5 (1 +2), 0=a< oo,

lo,(0,0)] < =, 0=t <T.

- *Ij .
Daraus erhalten wir leicht unter Benutzung von Lemma 3.1, dass
(74) > Ny= o, )] < 55 (1 + 2)

fiir alle Knotenpunkte [z, t]e <0, 0) x <0,7) gilt. Aus (74) folgt aber laut
Definition der Zahl D, dass weiter

(75) n > Ny = |lag(x, b) llp < &
gilt. Aus (65), (70) und (75) folgt
(76) lim {lugm(x, t,) — uli™(z, ty)|lp = 0.

Daraus, aus Lemma 3.2 und Lemma 3.3 ergibt sich leicht die Giiltigkeit von
(61).

Lemma 3.10. Es sei u, ,(x, t) eine im Bereich {0, ) X {0, T') definierte Netz-
funktion, fir welche gelten moge

1
(77) <a) u],nt(xs t) - Zi ul,m:i(x! t) =0 ’ [Z‘, t] € (09 OO) X <O’ T) 5

(78)  (b) u ,(0,8) =0, 0=t<T,

(79) Ui, 0) = 0 fir 0 <ax=b
ul,n(x> 0) = fﬂ(x . b) f’a?" b << x << w0
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und fa(x) sei die quasistationdre Losung des Problems 2. (Siche Satz 2.4 bezw.

Satz 2.6.) Dann existiert eine Funktion Uz, t) stetig in <0, 0) X (0, T') derart.

dass .

(80) 0< Ulw,t) < ox fitr [x,t]e<0,00) % (0,T)

ist, U hat in (0, c0) x (0, 7") stetige Ablestungen 0U|ot, 02U[0x® und es gilt
oU 162U

(81) = T =GR fir [w, 1] e (0, 00) X (0,T)
und es existiert eine Teilfolge {n,} von solcher Beschaffenheit, dass
(82) lim v, ,(x, t) = Ulx, t)

k—>o

gleichmdsstg auf jeder Menge {0, x> X {ty, T') erfallt ist.

Beweis: Fir die Funktion u, ,(x, {) gilt nach Lemma 3.1 und nach Satz
2.4

0= uy,(z, t) Sax, [2,1]e0,00) X {0,T).

Daraus und aus dem Lemma 3.5 erhalten wir den Beweis der aufgestellten
Behauptung, wenn wir zusétzlich die Funktion w,(,{) auf (— o0, 0> X
X <0, T) durch die Gleichung w,.,(%, ) = — %, ,(— , ¢) definieren.

Beweis des Satzes 3.1: Aus (80) und (82) folgt, dass eine Teilfolge {n,}
derart existiert, dass

(83) i 4y,,(@, o) = . (A, f,) (@) = U@, t,) n P
k-0 k—>w
ist. Weil aber
(84) Fag@) == (Aynfn,) (@) + 15,0, (®, o)
gilt (siche Formel (17), Abschnitt 2}, so folgt aus (80), (83), (84) und aus Lemma

3.9 die Existenz einer auf {0, c0 ) stetigen Funktion f,(x) von solcher Beschaffen-
heit, dass

(85) 0 = fo(2) < o + b

und weiter

(86) lim [|f, (%) — fo(@)||lp = 0
k—w

erfillt sind.

Wir wollen nun die Randbedingungen der Funktion U(z, {) aus Lemma 3.10
untersuchen; vor allem gilt offenbar
(87) lim U, t)=0, 0<t<T.

[x,t]—-)[ﬂ;?]

[x:4]¢(0,0) % (0,T)
Wir wollen weiter beweisen, dass auch gilt
(88) lim Uz, t) = 0 fir 0 <2, <b,

[%,1]—(%0,0] '
[xt]€(0,00) % (0,T)

lim U@, t) = folx, — b) fir b <, < o0
[.]—>[,.0]
[x,#]€(0,00) % (0,T)
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Setzen wir der Kiirze halber

(89) Pol) = 0 fir 0<a<b,
Po(@) = folx — b) fiir b <2 <o,

{90) pu(x) = 0 fir 0<ax=<b,
Pu(x) = fo fx — b) fir b <2< o0

und es sei x4 € (0, 00), ¥, == b ein fest gewahlter Punkt. Weiter sei gesetzt
3

(91) w(@, 1) = (x — x)* + —1

und es sei ein & > 0 gegeben. Nach (86) existiert K(e) derart, dass

(92) k> K(e) =

(2‘7) — po(x)l < % fir ze (350 —_ (5, Z, + 5)

gilt, worin 6 > 0 beliebig und fest gewihlt ist. Aus der Stetigkeit der Funktion
fo(®) und also auch der Funktion py(x) folgt die Existenz eines solchen d,, 0 <
<< (31 < 4§, dass v

&
(93) T e (xg — 8y, @ -+ 01) = [Po(®) — po(o)] < 3
erfilllt ist und dass also insgesamt zu einem gegebenen & >> 0 ein solches
K{(¢) existiert, dass
(94) k> K(e) = [P(x) — po(@o)] <&
fiir alle z € (xy — 9y, zy + ;) erfilllt ist. Es sei weiter
(95) ¢ = Max{ sup  [Polmll o pofe] ‘} .

‘“(0:“'3)“ (26— B1s%0+81) (.’L - ’UO) 1’0

Dann beweisen wir aus den Beziehungen (94) und (95) mittels des Lemmas 3.1
leicht, dass fir £ > K(¢) in jedem Knotenpunkt [z, t] ¢ <0, 00) x <0, T
(96) Po(®g) — & — Cw = uy,, (¥, 1) = pyla,) + & + Cw
gilt. Daraus ergibt sich vollig analog wie beim Beweis des Lemmas 3.6 die
Giiltigkeit von (88). Aus dem eben Bewiesenen aber folgt, dass fiir die Funktion
fo(x)
(97) fol@) = (4]o) ()

gilt (sieche Definition 1.2) und also ist fo(z) eine quasistationire Losung des
Problems 1. Auf Grund der Ungleichung (85) beweisen wir leicht auf grund des
Satzes 1.2, dass f, ¢ M und weil in M gerade nur eine quasistationire Liosung
existiert, so gilt (86) nicht nur fiir eine Teilfolge {n,}, sondern fiir die ganze
Folge {n}. Damit ist der Satz 3.1 bewiescn.
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Souhrn

NUMERICKA METODA PRO VYPOCET QUASISTACIONARNIHO
RESENT ROVNICE PRO VEDENI TEPLA

EmiL VITASEK

V praci, kterd je pokradovanim [1], se zabyvam ndsledujicim problémem:
Bud &, = ho/2", 1, = 1o/2" (n = 0,1, 2, ...), by = O/N,, 7y = to/ Ny (Ny, N,
jsou pfirozend ¢isla),

T, 1
0< P = B < 3
a, b, ty jsou kladné konstanty. Znakem S, oznacéime mnozinu bodu [kh,, l7,] ¢
eByk,l =0, 1 1,+2,...) a podobné znakem S{(SP) mnoZinu boda
kh, ¢ By(lr, e By) (k (1) = 0, +- 1, & 2,...). Mnoziny S,, 8¢ budeme nazyvat
sitémi a funkce definované na nich siftovymi funkcemi.
Bud 4, operator, ktery funkei f,(x) definované na <0, c0)n SY pritazuje

Y

reseni rovnice

un(m) 4 17 Tn) - un(w’ t) 1 un(x t /:[’ny t) 7 ?Z’Ln(‘bf t) + un(x B hn? t) .
T, a R o

(1)

1 .
= ? z‘n(x![’ 7F Tn) s [.2/', t] € ((09 OO) X <OJ T)) n ‘Syn ;
z,(z, 1) je sitova funkce definovand piredpisem

t
(2) 2.2, 8) = [q(s +kt)ds pro kb <z < (k+1)b,
=1, *
2

[ als + k) ds],

n

2"(kb, t) = % [t_f q(s + (]‘ — 1) to) ds +
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(@, T' jsou kladné konstanty. T' > t, q(t) je dan4 funkee) pii podstedni podmince
U’n(x! 0) = pro 0<ax<b .
(%, 0) = fo(® —B) pro b <z < oo

a okrajové podmince
w(0,t) =0 pro t>0

pro ¢ =ty (6] (4af) (x) = un(@, by)).

Rekneme, 7ze v né&jaké mnoziné sitovych funkei M, existuje sitové quasi-
staciondrni TeSenf, jestlize existuje takova funkce f, ¢ M, %e platf

O sitovém quasistaciondrnim ¥eSeni dokazuji nésledujici véty:

Véta 1. Bud M, mnofina funkct f, definovangch na <0,00) 0 S, pro kieré
plati

0 = fu(x) < o+ bx, e 0,00) N 8%
(« je jistd konstanta). Bud funkce q(t) z rovnic (2) spojitd, nezdpornd a omezend
v 0, 0). Pak existuje v M, prdvé jedno stlové quasistaciondrnt Fesent.

Vita 2. Bud [Pe M, [0 = AP, k=0,1,2,.... Pak funkce ¥
konvergujt pro k — oo lokdlné stejnomérné k sttovému quasistaciondrnimu
fedend.

Véta 3. Bud [, sttové quasistaciondrni fedent. Dodefinujme stfovou funlkci
fo(@) pro ta x, pro kterd nent definovdna, linedrné. Takto ziskand posloupnost
spojitych funkct pak konverguje pro n —> oo lokdiné stejnomérné ke quasistaci-
ondrnimu Fedent (ve smyslu [1]).

Peswowme

YUCAEHHBIA METOI TJIfI MCHUCHENUST
KBABUCTAIUMOHAPHOTO PEIIEHNT YPABHEHNSI
TEIIJIOTTPOBOJHOCTH

IMHNJL BUTACEKR (Emil Vitédsek)

B padore, koropas smumsgercs npogomiernem 1], g 2aHEMach clenyomeH
1upobieMoii:

Myern kb, = ko270, 7, = 7/22 (n = 0, 1, 2, ...), by = b|N,, 7, = t,/N, (N,
N, — HarypanbHbBIe Yncia),

T, 1

O\a’hg—_ ﬁ<§,

fi

a, b, 1, — nogaomuresnsubie ocTosinube. CamBodoM S, 0603HAYNM MIOKECTRO
rouer [khy, 1)) € By (£, 1 =0, 21, 42, ...) u anamoruqno cumBoiaom ST(SD)
MHIOsKeCTBO Tover kh, € Bi(lr, ¢ By) (k () =0, +1, 2, ...). Muomecrsa S

ny
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sz) OYICGM Ha3LIBATL CETKAMU U QYHKIIM, OIPEICIEHHBIC Ha HUX, QYITKIHAMT
Ha geTKax.
[Tycrs 4, — omeparop, KoTophiil pyHRII f,(¥), onpejenenuoii na 0, oo) 0
0 8O, cTaBnT B COOTBETCTRUE PEIICHIE YPABHEHM
(1) ?f"_@’ t + Tn) _ u,n(-’lf, é) o 1 ’U/n(.Z‘ + hn; t) — 2un(x1 t) 5 ’l,l/n(-Z' 7’@”) .
T, o h3

= Lt ), (58] € ((0,00) X <0, T)) 0 8, ;

k.

Zo(z, £) — QYHRIUA TTa CeTKe, OUPENeTCHHAS COOTHOIICTILMI
i
(2) 2o, 1) = [q(s 4 kto)ds pnn kb <2 < (k- 1)b,
i t t
2,(kb, t) = 4[ [q(s 4 (k — 1) t) ds + [q(s + ki) ds],
Ty t—1,
(@, 1" — nomoxnrennusie nocrosauube, I > 4, ¢(t) — mamras @yurnus) npu
HayallbHOM YCJIOBUU
Uy, 0) = 0 i 0 <a<<b,

u(x, 0) = f(x ~b) mna b < x < w

M KpaeBoOM YCTOBAW
w(0,t)=0 jana ¢ >0

npnt = o (1. e. (A,f)(x) = u,(x, £,)).

Mbl eKasKeM, 9TO B HEROTOPOM MHOkecTBe M, dyHRUMIT Ta ceTax cyuiecTByer
PasHOCTHOC KBA3UCTANMOHAPHOE PCIIEHUE, eCJIN CYIeCTBYCT Taras (yHRuums
fneM,, uro

(Anfu) (@) = [o(x) .

0 PA3HOCTHOM KBASUCTAIIMOHAPHOM PCIICHHI TOKA3aHbL CJICAYIONINE TCOPCMBIL

 Teopema 1. /lycme M, — mnomcecmeo dynryuii f,, onpedeiennwr na
0, o) 0 S g KoMOPLLE CLINOANAIOMES HEPACEHCMEA

0 = f () = aw + by, xe<0,00) 0S8

(x — onpedeacnnas voncmanma). Hycmv ynryua q(t) us ypa'rmcmm (2) agas-
emest HenpepuisHoil, neompuyamenvioti u  oepanunennoit 6 0, o). Toeda
6 M, cywecmeyem mouio 00H0 PA3HOCMHOE KEAZUCIMAYUOHAPHOE Deulele.

Teopema 2. ITycmy {9 e M, [0 = A4, 19 k= 0,1,2,.... Tozda $ynryuu
18 crodamen npu k > 0o AOKAALHO PABHOMEDHO K PA3NOCAIOMY KEAZUCIMALRLO-
HAPHOMY PEUECTILI0.

Teopema 3. ITycmy f, — paswocmroe keazucmayuonaproe pewenve. Jlonoa-
HuM onpedenenue Pynryuu na cemre f(x) daa mex x, das KOMOPuL 01La He onpe-
deaena, auneiino. Ioayvennas markum 06pazom nocaedosamesbHoCMy Henpepul-
eHBLL Pynkyuil cxodumea npu N —> 00 A0KAALHO PUGTLOMEPHO K K6A3UCTRAYUOHAD -
KoMy pewienuio (6 cauvicae [1]).
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