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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

Č L Á N K Y 

NĚKTERÉ ODHADY V TEORII QUASILINEARNÍ SOUSTAVY 
S JEDNÍM STUPNĚM VOLNOSTI 

ZDENĚK VOREL 

(Došlo dne 29. prosince 1959.) 

Jsoy uvedeny přibližné vzorce pro řešení skalární rovnice x 4- x= ef(x, x, t, F) 
které byly získány metodou postupných aproximací, s odhadem chyby pro 
amplitudu i fázi řešení v rovině x, x. Těchto odhadů se používá ve spojení 
s Poincaré-Bendixsonovou teorií k určování polohy a periody periodických 
řešeni. 

Úvod. Vyšetřujeme-li skalární rovnici 

(1) x + x = sf(x, x, t, e), 

kde e je malý parametr, / spojitá a lipschitzovská, v polárních souřadnicích a, xjj, 
získáme metodou postupných aproximací přibližné vzorce pro výpočet amplitudy 
a(t) a fáze \J/(t) řešení rovnice (l). Srovnáme-li odhady chyb těchto aproximací s od
hady odpovídajících aproximací podle BOGOLJUBOVA-KRYLOVA [1], zjistíme toto: 
Pro aproximaci řádu m je odhad chyby řádu e m + 1 a platí na intervalu délky T, zatím 
co pro /77-tou aproximaci podle Bogoljubova-Krylova se uvádí odhad řádu sm, který 

T 
platí na intervalu délky — . Přesnost uvedených odhadů je ověřena na příkladu, 

£ 
z něhož plyne, že odhady již nelze řádově zlepšit. 

V druhém odstavci jsou uvedeny některé základní definice a věty Poincaré-Bendix-
sonovy teorie, a to jen v tom rozsahu, aby mohla být zformulována věta 2,1. Aby 
v daném mezikruží v rovině x, x existovala stabilní periodická trajektorie, stačí 
podle věty 2,1 nalézt dvě spirální trajektorie, z nichž vnější se blíží počátku a vnitřní 
se od něho vzdaluje. 

Ve třetím odstavci se používá aproximací z prvního odstavce k nalezení takových 
trajektorií. 

1. Budeme se zabývat skalární rovnicí 

(, 1\ d 2 x rí d * 
(1,1) — + x = sf(x,-~,t,s 

át2 \ dt 



O funkci f(x, y, t, e) předpokládáme, že je definována pro (x, y) e D, kde D = 
= E(x, y; a < ^f(x2 + y2) < jí), 0 < a < p, 0 < t < T, 0 < e < 1, a má tyto 
vlastnosti: 

\)f(x,y, t, E) je spojitá funkce všech svých argumentů v celém definičním oboru. 

2) Existuje konstanta L taková, že 

\f(x2, y2, t, e) - f(xx, yx, t, e)\ < L(\x2 - xt\ + \y2 - yx |) 

pro (x{,yi), (x2, y2) e D, 0 < t < T, 0 = e = 1. 
3) Existuje konstanta K tak, že \f(x,y, t, E)\ < K pro (x, j ) e D, 0 < t < T, 

0 < e < 1. 
Napišme (1,1) ve tvaru soustavy 

(1Д 
dx 

7,шy' 
ćy 
— = ~ x + sf(x, y, t, E) . 
dt 

Zaveďme nové proměnné rovnicemi 

x = a cos \p , y = — a sin \j/ . 
Potom 

Jakmile 

platí 

(1?3) 

x = a cos \j/ — a sin \J/. \(/ , y = — a sin \J/ — a cos \J/ . \j/ . 

= - a + 0, 
cos ф , — a sin t/f 

sin ф , — a cos ^ 

а = ~ Е/(а со§ ф, -- а §т )//, /, е) з т (̂  , 

<// = 1 Д а соз ф, — а з т (Д, /, е) соз (Д . 

Budiž a < a0 < P, — ?r < \J/0 < 7i, p = min (/? — a0, a 0 — a), 0 < e < s{ = 

— min í — , — , 1 ). Zřejmě existuje řešení a(t, E), \p(t, E) soustavy (1,3), které je 
\KT K / 

definováno pro 0 < t ^ T, splňuje podmínku a(0, e) — a0, \J/(0, e) — i//0 a platí: 
1) a < a(t, g) < /i, 2) i//(t, e) je rostoucí pro O < t < T Z toho plyne, že každému 
řešení x(t, s), y(t, e) rovnic (1,2), určenému počáteční podmínkou x(0, e) = a0 cos \J/Q, 
y(0, e) — — a0 sin i//0, odpovídá jediné řešení «(!, e), <A(t, e) rovnic (1,3) s počá
teční podmínkou a(0, e) — a0, i/t(0, E) = \j/0 a naopak, přičemž platí x(t, e) = 
= a(t, E) COS i/ř(t, g), y(t, e) = — a(t, e) sin i//(t, s). 

P o z n á m k a 1,1. Je-li e = 0, platí a(t, 0) = a0, \j/(t, 0) = \j/0 + t pro 0 < t = T 
Podle věty o spojité závislosti řešení diferenciálního rovnice na parametru platí na 
<0, T> stejnoměrně a(t, z) -> a0, i/t(t, e) -> i^0 + t pro g -> 0+. 



Přistoupíme ke konstrukci postupných aproximací. Budiž a(t, e), \j/(t, e) řešení 
soustavy (1,3), kde dosadíme 8 e<0, e1>, které je definováno pro 0 ^ t < Ta splňuje 
podmínky a(0, e) = a0, ip(0, e) = ů0. 

Definujme aproximaci řádu m > 0, am(t), ým(t) řešení a(t, e), i//(t, e) taktoi Aproxi
mací řádu 0 budiž a0, i[/0 + t. Je-li ak(t), i]/k(t) aproximací řádu k, 0 <. k < m, potom 
aproximace c7fc+1(t), ýk+l(t) řádu k + 1 je dána vztahy 

(1.4) ak+l(t) = a0 - e]o f[ak(o) cos t//fc(a), - ak(o) sin il/k(o), o, e] sin \J/k(o) do , 

</>*+ i(l) = >//0 + l - e f\ak(o) cos ij/k(o), - ak(o) sin (/^(a), o, e] C ° S * p do . 
J o ak(o) 

P o z n á m k a 1,2. Protože pro libovolné přirozené číslo k, pro 0 ^ g < s, a pro 
t e <0, T> platí 

1) a < ak(t, e)< P, 
2) i/tfc(l. e) je rostoucí v t, 

má integrál v druhé rovnici soustavy (1,4) smysl. Dále, je-li T^ , exis-
! _ _ _ 

a 
tuje ke každému e < e,, e SÍ 0 a přirozenému k jediné Tk takové, že i/tfc(Tfc, e) — \j/0 = 

= 2n. To ihned plyne z rovnic (1,4), z nerovnosti |i/tt(Tfc, e) — t//0l _ Tk ( 1 ™ -— I 
V «/ 

a z toho, že (/ (̂t, e) je rostoucí v t. 

P o z n á m k a 1,3. Aproximace am(t, s), i//m(t, e) a řešení a(t, e), i//(t, e) budeme pro 
jednoduchost psát jako funkce jediné proměnné t. 

Označme B — (a + 1) 2L + 2K Indukcí snadno dokážeme tuto větui 

Věta 1,1. Budiž m celé nezáporné, 0 š e 5Í £,. 

Potom platí pro 0 < t < T 
m + 1 ..m + 1 

(1.5) K , ( l ) - < l ) l _ K B -
<xm (m + \)\ ' 
m + 1 . m + 1 

\K(t) - "Ml) I =- KB'~ r- • 
WmK) n ; ' - a m + 1 ( m + l ) ! 

P o z n á m k a 1,4. Označíme-li 
!//,„(t) = am(t) cos ým(t) , ym(t) = - flm(t) sin ým(t) , 

(/t(t) = a(t) cos i^(t) , y(t) = - a(t) sin ip(t) , 

platí zřejmě odhady 

(1,6) | A < t ) - x m ( / ) | < r f i
m + 1 , 

\y(t)-yM = ™m+1 > 
/' /A KBm ť 

kde c = 1 + ~ 
OÍ j aw (w + 1)! 



P o z n á m k a 1,5. Srovnáme-li uvedenou metodu postupných aproximací s asymp
totickou metodou Bogoljubov-Krylovovou [ l ] pro rovnici (1,1) z hlediska odhadu 
chyby, vidíme toto: Aproximace řádu m podle Bogoljubova-Krylova odpovídá 
pracností výpočtu uvedené Picardově aproximaci téhož řádu. Odhad její odchylky 
od přesného řešení, které splňuje stejnou počáteční podmínku, je řádu a'" a platí na 

T 
intervalu délky --, zatím co vzorce (1,6) dávají odhad řádu ?m +1 na intervalu délky T 

e 

V další části tohoto odstavce budeme vyšetřovat dobu jednoho oběhu řešeni 
rovnice (1,1) kolem počátku. 

Je-li T Si , potom podle pozn. 1,2 existuje jediné kladné číslo Tk ^ T, 

i - ! * 
a 

které má tuto vlastnost: 
Je-li k celé nezáporné, potom ýk(Tk) = \j/0 + 2TÍ. Budiž dále Tp fS T kladné číslo, 

které splňuje vztah ý(Tp) = \j/0 + 2TÍ. Podobně jako v pozn. 1,2 zjistíme, že takové T_ 
existuje a je jediné. 

Věta 1,2. Je-li 0 ^ e <L e l 5 platí 

k + l KBk I 27t \ , í + 1 

\TP-Tk\ rge" 

l,-^^+1)ф_!j 
a i 

D ů k a z i Zřejmě platí 

(1,7) o = rp(Tp) - ^ ( r t ) - «KTP) - WT-) + UT,) - Un) = 

= HTP) - HTP) + *l<o + Tp- e J ř M - i W cos it/k^(o), 

- « f t _ 1 { f f )s in^- 1 (a) f er,e) C ° i % ' M d a - ^ - Tk + 
ak-i(o) 

+ tf0
kf(ak^(o) cos ^ _ x(o), - ak„x(o) sin ýk-x(o), o, e) _____1_^_2 áo = 

_ *(T„ - MrP) + Tp-Tt-C ryj^p. <.«,. 

Podle věty o střední hodnotě dostaneme z (1,7) 

(1,8) (Tp - Tfc)(l - e j ^ ^ c o s ^ . ^ ) . 

- „,.,(5) sin ^ „ ( a ) , a, c ) _ _ ? ! J _ ± ^ _ Í \ = ^ ( T . ) - ^(Tp) , 

kde 5 = 7; + 0 ( T p - T,), | 0 | < 1. 



Odhadneme-li pravou stranu rovnice (1,8) pomocí věty 1,1, dostaneme z (1,8) 
t t + l T H l 

\T- T.\ < 
KBV+1T 

ЄK 
(k + 1)! 

Odtud ihned plyne věta 1,2, neboť podle definice čísla Tp platí 

2n -= Tp - e Í ^ j W t ) cos </<t), - a(t) sin «A(t), t, e) ^ - ^ d. 
40 

a z toho Tp < 
2я 

1 -
ЄK 

P o z n á m k a 1,6. Počítáme-h číslo Tp přibližně pomocí první aproximace Tlr 

narazíme na úlohu řešení rovnice 

(1,9) 2n = Tx- -f/( t)d t, 
«oJo 

kde f(t) = f(a0 cos (<//0 + t), — a0 sin (\J/0 + t), t, e) cos (i//0 + t), vzhledem k T«. 
Ukážeme, že tuto nesnáz můžeme obejít tak, že rovnici (1,9) nahradíme rovnicí 
jednodušší, aniž tím řádově zvětšíme chybu přibližného výpočtu doby oběhu Tp. 
Definujme číslo Tt rovnicí 

(i.ю) 2ҡ = TЛ 1 - гM/Mdť). 
2to 0 Jo / 

Nyní platí t v r z e n í A: Pro 0 <, e ^ e, platí odhad 
2 r 2KBn2 4K2;r 

( i . ц ) \TP- T,| < 
a -fí + a - єK 

D ů k a z : Podle definice čísel Tl5 Tx platí 

2я = 7\ - - f lf(t)dt = T. - ~ - f > ( , ) d t . 
«oJo 2 я a 0 J 0 

Odtud 

(1.12) Tг ~ Г. = 

Podle (1,10) 

(1,13) 2;r - T. = 2TT -

-[r'/Wd'-f f>(')d'l = 
«oLJo 27tJ 0 J 

ä('-s)r/(')d'+f>)d']-
f I*2" 

- i 7(0 d' 
271 <70J0 

1 -
2яí7r 

дt)dt 
27ra0 J 0 



Podle (1,9) a podle věty o střední hodnotě platí 2TI = Tx ( 1 - — /'(ti) ), kde 0 ^ t. ^ 
V «o / 

< T Z toho 

(1Д4) 2л — Tx = 2л — 
2я 

^єлl_; 
ön 

1 - -/(«,) 1 - І Д ' , ) 
a0 a0 

Podle (1,12), (1,13), (1,14) a podle věty o střední hodnotě 

- ì - T_ = -

г --.Гдodi 
öoJo - ì - T_ = -

/ г Г 2 я \ 
0 0 2 « ( l - - i - Д f ) d l ) 

L V 2лa 0 J 0 / 

kde 0 ^ t2 ^ T 

Z toho 

Лl)dt + 

2лв~ 

a0 

f(h) 

(1,15) Í-Y 
t?0 

Jo 

2лK2 2лK2 п 

+ 
, _ _ _ , _ _ _ 

an 

e2 4лK' 

-я*. 

a a — sK 

a0 a0 j 

Odtud a z věty 1,2 již důkaz tvrzení A snadno plyne. 

P ř í k l a d 1,1. Budeme vyšetřovat rovnici 

(1.16) — - = — sin x , 
dt2 

na níž ověříme přesnost uvedených odhadů. 

Budiž x(t) řešení rovnice (1,16), splňující počáteční podmínky x(0) = a0(a0 > 0), 
x(0) = 0. Je známo, že toto řešení je periodické. Přepíšeme-li rovnici (1,16) ve tvaru 

á2x 
—- + x = x — sm x , 

dt2 

máme rovnici typu (1,1), kde klademe ef = x — sin x. 

Soustava (1,3) má tvar 

(1.17) a = [sin (a cos ij/) — a cos \J/~\ sin i//, 
>// = 1 [sin (a cos \J/) — a cos if/~\ cos \j/ 

a 
a řešení x(t)rovnice (1,16) odpovídá řešení a(t), \jj(t) soustavy (1,17), splňující podmín
ky a(0) = a0, (//(O) = 0. Má-h řešení x(t) nejmenší periodu T_, má též a(t) periodu Tp 

a platí ijj(Tp) = 2n. Skutečně, je-li t + Tpe<0, T>, platí a(t + Tp) = N/V(tV+ / ( ? ) . 
Dále platí cos ij/(t + Tp) = x(t)[xz(t) + y2(t)\~^ = cos \j/(t), sin ij/(t + Tp) = 



= - y(t)[x2(t) + y2(t)] * = sin \p(t). Protože \j/(t) > 0 pro te<0, T>, platí 
\jj(t + Tp) = \jj(t) + 2kn. Protože řešení x(t), y(í) odpovídá v rovině x, y uzavřená 
křivka, je k = 1 a tvrzení je dokázáno. 

Abychom určili interval <a, /J>, v němž se bude pohybovat amplituda a(t) pro 
/ e<0, Tp>, položme « = a0(\ - p), [i = a0(\ + p). Číslo p e (0,1) určíme z těchto 
podmínek: 

« | ( 1 _ _ _ ^ 

' 3 4(I + P)'~ 

2 ) _ L _ _ < i , 
б(i - P ) 

6(1 - /,) 

3) i f i 0 ( l + / » ) * < 1. 
/i3 

Skutečně, položíme-li c = — , K = 1, snadno se přesvědčíme, že podmínky 1), 2), 3) 
6 

vyjadřují podmínky pro e l 3 uvedené za rovnicemi (1,3). Tak např. první podmínku 
odvodíme z požadavku, že funkce a(t) se pro 0 _ t < Tp nesmí vzdálit od počáteční 

hodnoty a0 více než /i — a0 = a0p\ Z druhé rovnice (1,17) plyne T < . 
1 _ a 3 ( l + Py 

6a0(\ - p) 

Odtud a z první rovnice (1,17) dostaneme pro 0 < t _ Tp\ \a(t) — a0\ < __ _. . 
6 

, takže požadavku \a(t) — a0\ _ a 0 p pro 0 < ! _ Tp bude vyho-
, _ «2o(i + Py 

6(1 - p) 
věno, jakmile je splněna podmínka 1). Podobně pro podmínky 2), 3). Je ihned vidět 
že číslo p, vyhovující podmínkám 1), 2), 3), existuje, jakmile a0 je dosti malé. 

6 
Dále určíme Lipschitzovu konstantu L funkce f(x) = — (x — sin x). Protože 

l/'(*)l 
máme 

6 f. J . 6 /i2 3 
— (1 - cos x) < — -—- = — , 
/j3 /i3 2 0 

B - (« + I) 2L + 2/ř = (o + I ) 6 - + 2 = 6 _ _ _ _ _ + 2 = 8 f > ^ L _ _ _ í „ . 
/i • « o ( l + p ) ao(l +P) 

Podle pozn. 1,4 je chyba, které se dopustíme nahrazením funkcí x(t), x(t) např. 
první aproximací, řádu a0, neboť 

1 + p\%a0 ~ 4a0p + 6 _g(l + pf t2 

\x{t)-Xl{t)\^(l + l±A 
1 - pj a0(\ + p) 36a0(\ - p) 2 

a podobně pro \x(t) — yi(t)\. 



Periodu T funkce x(t) vypočítáme přibližně podle poznámky 1,6, tedy 

T, = 2?r 

Podle (1,11) platí 

1 + 
2лa0 

(sin (a0 cos t) — a0 cos t) cos t dt . 

- 3 

+ (U8) ir, - T,\ < _ _ - & ^ ^ 2«-n - # - 4 1 
1 ' 36ao(l - p) \ a0(\ + p) [_ a%(\ + „) 3 J 

4n ) , 4 
+

 fl0(i - - - Ki + Pf I = "oC • 
kde c nezávisí na a0. 

Zbývá ještě zjistit, jak velký je skutečný rozdíl Tx — Tp, abychom mohli zhodnotit 
přesnost odhadu (1,18). K tomu vyjádříme obě periody Tp a T. ve tvaru mocninné 
řady v a0. 

C"° dx x a 
Jak známo, Tp = 4 — "- — . Substitucí sin — = sin — sin .9 

J o x/2(cos x — cos a0) 2 2 

— . Poslední integrál rozložíme podle 

' A - s i n 2 Í 2 s i n 2 9 
V 2 

mocnin sin2 — , dosadíme za sin — mocninnou řadu v a0 a po přerovnání členů 

obdržíme 

kde nevypsané členy začínají mocninou a0. 

Dále máme (při označení (2na0)~lj0
K (sin (a0 cos t) — a0 cos t) cos t dt = A) 

T, = _ _ _ = - 2 T E ( 1 - A + A 2 - . . . ) . 
1 + A 

Rozložíme-li. A v řadu podle mocnin a0, dostaneme po přerovnání členů 1\ = 

— 2TI ( 1 H — - H a0 + . . . J, kde nevypsané členy začínají mocninou a%. 

2 " [ ' + ^ + А 

16 12. 8 2 

Odtud plyne, že odhad (1,18) nelze již řádově zlepšit. 

2. V tomto odstavci se budeme zabývat rovnicí 

(2,1) x = g(x); 

kde x = (xj, x2) a g — (gr,g2) j c spojitá a splňuje Lipschitzovu podmínku s kon
stantou nezávislou na x v otevřené a omezené oblasti D c E2. 



Uvedeme některé základní pojmy a výsledky Poincaré-Bendixsonovy teorie. 
Bod x e D, pro nějž gi(x) = g2(x) = 0, se nazývá singulární. V opačném případě 

se bod x nazývá regulární. Nechť x(t) = (xi(t), x2(t))JQ řešení rovnice (2,1), které je 
definováno v D pro t gi 0 (t ^ 0). Množina všech bodů x(t) pro t 2: 0 (t íS 0) se 
nazývá positivní (negativní) polotrajektorie rovnice (2,1) a označuje se C+ (C~). 
Bod Q e D se nazývá co-hromadným (a-hromadným) bodem polotrajektorie C+ (C~), 
jestliže existuje posloupnost reálných čísel {t„}, n — 1, 2, ..., tn -> oo (t„ -> — oo) pro 
n -> oo, taková, že x(t„) -> O pro _ -> co. Množina všech co-hromadných bodů 
(a-hromadných bodů) polotrajektorie C+ (C ) se označuje L(C + ) (L(C~)). 

Budiž C+ positivní polotrajektorie, C+ _ K, K je uzavřená část oblasti D. Sestá-
vá-li množina L(C + ) pouze z regulárních bodů, potom buď a) C+ je periodická trajek
torie a C+ =_ L(C+), nebob) L(C+)je periodická trajektorie (Poincaré-Bendixsonova 
věta). V případě b) se L(C+) nazývá limitní cyklus. Odtud plyne, že polotrajektorie 
C+ _ K buď směřuje do některého singulárního bodu oblasti D, nebo se navíjí na 
periodickou trajektorii, nebo konečně je sama periodickou trajektorií. 

Uzavřená konečná úsečka / v rovině se nazývá transversáía vzhledem k g(x), 
jestliže každý bod x e l je regulární a jestliže směr vektoru g(x) ve všech bodech 
úsečky / je různý od směru úsečky /. Důležitou vlastností transversály je, že každá 
trajektorie, která má s transversálou společný bod, transversálu v tomto bodě protíná, 
přičemž všechny takové trajektorie ji protínají stejným směrem. Dále, protíná-li 
konečný uzavřený oblouk A trajektorie C transversálu, děje se tak v konečném počtu 
průsečíků, jejichž pořadí na A je stejné jako na C. Je-li C periodická, protíná transver
sálu v jediném bodě. 

Zaveďme konečně pojem orbitální stability: Periodická trajektorie C se nazývá 
positivně stabilní z vnějšku (vnitřku), jestliže ke každému a > 0 existuje d(e) > 0 
takové, že každá positivní polotrajektorie, která vychází v čase t — 0 z bodu leží
cího vně (uvnitř) trajektorie C vzdáleného od C méně než S(s), je definována pro 
všechna t Ss 0 a nevzdálí se od C více než o s. Periodická trajektorie se nazývá 
positivně stabilní, je-li positivně stabilní z vnějšku i z vnitřku. Položíme-li v uvedené 
definici — t místo t, dostaneme pojem negativní stability. 

Nutná a postačující podmínka pro to, aby periodická trajektorie C byla positivně 
stabilní, je, aby pro vnitřek i vnějšek trajektorie C platilo buď 

a) existuje polotrajektorie, která se navíjí na C pro t -> oo (C je limitní cyklus), 
nebo 

b) v každém okolí existují periodické trajektorie. 
Dále uvedeme větu, o niž se budeme opírat při úvahách v příštím odstavci. 

Věta 2,1. Budiž l transversáía vzhledem k g(x), buďte C+ a C+ polotrajektorie ležící 
v D, buďte p\ a Pf dva následující průsečíky polotrajektorie C+ s transversálou l 
(i— 1, 2) takové, že platí: 

a) Jordánova křivka C2, sestávající z otevřeného oblouku P\P\ orientovaného od 

bodu P\ do P\ na polotrajektorii C+ a z uzavřené úsečky P\P\ na l, leží uvnitř Jordánovy 



křivky C t , sestávající z P\P\ a P\P\, přičemž pořadí těchto bodů na l je P\P\P\P\ 
(obr. 1); 

b) otevřená oblast D, omezená křivkami C. a C2 je obsazena i se svou hranicí 
v množině D, 

Neobsahuje-li množina D žádné singulární body, existuje v Z), aspoň jedna positivně 
stabilní periodická trajektorie, která ve svém vnitřku obsahuje křivku C 2 . 

3. V tomto odstavci budeme vyšetřovat případ, kdy funkce/nezávisí explicitně na t. 

Budeme tedy vyšetřovat rovnici 

a T\ d ' x , J d x 

(3.1) - + X = £ / l , ^ , £ 
' dt2 J \ dt 

Funkce/(x, y, e) splňuje tyto podmínky; 
1) / j e definována pro (x, y) e D, D = E((x, y); a < J x2 + y2 < !J), 0 < a < /?, 

0 < e < 1; 
2) / j e spojitá ve všech proměnných; 
3) existuje konstanta Ltak, že 

\f(x2,y2,£) ~-f(xuyuz)\ g L{\x2 - Xi\ + \y2 - yt\} 

pro (xu yi), (x2, y2) e D, 0 = e < 1 ; 

4) existuje konstanta Ktak že | / (x , y, E)\ < K pro (x, y) e D, 0 5S e < 1. 

Podobně jako v prvním odstavci budeme po zavedení polárních souřadnic vyšetřo
vat ekvivalentní soustavu 

(3.2) — -= — ef(a cos \JJ, — a sin út, e) sin é , 
át 

— = 1 f(a cos ý, — a sin i//, e) cos ij/ , 
dt a 

a postupné aproximace 

(3.3) ak+í(t) = a0 - e \Qf(ak(a) cos ^k(<-), - ak(o) sin ^(tr) , e) sin xpk(a) áo , 

rpk+í(t) = <Ao + t - e " ^ p p / ^ ^ a ) cos ^k(ej), - afc(cr) sin i]/k(o), e) dff . 
J o ak(o) 

V tomto odstavci ukážeme postačující podmínky pro to, aby v mezikruží D existo
vala positivně stabilní periodická trajektorie rovnice (3,1). Budeme přitom postupovat 
tak, že nejprve najdeme takové přirozené číslo n0 a reálné a0 e (a, jí), že aproximace 
a„Q(t), <A„0(t)j pro niž platí ano(Q) = a0, t/t„o(0) = 0, tvoří ve fázové rovině x, x křivku, 
která po jednom oběhu kolem počátku protne kladnou osu x ve vzdálenosti b0 od 
počátku, b0 < a0 (obr. 2). Dále hledáme nx a ax e(a,a0) takové, že aproximace 
ant(t), ýni(t), pro niž platí počáteční podmínka ani(Q) = a{, t^ni(0) = 0, tvoří ve 
fázové rovině křivku, která po jednom oběhu kolem počátku protne kladnou osu x 
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ve vzdálenosti bl > aY. K tomu ihned poznamenejme, že existuje-li v oblasti D jediný 
positivně stabilní limitní cyklus, potom čísla a0, n0, au nt uvedených vlastností 
skutečně existují. 

Jako další krok odhadneme chybu příslušných aproximací v bodech1) !30, bl. Tím 
zjistíme, zda trajektorie soustavy (3,1), vycházející z bodu a0, protne po jednom oběhu 
kolem počátku kladnou osu x v bodě c0 < a0 (obr. 2). Podobně postupujeme pro 
druhou trajektorii, vycházející z bodu ax, 
která protne kladnou osu x v bodě cx. 

Obr. 1. Obr. 2. 

Vyjde-li tedy, že odhad rozdílu |!30 — c0\ (|!31 — ct\) je menší než a0 — h0 (bx — a^, 
dostaneme na základě věty 2,1, že mezi uzavřenými čarami skládajícími se z oblouku 
trajektorie a^c^á^c^) a úsečky ~č0~a0 (c^ax) existuje aspoň jedna positivně stabilní 
periodická trajektorie, která protíná úsečku a1a0 v jediném bodě. Tyto úvahy budeme 
nyní přesně formulovat. 

Nechť a < a, < a0 < (í a nechť n0, nx jsou přirozená čísla. Označme 

ap2 

2ҡaK + p2K K 
(3,4) p2 = min (fí — a0, ax — a) , s2 = min í 1, 

Dokážeme, že pro 0 f£ e < s2 řešení A,(t), *P';(!) rovnic (3,2), splňující počáteční 
podmínku A,.(0) = ah ^,(0) = 0, / = 0, 1, 

a) nevyjde z oblasti D pro t e ( 0, 2n i 1 
e2K

ч 

b) existují pro něj čísla T0, T, e (2ni 1 + —— ) ,2itl\ — -^~- \ tak, že 

\ V a / V a / 
•//,(T;) = 2TI, i = 0,L Obdobné tvrzení platí pro aproximace (3,3), pokud splňují 
tytéž počáteční podmínky. D ů k a z : Z rovnic (3,2) a z předpokladů o funkci/'plyne, že 

1) Pro jednoduchost budeme stejně označovat body na kladné ose x a jejich vzdálenosti od po
čátku. 
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a) \A,(t) - at\ _ eKt _ e2R — — = 2n (— - \ _ 
j _ __^ \ £ 2 ^ « / 

a 
(2naK + p2K I V 1 

<g27r = p 2 , 
V ap2K a/ 

b) |2TI - T^ _ e Í 5 - , a odtud T; e /271 [ l + — ^ * , 2% (\ - — \ \ 

Věta 3,1. Nechť a„.(t), ij/n.(t) pro i = 0, 1 jsou aproximace, dané rovnicemi (3,3), kde 
an.(0) = a., i/t„;(0) = 0, a splňují podmínku: 

Je-li T„. e( 2TI ( i + — ) , 27c ( 1 - — j \ , </t/1;(Třl;) = 2n, potom 

(3,5) 

+ e 

[ a i - a П i ( T П i ) ] ( - l ) í > e ' " + 1 

K2BПř(2я)Пť + 1 

KB,U 

T. fii + i 

+ 

' a ) 
K\"í+2 

, Äгcfe B - (a + 1 ) 2 L + 2 K 

Označme C0 (C,) uzavřenou křivku, která sestává 

a) z uzavřeného oblouku polotrajektorie, omezené body a0, c0 (al, c^), kde bod c0 (c^) 
je následujícím průsečíkem polotrajektorie, vycházející z a0 (a t ), s úsečkou 1, omezenou 
body a, ti, 

b) z otevřené úsečky, omezené body c0, a0 (cu ax). 

Potom existuje aspoň jedna positivně stabilní periodická trajektorie soustavy (3,1),. 
která protíná pravé v jednom bodě úsečku omezenou body cí,c0 a leží tedy v topolo
gickém mezikruší omezeném křivkami C 0 a C,. 

D ů k a z : Podle věty o střední hodnotě, věty 1,2 a podle (1,5) platí pro i = 0, 1 

\A,(T) - a„,(T„)\ £ \A,(T) - A{T„)\ + \A,(T„) - a„,(T„)\ g 

S |71-T.,1 .«: + - * П i• + 1 Т-И i + 1 

aПi(и ; + 1)! 
Т-П | Т I < -
J П i = 

2 nnif~l\ni + 1 

< є ПІ + 2 K2B";(2тr) 

a-(n;+ l)'Yl-
+ є" 

KB"' 

a > ž + 1)! 
T. •Лi+ 1 

7T 
Je-li nyní [a, - a„,.(T„ ;)](-l)1' > |^,(T-) - atti(Tn)\,i = 0, 1, platí a0 - A0(T0) > 

> 0, A^Ti) — ax > 0. Protože uzavřená úsečka / obsažená v intervalu (a, p) kladné 
osy x je transversálou vzhledem k pravým stranám rovnic (3,2), můžeme použít 
věty 2,1, čímž je důkaz proveden. 
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P o z n á m k a 3,1. Podmínka (3,5) je postačující pro to, aby transvcrsálu /protínala 
mezi body a0, ax aspoň jedna positivně stabilní periodická trajektorie. Lze snadno 
ukázat, že (3,5) je zároveň nutnou podmínkou pro to, aby transvcrsálu / potínal 
isolovaný positivně stabilní limitní cyklus. Tato okolnost má mimořádný význam při 
praktickém použití věty 3,1. Věta 3,1 totiž slouží k tomu, abychom si ověřili, že v da
ném mezikruží opravdu existuje positivně stabilní periodická trajektorie, kterou jsme 
předtím buď nějakou přibližnou metodou předpověděli, nebo jsme zjistili její existenci 
(případně unicitu) na základě nějaké obecné věty, ale potřebujeme blíže určit její 
polohu. Smysl této poznámky spočívá v tom, že existuje-li skutečně hledaný positivně 
stabilní isolovaný limitní cyklus, potom existují i čísla n0, n{, a0, ax ve větě 3,1. Dále 
je zřejmé toto: našli-li jsme čísla nh at z formule (3,5) a existuje-li v daném mezikruží 
jediný positivně stabilní limitní cyklus, můžeme jej určit s libovolnou přesností, 
provedeme-li dostatečný počet kroků s dosti vysokým řádem aproximace. 

Další věta dává odhad pro periodu daného periodického řešení. 

Věta 3,2. Nechť jsou splněny předpoklady věty 3,1. Označme — — d0. Budiž 
2 

am(t), i/tm(t) aproximace typu (3,3), splňující počáteční podmínku am(0) = d0, »/tm(0) = 
= 0, a budiž Tm číslo, pro něž platí i/tm(Tm) = 2n. Bud a(t), ij/(t) řešení soustavy (3,2), 
a(0) e (ax, a0), ij/(0) = 0, a buď T číslo, pro něž platí ý(T) = 2n.x) 

Potom existují konstanty Kx, K2 (nezávislé na d0, a(0), a0, ax, s, m) tak, že 

(3,6) \T-Tm\ = Kxs
m + l +K2s(a0-ax). 

K důkazu věty budeme potřebovat toto lemma: 

Lemma 3,1. Budiž m přirozené číslo, č,x, £2 e (ax, a0), a buďte am(t,Č,i), ým(t, £;) 

(/* = 1, 2) aproximace typu (3,3), splňující podmínky am(0, £,) = Cř, t/tm(0, čř) = 0. 

Označme K> = maxfV + 2LB,2L,^±^, «L±*P 
\ a ce 

Potom 

\am(U í ,) - am(t, í2)\ S i [ l + exp(2fi2Ar4/)]l5i - É-l. 

\K(t, í i ) - «»*, É2)l = Í e x p ( 2 e K 4 t ) | ^ - £2| 

2 % 
pro 0 = t й 

1 -&JÜ 
a 

2" 
D ů k a z : Pro 0 fž t = zřejmě bod \am(t, £f) cos \j/m(t, £ř), -

a 
- am(t, Q sin \jjm(t, Q] e D a tudíž platí 

*) Podobně jako v pozn. 1,2 zjistíme, že existuje právě jedna dvojice čísel Tm, T s uvedenými 
vlastnostmi. 
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(3.7) k,( t , £_) - am(t, Q\ = | í , - {_ - e j 0 {f[am^(x, £_) cos ^ ( T , £_), 

~ 0--1 (T, .1) sin i/tm-i(T, í i ) , e] sin i/tm_i(T, <*_) - f[am_x(x, Z2) cos i//m_,(T, £2) „ 

- «m-i(T, .2) s i n ^ . ^ T , Č2), s] sin iAm_.(T, £2)} dx| ^ 

^ |{, - í 2 | + £KJ0 I ^ . ^ T , £,) - ^m_x(T, Q\ ÚX + 

+ 2£LJ0 {|am_!(T, £_) - „m__(T, fc)| + /i |</,„,-I(T, $ t) - ./.„,_-(_, y | } dT = 

- |_i - fcl + (£K + 2aL/J) J0 |^m_.(T, Zt) - ri,m_x(x, £2)|<k + 

+ 2eLJ0 K - i ( T , . i ) - « m _ i ( T , < ^ 2 ) | d T . 

Podobně zjistíme, že 

(3.8) |«Am(t, Zt) ~ *m(t, Zi)\ = ~\(K+ 2/5L) Í ' K _ I ( T , Zi) ~ am^(x, Z2)\ dx + 
a { Jo 

+ (A/ř + 2p2L) fť|^m_i(T, £,) - IA„,__(T, fc)| dTJ . 

Z nerovností (3,7) a (3,8) plyne 

(3.9) \am(t, Zt) - am(t, Z2)\ _. | . i - í 2 | + eK4J0 [|<.m=1(r, f j - «„,__(., É2)| + 

+ l>Am- i(T,_i)-«/ t(T, .2) | ]dT, 

(3.10) |>/.m(t, £_) - </.-(t, Z2)\ = ^ 4 J o [ K - , ( T , .1) - «m^(T, f2)| + 

+ \^m-1(r,^)-^m-1((T,Z2)\]áx. 

Dokážeme dále t v r zen í A: Pro 0 ^ t 5_ , £_, £2 e (a_, a0), m přirozené^ 

platí 

\am(t, Z1) - am(t, Z2)\ % l.i - _2| Ti + t 2 - ^ - ^ M ' l , 

w l , ČÍ) - ^ .2)i s 1.1 - _21 r £ 2 ' " i ^ ' i . 

Pro w = 1 dostaneme tvrzení A ihned z (3,9), (3,10), dosadíme-li za a0(x, Zt) = .,-,. 
I//0(T, č f) = T, /' = 1,2. Platí-li tvrzení A pro m = k, dostaneme z (3,9), (3,10) 

k 2'-1(£K4T)ž 

k+i(ř,Єi)-й f c +i(l, У l 5- l.i - .2I + £K4 |Č. - č 2 ф + S 

ł_íM], S | { l . {л 1 + Êiï-Cł^, 
/ = i /! + 1)! 

k т i - l . 

!<.*+,(. .,) - •/-_+.(., .2)1 ś --ú ľlť, - Í2I | l + Д 2 ' ' У 4 T ) ' + 

+ £O^U ,,.,_., 
<=i / ! 

_K4t + __; 
2ŕ(вK4t)

ŕ + 1 

i = i /! 
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Tvrzení A je tím dokázáno pro m = k + 1 a platí tedy pro všechna přirozená ..?. 

Protože £ - J í M £ 1 £ 2 ^ - ^ = - [exP(2e2K4t) - l ] , je lemma 3,1 
;=i /'! 2 ;=i /'! 2 

dokázáno. 

D ů k a z věty 3,2: Budiž a*(t), <//*(/) aproximace typu (3,3), pro niž am(0) - a(0), 
i/-*(0) = 0, budiž T„* číslo splňující rovnici <//*(T*) = 2n. Potom platí podle věty 1,2 

r. rjm m + l < >•» i m + 1 

\T- J í l S — - _ ? ? _ , / - ? = - _ . _ A-,,-' , 

(, _ _ r̂2
 a > + o, ̂  _ _A 

kde K_ nezávisí na m, d0, a0, _/_, e. 
Tím jsme odhadli chybu, které se dopustíme, nahradíme-li přesné řešení přibližným 

se stejnou počáteční podmínkou. Zbývá ještě odhadnout chybu, která vznikne nahra
zením aproximace a*(t), \jy*(t) funkcí aji), </t,„(t), která má odlišné počáteční pod
mínky. 

Nechť dx e<«_, a0> a vyšetřujme aproximaci a Ji), \j/Jt), splňující počáteční pod
mínky áJO) = dx, i//,„(0) = 0, Označme Tjdx) číslo, splňující podmínku i/>m(Tm(ď_)) = 
= 2n. Podle (3,3) platí 

(3,11) 2* = Tjd,) - e f0-^f(am_x(a) cos <Am__(_-), 

- am__(<7) sin ^,__(cr), e) c o i % 4 ^ der . 
a.„ _, <т 

Rovnice (3,11) zřejmě definuje v implicitním tvaru Tm(ď_) jako spojitou funkci počá
teční hodnoty d1 e <_?_, <70>. Buďte <_ i, £2

 G <«i. <?o>- Z (3,11) dostaneme 

(3,12) Tm(š_) - Tmfe) = JJ"«'> s / K - i . o , . i) cos ^ ( c r , 5 J , 

- 0m__(<7, ši) sin *_,_, (a, O , e] C ° S ^ - ^ ^ da -
«m- l (0 - , . l ) 

Í
Tm(tÍ2) 

8 / [ - - - . - l ( < 7 , . l ) COS t/-m__(<T, Č2). 

- am_ t(<r, £2) srn *_,_ .(cx, £2), e] ^ ^ " ^ ' ^ ^ = 

Jř-,({2) «m-l(0-, Cl) J o 

-/(<-2. ' ) C 0 S "Am-l.^ É2) «m-l(0-, . i ) ][a m - !(<T, Cl) -Jm-tOr, <. 2 ) ] ~ * d ( 7 = 

'/(., •) c o s^: l ( j-^- d. + . [ i J ! " k , ( , .,,„„_,(-,.,)]-. 
í-m-i(°", Ci) J o 

• {[/(Či, ') - / & - 0 ] *-.--(*- k ) cos <//„,_ ,(cr, £_) + / ( c 2 , -)flm_.1(<r, C"2) • 

. [cos iA,„_,(<r, £_) - cos <//,„_ ,((T, c2)] + / (C 2 , •) cos <//,„_ _(<-, C2). 

. [am_{(a, c2) - aM__(<7, £_)]} d<7 , 

= \ . 
Т m ( { 2 ) 

= є 
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kde pro zkrácení píšeme /(<.,-, •) =/[_-_.(ff, <_,) cos ^„„.(cr, <.,), - - - - . ( c , . , ) . 
. sin _Vm__(<x, $_), e] a druhým argumentem aproximací am__, »//,„_, vyjadřujeme 
závislost na počáteční podmínce. Z (3,12) dostaneme 

i-Uíi) - rB(í 2)i < — iT„,(^) - rM(e2)i + 
a 

+ erm(<_2)~ {^[Ifl-.ií-!, <._)cOS «/tm__(<7_, «__) -

a 

- «-_!(-•!, <__) COS l/tm-!^!, <_2)l + K - l ( ^ l , $1) sin í/tm-l^l, Či) ~ 

- aM_!(_•_, $2) sin V>«-i(~i, $ 2) |] + K/j|i/tm_i(ffi, $ 0 - i/>m-i(o-l5 $2)l + 

+ K|am__(cr_, $,) - «„,_!(_-,, $2)|} __ f* IT-X.i) - 3_(e2)| + 
a 

+ eTm($2) -_ {(2L0 + -_)!__,__(_•_, c 0 - „„,_.(-•_, £2)| + 
a 

+ 2(L/?2 + K/.)^-^., -1) - < A - - i K $2)1} > 

kde ffj G <0, Tm($2)>. 

Odtud 

(3,13) |Tm(<__) - Tm($2)| < , ^ " ' ^ [ l - - - ! ^ , . 0 ~ _„,_..(__, í_)| (2/JL + K) + 

1 a 

2-

+ l ^ - i ( - i , . 0 ~ K-x(°u .2)|(2/?2L+ K/?)] . 

Obdobně jako tvrzení za vztahy (3,4) dokážeme, že platí Tm(<_2) — 
ЄK 

Odtud, z lemmatu 3,1 a z (3,13) dostaneme 

(3,14) 

\Tm(Q - Tm($2)| S e- 2 \ f(2/?L+ K) i 

a 

1 U „ 2-
+ -exp / 2є2K4 

1 + exp /2й2K4 

2-

2я 

ЄK 

a 

f /4яє 2K 4a 
. J exp — - 2 - ^ 

â - c2K 

Veta 3,2 je dokázána. 

єK I} (a — є2/<) a 

+ /ÍL+ - 1 = 8\^ - . 2 |K 2 . t?L+ - ( K + 1; 

+ 



P o z n á m k a 3,2, Odhad (3,14) je zbytečně nepřesný, protože jsme chtěli ukázat, 
že existuje konstanta K2, nezávislá na m a e. Pro dané m lze obdobně odvodit odhad 
přesnější. Tak např. pro m = 1 vyjde 

ITi(íi) - TX(Q\ = e|č, - £2 | —^ — - . 
(a — eK) 

Jde-li nám pouze o odhad polohy periodické trajektorie a nikoliv o odhad periody, 

můžeme konstruovat postupné aproximace nikoliv pro soustavu (3,2), nýbrž pro 
rovnici 

, , áa f(a cos \jj, — a sin t/ý, e) sin ip 
(3,1J) - = — e 

1 f(a cos \\i, — a sin \\i, e) cos \\i 
a 

Tento postup se v mnoha případech může ukázat kratším a efektivnějším než před
chozí a proto uvedeme odhady chyb postupných aproximací pro rovnici (3,15). 

Zachovejme předpoklady o / e uvedené na počátku tohoto odstavce. Uvažujme 
funkci 

, , -, f(a cos é, — a sin é, e) sin úi 
g(a, i//, e) = — - 5 = '— . 

g 
1 f(a cos i/y, — a sin \j/, e) cos ij/ 

a 
Snadno zjistíme, že pro a, au a2 e (a, /i), ijj — 0, 0 S e = e2 platí 

\g(a,ý,z)\=K(\ -eJL\ ' _ Jflf 

|g(- l s (//, e) - g(a2, i/>, e)| <š í L + - - ^ V 1 - — ) |~, - a- = --il-ii - fl2l • 

Aproximace prvního řádu budiž fl^i/t) = a0 — ejo^(flo» »̂ £) d<£, kde «0, e splňuje 
vztah (3,4). Je-li a„(\j/) aproximace řádu n, definujme aproximaci řádu n + 1: 
«»+ i W = *o - ejo # K W ff, «) dff. Z (3,4) plyne, že cr ,(«/>) e (a, /i) pro Í = 1,2,..., 
0 S <A _ 2". 

Věta 3,3. Bř/í//f a(i//) řešení rovnice (3,15), splňující počáteční podmínku a(0) = a0, 
a nechť platí 0 <i e i£ e2. 

Potom pro každé přirozené m a 0 <í i// <J 2TT p/atz 
,//'" + * 

(3,16) |„(»A) - ~m(iA)| ^ e ^ ^ K . L T 
(m + 1 ) ! 

D ů k a z plyne ze známého vzorce pro Picardovy aproximace. 

* ' e \ " 1 

a 
/ ( 1 - / ] dfт nám P o z n á m k a 3,3. Může se stát, že výpočet integrálu 

činí potíže, zatím co Jo/do 1 se řeší jednoduše. Jedná-li se v takovém případě jen 

17 



o výpočet první aproximace, můžeme buď použít aproximací typu (3,3), nebo, nejde-Ii 
o odhad periody, použijeme tohoto tvrzení: Je-li 

(3,17) tfjO/t) = ťlo — ajof(ao c o s °> — ao s m a-> £ ) sm a der, 

potom platí pro 0 __ t// __ 2n a <70 splňující podmínku (3,4) 

K2<// 
l ^ i W - « i W l = £2 

2*0 1 -
eK 

Důkaz ihned plyne z toho, že 

ax(\j/) — at(\J/) = ej0 {f(a0 cos a, — a 0 sin a, e) sin <r — 

— j(a0 cos a, — a0 sin <т, e) sin <т 1 — — f(a0 cos cr, — <з0 sin <т, e) cos <т) d<т = 

— j cos 
o <?o 

• r. c 

<r sin<r 1 

L ao 

— j cos a d < т . 

Z toho dostaneme, že nahrazením funkce ú_(t/t) funkcí ú_(t/t) zvětšíme pravou stranu 
nerovnosti (3,16) o veličinu řádu g2, tedy platí pro 0 __ \\i __ 2TI 

(3.18) \a(xjj) - áx(\l/)\ __ - K.L^2)//2 + e2K2i/< 2a0 ( 1 - — K ) . 
2 [_ V «o j_ 

P o z n á m k a 3,4. Na základě odhadu (3,16) lze formulovat větu analogickou větě 
3,1, kde místo nerovností (3,5) bude 

(3.19) k- - ani(2n)] ( - 1 ) ' > e- + 1 - ^ ( 2 T 0 " + 1 

(«, + 1) ! 

pro /' = 0, 1. 

V nejjednodušším případě, kdy položíme « 0 = «._ = 1 a kdy ve smyslu poznámky 
3,3 pracujeme se zjednodušenou aproximací (3,17), má podmínka pro existenci 
periodické trajektorie tvar 

(3.20) [fl| - ť/ll(27i)](-l)i > e2
 ( W . T T 2 + K2n L íl - ^ ) V ' ) 

pro i = 0, 1. 

P o z n á m k a 3,5. Hledání počátečních hodnot tf0, «, bude usnadněno, najdeme-li 
přibližně polohu periodické trajektorie z podmínky a,(0) = a1(27i), tj. 

JJ* ej[«í(0) cos i//, - ax(0) sin i//, e] sin i// di> = 0 . 

P o z n á m k a 3,6. Všimněme si toho, že uvedenou metodou lze určovat polohu 
periodické trajektorie, aniž předpokládáme existenci derivací funkce f, čemuž se 
nevyhneme u jiných metod malého parametru. Tato skutečnost souvisí s tím, že jsme 
vyšli z vět topologického charakteru. 
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P ř í k l a d 3,1. Vyšetřujme elektrický obvod na obr. 3 [2], Na svorky 1,2 obvodu 
s konstantními soustředěnými parametry R, L, Cje připojen dvojpól, pro nějž závislost 
proudu i na napětí u je dána funkcí i = G(u), která má tyto vlastnosti: 

a) G má derivace druhého řádu na celé 
přímce. 

b) Existují čísla x1 > 0, x2 > 0 tak, že 
platí 

1 

dG RC n , , 
1 < 0 pro ue( — xi,x2) 

áu L 
áG RC , 

- + — = 0 pro u$(~xux2). 
áu L 

c) u2 + RuG(u) > 0 pro \u\ > 0 . 

C 

Obr. 3. 

d) [w + RG(w)] dм = ^ІL^ + RC 
o L d w 

áu = oo 

e) Označíme-li (£ (w + RG(u)) áu = E(u), platí S(—JCj) = E(x2). 

Snadno zjistíme, že pro vyšetřovaný obvod platí rovnice 

dG 
(3,21) 

d u „_/ ч áu 
— - + u + RG(w) + — 
dt2 v y dt 

L— + RC 
dw 

( L C ) " 1 - 0 . 

áu . 
Podle [3] rovnice (3,21) má v rovině u, — jedinou netriviální periodickou trajektorii 

dt 
přičemž tato je positivně stabilní. 

Použijeme nyní metody vyložené v tomto odstavci k odhadu polohy periodické 
trajektorie pro případ, že funkce G(u) = au + bu3; a, b jsou konstanty tak malé, 
že rovnice (3,21) je typu (3,1). 

Zvolme 

C = 103 pF, L = 10~4 H, R = 2,1 Q, 

- , b= 1 , 8 . 1 0 " 7 ~ 
V V3 

a= - 2,2. 10~5 

Rovnice (3,21) má po dosazení tvar 

(3,22) — + u = - — (1,71 . 10" 4 u2 - 3,16 . 10" 4) + 
d/2 dt 

+ 4,63 . 10" 5 u - 3,78. 10" 7 u3 . 

Ve smyslu poznámky 3,5 položíme ve vzorci (3,17) a:(2n) = a0, tj. 

jo71 i',f(a0 cos a, — a0 sin tr, e) sin a áa = 0 , 
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(3,23) [ в j - ã^ т c Ж - i У ^ 10" 

čímž dostaneme rovnici pro přibližnou počáteční hodnotu a0 periodického řešení. 
Dosazením pravé strany (3,22) za s/'a řešením obdržíme a0 = 2,72. Oblast D nesmíme 

volit příliš velkou, aby konstanty K, L, - nevyšly zbytečně velké, ale také ne příliš 
a 

malou, aby pro daný řád aproximace byly ještě při vhodné volbě počátečních podmí
nek splněny nerovnosti (3,19). Zvolme tedy a = 2,5, /? = 3. Budeme postupovat 
podle poznámky 3,4, kde položíme n0 = nx = 1. Položíme-li e = 10~~3, vyjde K, = 
= 2,1, L, = 1,6. Protože pravá strana rovnice (3,22) jako funkce dvou proměnných 

u a — je symetrická vzhledem k počátku (a tedy i vektorové pole je symetrické), 
dt 

stačí dokázat toto: Polotrajektorie rovnice (3,22) vycházející z bodu (ao,0)((ax,0j) 

v rovině ( u, — 1, protne po prvé osu u v bodě (c0, 0)((cx, 0)), 0 > c0 > — a0 

(0 > — ax > cx). Vzhledem k tomu nerovnost (3,20) se změní na 

,68-» + M-(2„,A - ^ - J 0 " ) ) " ] . 
pro i = 0, 1. 

Snadno zjistíme, že nerovnosti (3,23) vyhovují např. čísla a0 = 2,75, ax = 2,70. 
Podle poznámky 3,4 existuje tedy positivně stabilní limitní cyklus rovnice (3,22), 
který protíná osu u v intervalu (2,70, 2,75). Tohoto výsledku je možno v případě 
potřeby použít jako výchozího bodu pro přesnější odhad polohy limitního cyklu 
pomocí vyšších aproximací. 
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Р е з ю м е 

НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ В ТЕОРИИ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

ЗДЕНЕК ВОРЕЛ (2с1епёк Уоге1) 

Рассматривается скалярное уравнение (1). Функция /(х, у, I, Е) определена 

для (х, у) е О, где В = Е(х, у;а< ^(х1 + у2) < Д), 0 < а < /?, 0 = I = Т, 

0 ^ е = 1, и обладает следующими свойствами: 
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1. / непрерывна в х, у, /, в и \/(х, у, 1, е)| ^ ЛГ для (х, у) е I), 0 5= ! 5= Т, О <= 

<, 8 <; 1. 

2. Существует постоянная /1 такая, что справедливо неравенство 

\/(х2,у2, Г, Е) -Лхх,ух, I, 8)| <; Ц|л-2 - хх\ + \у2 - ;;,|) 

для (хи ух), (л-2, у2) Е Д 0 1 ^ Г , 0 ^ 8 ^ 1 . 

С помощью полярных координат уравнение (1) преобразуется к уравнениям 

(2). 

Уравнения (2) можно решить методом последовательных приближений, ко

торые определены следующим образом: 

Если а((), ф(() — решение уравнений (2), удовлетворяющее начальным усло

виям «(О) = а0, ф(0) = ф0 и определенное на <0, Т}, и если ак(1), фк(1) — прибли

жение порядка к, то приближение порядка к + 1 определено соотношениями 

(3). Здесь мы полагаем а0(г) = а0, ф0(1) = ф0 + !. 

Обозначим В = (а + \)2Ь + 2К. Пусть Тр ^ Т — время одного поворота 

решения х(() уравнения (1) вокруг начала координат в плоскости (.V, х), т. е. 

пусть (фТ ) = ф0 + 2я. Пусть аналогично 7\ <. Т, фк(Тк) = ф0 + 2я. 

Теорема 1. Если т — натуральное число и 

. (() - а0 а0 - у. У 
г, < пип • , — . — , 1 

\ КТ кт к 
то имеют место соотношения (4) и (5) для 0 ^ / <- Т. 

На примере математического маятника показано, что оценку (5) нельзя 

существенно улучшить. 

В дальнейшем изучается автономный случай уравнения (1). Формулы (4) и (5) 

применены для доказательства существования положительно устойчивой 

периодической траектории уравнения (1) и для оценки ее положения и периода. 

Теорема 2. Пусть ап1(/), фп1(1), I = 0, 1 — приближение решения уравнения 

(1) порядка п, которое удовлетворяет следующим условиям: 

1. ап1{0) = ап0< ах< а0, фп[(0) = 0; 

2. Если Тп1 е (гп (\ + — " ) \ 2я (л - е-^-\ '), фп1(Тп1) = 2я, 

то имеет место (6). 

Обозначим символом С0 (или Сх) замкнутую кривую, состоящую из 

а) замкнутой дуги полутраектопии, ограниченной точками а0, с0 (ах, с,) на оси 

х (фиг. 2), где с0(с\) — следующая точка пересечения полутраектории выходя-

шей из точки а0(ах) с трансверсалыо I, ограниченной точками а, //; 

б) открытой дуги, ограниченной точками с0, с70(г., ау), 

Тогда существует по меньшей мере одна положительно устойчивая пери

одическая траектория уравнения (1), которая пересекает отрезок "с\с0 
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в одной и только в одной точке. Эта траектория содержится в области ^*, 

ограниченной кривыми С0 и Сх. Если ат({), фт({) — приближение с нешальным 

условием ат(0) = — , Фо = 0, и если Тт — число, удовлетворяющее 

соотношению фт(Т,„) = 2л, и Тр — период траектории, содержащейся внутри 

/)*, то существуют постоянные Кг и К2 (не зависящие от а0, ах, е, т) такие, 

что имеет место (7). 

В заключение изложенные результаты применены к решению численного 

примера. 

S u m m a r y 

SOME ESTIMATES IN THE THEORY OF A QUASILINEAR SYSTEM 

WITH ONE DEGREE OF FREEDOM 

ZDENEK VOREL 

Let us consider the scalar equation 

d 2 x 1 ( dx 
—7 + x = e/ x, — 
d/2 V dt 

The real-valued function/(x, y, t, e) is defined for (x, y) e D, where D 

D = E(x, y; a < ^/(x2 + y2) < ft), 0 < a < ft , 0 < t < T, 0 < € < 1 , 

and has the following properties: 

(i) / is continuous in x, y, t, s and | / (x, y, t, s)\ = K for (x, y) e D, 0 < t S T, 

0 < e < 1. 

(ii) There exists a constant L such that | / (x 2 , v2, t, s) — / (x 1 ? yu t, s)| < 

< L(|x2 - x j + \y2 - ^ | ) for ( j ; , , ^ ) , {x2,y2)eDt 0 < ! < T, 0 < g < 1. 

By means of polar coordinates a, \JJ the equation (l) can be transformed into 

(2) a = — Ef(a cos i//, — a sin i//, /, e) sin \j/ , 

i: 

/ , \ u л / / u x \ 
(1) — + x = є / ( x , — , t , є ) . 

xjj = \ — - f ( a cos ij/, — a sin \\i, t, s) cos i//. 
a 

The equations (2) can be solved by the method of successive approximations which 

arc defined as follows: 

If a(t), ijj(f) is a solution of (2) satisfying the initial conditions a(0) = a0, i//(0) = ij/0 

and defined on <0, T> and if ak(t), i//k(!) is the kth approximation, then 

(3) ak+x(t) = a0 - e$0f[ak(o) cos i//k(o), - ak(o) sin \\/k(o), o, e] . sin iK(ff) d a , 
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Фk+i(t) = Фo + t - є I j[ak(a) cos фk(a), - ak(o) sin i//fc(ď), a, є] - - + - - - drт. 

We put 

flo(l) = «o , "AoW = '/yo + l • 

Let us denote B = (a + 1) 2L + 2K. Let Tp < T be the period of one revolution 

of the solution x(t) of ( l ) around the origin in the (x, x) - plane, i. e. let i/t(Tp) = 

= i/'o + 2?i. Similarly let Tfc < T i//k(Tfc) = i//0 + 2TT. 

Theorem 1. If m is a positive integer and e < min 

nm + 1 

(4) \am(t) - a(t)\ < KB 

ß-ӣc 

KT 

,m + 1 

fln - OÍ a 

KT K 
— , 1 j , /Ле/. 

a'" (m + 1 ) ! 

^ ' W n ; ' ^ a'" + 1 ( m + l ) ! 

jör 0 < t < T and 

(5) 17 _ 7 I < e" 
I J p l m I = ° 

___." 

1 - — ) a'"(ш + 1)! 
a 

Referring to the case of the mathematical pendulum it is shown that the estimate 

(5) cannot be essentially improved. 

In the remaining part of this paper, the a u t o n o m o u s case of equation (1) is studied 

(/. e, f docs not depend on t). Formulae (4) and (5) are used to prove the existence of 

a positively stable periodic orbit of ( l ) and to estimate its position and period. 

Theorem 2. Let ani(t), tyni(i), i = 0, 1, be nih approximations of ( l ) , which satisfy 

the following conditions: 

(i) ani(0) = ah 0 < aj. < a{), •>_,(<)) = 0; 

1 + T i - L-к-
<x 

, ijJni(Tn) _ 2/r, then 

(6) 

> є 

k-вЛ)](-«ľ> 
K£" ___. K2/i"(2я)"+1 

a"(/i + I) ! 
— Í Í 

+ є 
ŕ(n + 1)! ! -

;:Л 

Let us denote by C 0 (Cf) a closed curve consisting of (a) a closed arc of the semi-

orbit bounded by two points a0, c 0 , (_ l s c,) wz t//e x-axis (j7g. 2) where c0 (c{) is the 

next following intersection of the semiorbit starting from a0(a1) with the transversal 

I bounded by the points a, ji or the x-axis, (b) an open are hounded by the points 

c 0 , a 0 (-_><-..)• 



Then there exists at least one positively stable periodic orbit of (l) which inter
sects the segment cxc0 in one and only one point. This orbit is contained in the domain 
D* hounded by the curves C0 and Cx. Moreover, if am(t), \jjm(t) is the approximation 

satisfying the initial conditions am(0) = — , \j/0 = 0» if Tm is the number for 

which i/t,,,(Tm) = 27i and if Tp is the period of the periodic orbit contained in D*, 
then there exist constants Kx, K2 (independent of a0, ax, e, m) such that 

(J) \TP- TJ <Kxc
m+1 +K2e(a0-ax). 

Finally, these results are illustrated by a numerical example. 
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