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SVAZEK 6 (1961) A P L I K A C E MATE M Á T I KY ČÍSLO 4 

STANOVENIE GEOMETRICKÝCH PARAMETROV 
PRE KONŠTRUKCIU MECHANIZMOV NA RIEŠENIE ROVNÍC 

PARABOLY H - T É H O STUPŇA 

ANDREJ MEDVEC 

(Došlo dne 1. září 1960.) 

V tomto článku je ukázaná analytická metoda stanovenia geometrických 
parametrov pre konštrukciu rovinných mechanizmov na riešenie rovnic 
paraboly «-tého stupňa. Analytickým spósobom sa stanovia geometrické 
vztahy medzi premennými a konstantami danej funkcie, na základe čoho sa 
navrhne kinematická schéma hiadaného mechanizmu na riešenie tejto 
funkcie. 

1. Ú V O D 

V tomto článku sa budeme zaoberať stanovením geometrických parametrov pre 
konštrukciu mechanizmov s jedným a viacerými stupňami volnosti, na riešenie 
rovnic paraboly rc-tého stupňa. 

Pri riešení týchto úloh budeme vždy vychádzať z analytického tvaru danej funkcie. 
Po určitom štiepení tejto funkcie, ako to uvidíme v ďalšom, na systém viacerých 
rovnic, navrhneme geometrickú konštrukciu, ktorá je bezprostředným geometrickým 
vyjádřením vzťahov medzi premennými analytického výrazu. 

Podlá tejto geometrickej konštrukcie navrhneme kinematickú schému hiadaného 
mechanizmu. 

Pri uvedenom postupe budeme považovat' premenné veličiny x a y za pravoúhlé 
súradnice súradnicového systému (x, y), v ktorom má hladaný mechanizmus pra
covat'. 

2. STANOVENIE GEOMETRICKÝCH PARAMETROV 
PRE KONŠTRUKCIU MECHANIZMU NA RIEŠENIE ROVNICE PARABOLY 

DRUHÉHO STUPŇA 

Nech je daná rovnica paraboly druhého stupňa s premennými koeficientami 
aua2, a3 

(1) y = ayx1 + a2x + a 3 , 
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pričom každá z premenných x, y, ax, a2, a3 móžu nadobudnúť Tubovolných reálných 
hodnot istého intervalu, tj. 

(2) ocx S x g /?! , 
«2 ú y ^P2, 
0Lt S atšfa, i = 3 , 4 , 5 . 

Zavedením nových premenných (parametrov) rozŠtiepime danú funkciu (1) na 
viacero rovnic a to takým spósobom, aby sme po eliminácii týchto premenných 
obdržali póvodnú rovnicu (1) takto: 

Úpravou rovnice (l) je 

(la) y = x(axx + a2) + a3 . 

Zvolme teraz nové funkcie pomocou premenných č,x, ^x takto: 

(3) Í - - X , 

(4) rji = axx + a2 , 

Po dosadení (3) do (4) dostaneme rovnicu tvaru 

(5) 171 = axlx + a2 

a po dosadení (3), (4) do (la) je 

(6) y = Zint + a3 . 

Elimináciou premenných č,i a qx z rovnic (3), (5) a (6) zrejme dostáváme opáť funk
ciu (1). 

Ďalej pokračujeme tak, že nakreslíme dva rovinné pravoúhlé súradnicové systémy 
(x, y) a (č,x, ^x), ktorých počiatok nech je bod O, obr. 1. Rovnica (5) je vzhradom 
k súradnicovému systému (£l5 ^l) rovnicou priamky, ktorá je na obr. 1 označená 
písmenom (b), Zakótujme tiež na obrázku hodnoty veličin a2 a 

(7) a = arctg ax . 

Potom podra (3) zvolme so zretelom na (2) hodnotu súradnice č,x = x, ktorú zakótu-
jeme tiež v obrázku, na základe čoho móžeme vyšetřit' i polohu bodu B(<^i, ^x). 
Upravme ďalej rovnicu (6) do tvaru 

(6a) ~ i r - T 

a z úměry rovnice (6a) možeme graficky vyšetřit' polohu bodu A(x, y) funkcie (1) tak, 
ako je to vidno na obr. 1. 

Věnujme teraz pozornost' navrhnutiu kinematickej schémy mechanizmu pre riešenie 
rovnice (1) podlá geometr, konštr. znázornenej na obr. 1. Zvolme na obr. 2 tie isté 
súradnicové systémy (x, y) a (£«_, -7^. Podlá obr. 1 pri postupnom nadobúdaní róz-
nych hodnot pre premenné veličiny jasné vidíme, ako body O, A, B, C, D, E, F menia 
svoje polohy, po akých trajektóriách sa pohybujú, na základe čoho 1'ahko určíme 
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počet členov a kinematických dvojíc pre mechanizmus znázorněný na obr. 2. (Porov-
naj obr. 1 z obr. 2.) Mechanizmus zrejme musí vyhovovat' podmienke 

(8) 1 = ^ - 1 = 5 - 1 = 4 , 

kde je: i — počet stupňov volnosti mechanizmu, 
k — počet premenných veličin v rovnici (1). 

Obr. 1. 

V případe, že v rovnici (l) budeme považovat' koeficienty au a2, a3 za konstantně, 
potom podía (8) je 

(9) i = k - 1 = 2 - 1 = 1 . 

Podmienku (9) móžeme splnit' uberaním stupňov volnosti pomocou zaisťovacích 
skrutiek, označených na obr. 2 číslicami 1, 2, 3, potom zrejme bod A(x, y) opíše 
graf paraboly druhého stupňa. 

Je potřebné ešte urobit' na jednotlivé členy mechanizmu stupnice pre veličiny 
x, y, Í/J, a2, a3 v rozsahu podlá (2) a mechanizmus móžeme použit' pre počítací stroj 
na riešenie funkcie (l). Totiž po nastavení 1'ubovoTných štyroch veličin z x, y, au a2, 
a3 piatu móžeme odčítat' na uvedenom mechanizme. 

V případe, že v rovnici (1) budu premenné veličiny at, a2, a3 íubovoltiými funkcia-
mi dalších premenných z,, z2, z 3, tj. 

(10) 0 l =-/,(-;,), a, Sz, úlh, 
<*2 = fz(z2) , *2 = Z2 < ft2 , 

= / з öc3 = ^з = /?з , 
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dostáváme podlá (1) a (10) funkciu tvaru 

(11) y = / i W ^ 2 + / 2 ( z 2 ) x + / 3 ( z 3 ) , 

ktorú móžeme riešiťtiež uvedeným mechanizmom za předpokladu, že příslušné stup
nice na tomto mechanizme budu znázorněné podlá funkcií (10). 

Rovnice (3), (5) a (6a) možeme nazvat' zobrazovacími rovnieami mechanizmu 
schematicky znázorněného na obr. 2. 

Obr. 2. 

Považujme v rovnici (l) koeficienty au a2) a3 za konstantně. Potom podlá (9) 
mechanizmus znázorněný na obr. 2 má jeden stupeň volnosti a bod A(x, y) opíše graf 
paraboly druhého stupňa. Keď zvolíme hodnotu 

podlá (1) je 

(ib) 

y = 0 , 

aлx
2 + a2x + a 3 = 0 , 

tj. tam, kde os x přetíná čiaru (l), sú body, ktoré geometricky zobrazujú reálné hod
noty koreňov algebraickej rovnice (lb). DÍžka abcís týchto priesečíkov numericky 
vyjádřená dává hodnoty koreňov. 
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3. STANOVENIE GEOMETRICKÝCH PARAMETROV 
PRE KONŠTRUKCIU MECHANIZMU NA RIEŠENIE ROVNICE PARABOLY 

TRETIEHO STUPŇA 

Nech je daná rovnica paraboly tretieho stupňa s premennými koeficientami 
at, a2, a 3, a4 

(12) y = atx
3 + a2x

2 + a3x + a4 , 

pričom každá z premenných x, y, ax, a2, a3, a4 može nadobudnúť lubovolných 
reálných hodnot istého intervalu, tj. 

(13) a, = x SPy, 
*2i=y ÚP2, 
a. úai = pit i = 374,5 ,6 . 

Zavedením nových premenných (parametrov) rozštiepime danú funkciu (12) na 
viacero rovnic a to takým spósobom, aby sme po eliminácii týchto premenných 
obdržali póvodnú rovnicu (12) takto: 

Úpravou rovnice (12) je 

(14) y = xf/^x2 + a2x + a3) + a4 . 

Zvolme teraz nové funkcie pomocou premenných Š1,ril takto: 

(15) ^ = x, 

(16) r\1 = axx
2 + a2x + a3 . 

Po dosadení (15) do (16) dostáváme rovnicu tvaru 

(17) n i = a^l + a 2Č . + a 3 

a po dosadení (15), (17) do (14) je 

(18) y = £ith + a4 

a úpravou rovnice (18) je 

(19) £ -_?! = ! i . 

Ďalej pokračujme úpravou rovnice (17) do tvaru 

(20) m = ÉifaiČi + a2) + a3 

a zvolme ďalšie funkcie pomocou premenných £2 a t]2 takto: 

(21) k ~ fi . 

(22) n2 = t i ^ j + a2 . 

Po dosadení (21) do (22) dostáváme rovnicu tvaru 

(23) t]2 = a^2 + a2 
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a po dosadení (21), (22) do (20) je po úpravě 

'7i ~ a3 (24) 
Ъ 

Цi 

1 

Podlá uvedeného je zrejme, že elimináciou premenných £x, 77. a £2> ^^ z rovnic 
(15), (17), (18), (21), (23) a (24) obdržíme póvodnú funkciu (12). 

Ďalej pokračujeme tak, že nakreslíme tri rovinné pravoúhle súradnicové systémy 
(x, y), (či, 7̂,) a (č 2, q2), ktorých počiatok nech je bod O, znázorněné na obr. 3 
a podlá zobrazovacích rovnic (15), (17), (19), (21), (23) a (24) zostrojíme konštrukciu 
pre grafické riešenie rovnice (12) takto: 

Atxj) 

obr. 3. 

Rovnica (23) je rovnicou priamky, ktorá je znázorněná na obr. 3 a označená 
písmenom (c). Súčasne zakótujeme na obr. hodnoty veličin a2 a 

(25) a = arctg aí . 

Potom podía (15) a (21) zvolme so zreteíom na (13) hodnotu súradnice x — £t = č2, 
ktorú zakótujeme tiež v obrázku, na základe čoho možeme vyšetřit' i polohu bodu 
C(^2, fTi)- z úměry rovnice (24) možeme graficky tiež vyšetřit' polohu bodu B(c,, ^l) 
funkcie (1.6) tak, ako je to vidno na obr. 3. Podobné z úměry rovnice (19) vyšetříme 
graficky polohu bodu A(x, y) funkcie (12) tak, ako je to vidno na obr. 3. 
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Věnujme teraz pozornost'navrhnutiu kinematickej schémy mechanizmu pre riešenie 
rovnice (12) podlá geometrickej konštrukcie znázornenej na obr. 3. 

Zvolme na obr. 4 tie isté súradnicové systémy (x, y), (<!;«, rj^ a (Č,2, rj2). Podlá obr. 3 
pri postupnom nadobúdaní roznych hodnot pre premenné veličiny vidíme, ako body 
O, A. B, C, D, E, F, G, H menia svoje polohy, po akých trajektóriách sa pohybujú, 

Obr. 4, 

na základe čoho Eahko určíme počet členov a kinematických dvojíc pre mechanizmus 
znázorněný na obr. 4. (Porovnaj obr. 3 s obr. 4.) Tento mechanizmus zrejme musí 
vyhovovat' podmienke (8), ktorá v tomto případe je 

Í = /C — 1 = 6 — 1 = 5 . 

V případe, že v rovnici (12) budeme považovat' koeficienty ax> a2, a3, a4 za kon
stantně, potom podlá (8) je 

(26) i = k- í =2- 1 = 1. 

Podmienku (26) móžeme splnit' uberaním stupňov volnosti pomocou zaisťovacích 
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skrutiek označených na obr. 4 číslicami 1, 2, 3, 4, potom zrejme bod A(x, y) opíše 
graf paraboly tretieho stupňa (12). 

Je potřebné ešte urobit' na jednotlivé členy mechanizmu stupnice pre premenné 
veličiny v rozsahu podlá (13) a mechanizmus móžeme použiť pre počítací stroj na 
riešenie funkcie (12). Totiž po nastavení [libovolných piatich premenných veličin 
siestu móžeme odčítat' na uvedenom mechanizme. 

V případe, že v rovnici (1.2) budu premenné veličiny au a2, a3, a4 1'ubovoínými 
funkciami dalších premenných z,, z2, z3, z4, tj. 

(27) a, =f1(z1), a i = z 1 = $ x , 
«2 = f2(z2), *2 = z2 ^ p2 , 
a 3 = fi(zi)» a 3 ^ z3 = /j3 , 

« 4 = f4(z4) , a 4 = z 4 = p4, 

dostáváme podfa (12) a (27) funkciu tvaru 

(28) y = / .(z,) x 3 + f2(z2) x2 + / 3 (z 3 ) x + / 4 (z 4 ) , 
ktorú móžeme riešiť uvedeným mechanizmom za předpokladu, že příslušné stupnice 
na tomto mechanizme budu znázorněné podlá funkcií (27). 

Rovnice (15), (17), (18), (21), (23) a (24) móžeme nazvat' zobrazovacími rovnicami 
mechanizmu, znázorněného na obr. 4. 

Považujme v rovnici (12) koeficienty au a2, a2, a4 za konštantné. Potom podlá (26) 
mechanizmus znázorněný na obr. 4 má jeden stupeň volnosti a bod A(x, y) opíše graf 
paraboly tretieho stupňa. Keď zvolíme hodnotu 

y = o, 
podlá (12) je 

(12a) axx
2 + a2x

2 + a2x + Í? 4 = 0 , 

tj. tam, kde os x přetíná čiaru (12), sú body, ktoré geometricky zobrazujú reálné hod
noty koreňov algebraickej rovnice (12a). DÍžka abcís týchto priesečíkov, numericky 
vyjádřená, dává hodnoty koreňov. 

4. STANOVENIE GEOMETRICKÝCH PARAMETROV 
PRE KONŠTRUKCIU MECHANIZMU NA RIEŠENIE ROVNICE PARABOLY 

n-TÉHO STUPŇA 

Nech je daná rovnica paraboly n-tého stupňa 

(29) y = a0x" + a^""1 + a2x
n~2 + . . . + a„_2x

2 + an_xx + an 

s premennými koeficientami 

(30) a0,aua2,...,an_1,an, 

pričom každá z premenných 

(31) x,y,aQ,aua2,...,an^uan 
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móže nadobudnúť rubovol'ných reálných hodnot istého intervalu 

(32) a_ __ x __ /?_ , 

a. __ a, __/?., i = 3,4,5, . . . 

Zavedením nových premenných (parametrov) 

(33) _ 1 , . 2 , _ 3 , . . . , ^ 2 , ^ 1 ; 

tix,n2,tu, •••,nn-2>n„-i 

rozštiepime danú funkciu (29) na viacero rovnic a to takým spósobom, aby sme po 
eliminácii týchto premenných obdržali póvodnú rovnicu (29) takto: 

Opravou rovnice (29) je 

(34) v = x(a 0x"~' + axx
n~2 + ... + an_2x + a„__) + an . 

Zavedením nových premenných <__ a 17 _ možeme rovnicu (34) rozštiepiť takto: 

Nech 

(35) Í ! = x 

a 

(36) fh = a0x
n-x + axx

n'2 + . . . + an_2x + a„__ . 

Po dosadení (35) do (36) je 

(37) r\x = a 0 C + axC'2 + ••• + an_2l + a„__ 

a po dosadení (35), (37) do (34) je 

(38) , y = __>h + a „ . 

Podobné použitím dalších premenných <_2, f?2 možeme rozštiepiť funkciu (37). Teda 
úpravou rovnice (37) je 

(39) rjx = UaoZT2 + « i í " r 3 + ••• + -V-aÉi + ««-2) + -*„-_ • 

Nech 

(40) . 2 = Éi 

a 

(4i) n2 -= a 0 r r 2 + a i r r 3 + ••• + ----3^1 + «n-2. 

Po dosadení (40) do (41) je 

(42) >?2 - a0C2
2 + a.f,"3 + - + an-^i + ««-2 

a po dosadení (40), 42) do (39) je 

(43a) n. __ t i n i + «„__. 
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Teda podlá (35), (40) a doteraz uvedeného musí platit', že 

(43) *, = x , 

£2 = Éi , 

«3 = Í2 , 

"s«-l — Sn-2 • 

Podobné podlá rovnic (37), (42) je 

(44) IJ, = floíi'1 + « i ^ r 2 + ••• + -V-2É1 + «„-i , 
2̂ = «0r2_2 + o ^ r 3 + .-- + an^2 + fl„_2 , 

>/3 = « 0 ^ " 3 + a^YA + ••• + «»-4^2 + «n-3 , 

»/--3 = «0Š3-3 + « l ^ - 3 + «2^„-3 + «3 
nn-2 = a0^n-2 + Olín-2 + a2 , 
»?„-l = floín-1 + «1 

a podobne podľa rovníc (38), (43a) je 

(45) ^m - У + an = 0 , 

íгПl ~ t7l + £/„_.. = 0 , 
Čз>7з - Пг + « „ - 2 = 0 , 

Cr.-2fi.-2 ~ l/«-3 + í ř3 = 0 , 
W,-i>7„-i - '?„-2 + a2 = °-

Z uvedeného je vidno podlá (43), (44) a (45), že danú funkciu (29) sme rozštiepili na 
3(/7 — i) rovnic, zavedením parametrov (33). Teda eliminováním parametrov (33) 
z rovnic (43), (44) a (45) musíme obdržať póvodnú funkciu (29). 

Grafická konštrukciu pre riešenie rovnice (29) ako aj konštrukciu kinematickej 
schémy mechanizmu pre riešenie rovnice (29) urobíme aj v tomto případe podobné, 
ako sme to už viděli v ods. 2 a 3, čo je vidno z rovnic (43), (44) a (45). Tieto konštrukcie 
v článku nie sú převedené. 

V případe, že v rovnici (29) premenné veličiny (30) budu rubovoFnými funkciami 
dalších premenných 

(46) z0,z1,z2,...,zn_1,zn, 
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tj. 

(47) a0 = / 0 ( z 0 ) , a0 S ~o ^ ßo , 

^i = / i ( " i ) , «i ^ z i й ßi , 
ö2 = / 2 ( z 2 ) , ÛC 2 ^ z2 й ß2, 

a„-i = / „ _ i ( z „ _ 1 ) , a„_j ^ z„_, ^ /?„„_, , 

"-. = /«(-«), a» ^ z« ^ /?„ > 

dostáváme podlá (29) a (47) funkciu tvaru 

(48) y = [/0(z0)] x" + [/.(z,)] x ' - 1 + ... + [/„-l íz^O] x + /„(z„) , 

ktorú móžeme riešiť tiež pomocou mechanizmu, za předpokladu, že příslušné stup-
na tomto mechanizme budu znázorněné podťa funkcií (47). 

Rovnice (43), (44) a (45) móžeme nazvat' zobrazovacími rovnicami mechanizmu 
pre riešenie paraboly 7.-tého stupňa. 

Považujme v rovnici (29) koeficienty (30) za konstantně. Keď zvolíme hodnotu 

y = o, 
podlá (29) je 

(29a) a0x
n + a , * " - 1 + a 2x"~ 2 + ... + a„_.x + an = 0 . 

Reálné hodnoty koreňov algebraickej rovnice (29a) vypočítáme podobné ako v ods. 
2 a 3. 

5. ZÁVĚR 

V predloženej práci je uvedený spósob stanovenia geometrických parametrov pre 
konštrukciu mechanizmov na riešenie rovnic paraboly n-tého stupňa. Po vyšetření 
týchto geometrických parametrov je v článku poukázané na konštrukciu kinematickej 
schémy Madaného mechanizmu. 

Na základe uvedeného móžeme riešenie rovnic paraboly n-tého stupňa prevádzať 
aj graficky, čomu sme v tomto článku nevěnovali zvláštnu pozornost'. 

Po realizácii mechanizmov podTa uvedených kinematických schém móžeme tiež na 
nich počítat' reálné hodnoty koreňov algebraických rovnic druhého, tretieho a n-tého 
stupňa. 
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Р е з ю м е 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

ДЛЯ КОНСТРУИРОВАНИЯ МЕХАНИЗМОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛЫ п-ОЙ СТЕПЕНИ 

АНДРЕЙ МЕДВЕЦ (Апйпу Мейуес) 

В работе приводится определение геометрических параметров для конструиро
вания плоскостных механизмов для решения уравнений параболы «-ой степени. 
При решении этих задач исходной формой является аналитическая форма 
данной функции. После определенного разбития этой функции на систему 
несколькхи уравнений предлагаем геометрическую конструкцию, являющуюся 
прямым геометрическим выражением отношений между переменными и по
стоянными аналитического выражения. На основе приведенных геометри
ческих отношений предложим кинематическую схему искомого механизма. 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

DIE FESTSTELLUNG DER GEOMETRISCHEN PARAMETER 

FÜR DIE KONSTRUKTION DER MECHANISMEN ZUR LÖSUNG 
VON PARABELGLEICHUNGEN n-TEN GRADES 

ANDREJ MEDVEC 

In der angeführten Arbeit wird auf eine Feststellung der geometrischen Parameter 
für die Konstruktion der Flächenmechanismen zur Lösung von Parabelgleichungen 
n-ten Grades hingewiesen. Bei der Lösung dieser Aufgaben gehen wir aus der 
analytischen Form einer gegebener Funktion aus. Nach bestimmter Spaltung dieser 
Funktion auf ein System von mehreren Gleichungen, schlagen wir eine geometrische 
Konstruktion vor, die unmittelbar eine geometrische Darstellung der Beziehungen 
zwischen der Variablen und Konstanten zer analytischen Funktion ausdrückt. 
Auf Grund dieser geometrischen Beziehungen schlagen wir ein kinematisches 
Schema des gesuchten Mechanismus vor. 
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