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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

THEORIE DER IMPULSZAHLER UND IHHRE ANWENDUNG

ZDENEK KOUTSKY

(Eingegangen am 23. Februar 1961.)

Im folgenden Artikel wird das Modell eines Impulszidhlers mit & Lagen
(Zustinden) dargestellt. Dieser Impulszihler ist unsymmetrisch,d. h.er kann
in verschiedenen Lagen verschiedene Ruhezeiten (Kippzeiten) haben und
ebenso sind in verschiedenen Lagen fiir den Ubergang in die nidchste Lage
verschiedene Impulshdhen nétig. Die Quellen der Impulse werden mit Pois-
son’schen Prozessen beschrieben. Diese sind voneinander unabhingig und
besitzen verschiedene Impulshéhen. Es werden besonders die Grenzvertei-
lung der Impulsanzahl sowie die Folgerungen untersucht, welche die Her-
stellung der Zufallszahlen auf physikalischem Wege beeinflussen kdnnen.

EINLEITUNG

In der Praxis ist Ofters das Problem der Feststellung der Anzahl der aus einer
gewissen Impulsquelle in einem gegebenen Zeitabschnitt hervorgegangenen
Impulse zu 1osen. Eine beliebige Einrichtung, die diese Feststellung verwirklichen
kann, wird weiters Impulszihler benannt. Diese Einrichtung kann mechanisch,
elektromagnetisch, elektronisch und desgleichen sein. Sollen diese Vorrichtungen Im-
pulse einrechnen, so miissen die Impulse folgende drei Bedingungen erfiillen und zwar
muss der Impuls

a) eine gewisse minimale Impulshdhe (Amplitude),

b) eine gewisse Impulsform

¢) die aufeinanderfolgenden Impulse cine gewisse Minimal-Entfernung haben.

Die Impulsanzahl, die ein Zdhler aufzihlen kann, ist selbstverstindlich begrenzt
(z. B. k). Deshalb verbinden wir die Zihler in eine Kaskade, sodass wir dic endliche
Anzahl in einem Kod (in einem Zahlsystem mit Radix k) bekommen. Wenn wir nur
einen Zihler beniitzen, bekommen wir einen modulo k Zihler.

Fiir verschiedene Lagen eines Zihlers (d. h. nach Einrechnung verschiedener
Impulsanzahl) konnen die unter a) — c) angefiihrten Forderungen zufolge techni-
scher Mingel dieses Zihlers durch verschiedene Nominalwerte erfillt werden.
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Es ist offenbar, dass diese technischen Miingel bei der Zdhlung der periodischen,
gleichformigen Impulse mit gleichen Impulshéhen verursachen, dass der Zihler
zufolge des unverhidltnismissig kleinen Impulsabstandes oder kleiner Impuls-
héhe zu arbeiten aufhért. (Er bleibt in einer gewissen Lage stehen.)

Dagegen, wenn es sich um Zahlung der Impulse, die in zufilligen Zeitabschnitten
erscheinen und zuféllige Impulshohe besitzen, handelt, hért der Zdhler nicht auf
zu arbeiten, sondern er zihlt dann ungenau, d. h. einige Impulse, deren Impulshéhen
oder deren Zeitabstand vom vorhergehenden Impuls zu klein ist, werden nicht ge-
zdhlt werden.

Das ganze Problem der Zdhler erklidren wir einigermassen eingehend an den elek-
tronischen Impulszihlern und zwar an dem bindren Zihler und an dem Ring-
zihler.

Das Beispiel eines bindren Zihlers bietet uns ein bistabiles Flip-Flop. Eine Kaska-
denschaltung der bistabilen Flip-Flop zeigt uns dann die Impulsanzahl in gewissem
Zeitintervall in bindrem System (Kod).

Nun beschreiben wir kurz behufs besserer Begreifung der spiter angefiihrten
mathematischen Formulation die technischen Eigenschaften und Arbeitsweise der
beiden Grundschaltungen: der bindren und der ringf6rmigen Schaltung.

Eingehend werden diese beiden Schaltungen in [1], [4] beschricben.

Grundelemente der ersten Schaltung (Flip-Flop) stellen zwei elektronische Systeme
dar (weiters werden diese kurz nur Systeme genannt, da jedes clektronische System
durch ein anderes, das verstidrken kann, ersetzt werden kann), in solcher Schaltung,
in der ein System Strom fiihrt, das andere gesperrt ist.

Dieser angenommene Zustand ist stabil. Da diese Schaltung symmetrisch ist, hat der
Kreis zwei stabile Zustidnde, die wir mit ,,0° und ,,1° bezeichnen. Diese Zustinde
kénnen wir mit Glimmlampen leicht signalisieren. Der Impuls mit vorgeschriebenen
Eigenschaften, der gleichzeitig den beiden Gittern zugefiihrt wird, verursacht, dass
sich die beiden Systeme ihre Rollen auswechseln, d. h. das System, das frither Strom
gefiihrt hat, ist jetzt gesperrt und umgekehrt (das Umkippen des Kreises). Diese Ver-
hiltnisse in der erwdhnten Schaltung, wie schon friither angefiihrt, sind stabil und alle
anderen Umstidnde haben keine Umkippungswirkung.

Aus der beschriebenen Funktion dieser Schaltung geht hervor, dass ein bistabiles
Flip-Flop einen modulo — 2 — Zihler darstellt.

Grundelemente des zweiten Kreises sind k Systempaare in solcher Schaltung, in
der in jedem Paar nur ein System Strom fiihren kann. Der ganze Kreis ist in stabilem
Zustand dann und nur dann, wenn aus einer Gruppe von k Systemen, deren Katoden
gekoppelt sind, nur ein System Strom fiihrt, dagegen aus der zweiten Gruppe von k
Systemen, deren Katoden auch gekoppelt sind, k — 1 Systeme Strom fithren. Ein
Impuls an die Katoden der Gruppe von k Systemen, in der k — 1 Systeme gedffnet
sind, verursacht, dass auch das k-te System Strom fiihren wird und weiters, dass sich
die beiden Systeme dieses Paares ihre Rolle auswechseln. Der Impuls, der infolge
dieses Austausches an der Anode entstanden ist, wird dem Gitter des gedfineten
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Systems des nichsten Systempaares angefiithrt. Da der ganze Kreis in einem nicht-
stabilen Zustand ist (in einer Gruppe von k Systemen sind alle Systeme gedffnet),
verursacht dieser Impuls den Funktionaustausch der beiden Systeme dieses niichsten
Systempaarcs. Der infolge dieses zweiten Funktionaustausches entstehende Impuls
verursacht weiters keine Anderungen mehr, da der ganze Kreis schon in stabilem
Zustand ist.

Wir sagen, dass der Zihler cinen Impuls gezihlt hat und an die niichste Lage
hiniibergegangen ist bzw. nachdem er in der Lage ,,k — 1°° gewesen war, wieder in die
Lage ,,0° zuriickgekehrt ist.

Eine weitere Anderung kann wieder nur ein Impuls an die Katode verursachen.

Insofern wir uns nur auf einen Kreis beschrinken, bekommen wir einen modulo —
k-Zihler.

Fiir zuverldssige Arbeit dieser Zdhler miissen drei frither angegebene Bedingungen
erfiillt werden. Die Nominalwerte hingen dann von weiteren mchreren Faktoren ab,
wie z. B. von der GrundaufTassung der Schaltung, von der Wahl der Elektronenréhre
oder eines anderen verstirkungfdahigen Elementes, von den Parasitkapazititen usw.

Aus [1] kénnen wir eine vollkomme ne Symetrie angefithrter Schaltungen erschen.
Selbstverstindlich bei der technischen Ausfiithrung ist es unmdoglich diese Symetrie
(auch bzi ciner sorgsamzn Auswahl dzr Bauteile) einzuhalten. Infolge dadurch ent-
stehender Asymstrie entstehen wihrend des Betriebes des Ziahlers einige Fehler, die
wir in zwei Gruppen zusammenfassen konnen.

1) In verschiedenen Lagen des Kreises sind fiir den Ubergang in die néichste Lage
verschiedene Impulshdhen nitig. (Dar Kreis hat in verschiedenen Lagen verschiedene
Empfindlichkeit mit Bszug auf die Impulshohe.)

2) In verschiedenen Lagen hat der Kreis verschiedene Kippzeiten (Ruhezeit). (Der
Kereis hat in verschiedenen Lagen verschiedene Unterscheidungsfihigkeit der aufeinan-
derfolganden Impulse.)

Als Ruhezzit eines Kreises benennen wir die Zeit, wihrend welcher der Kreis auf
den zugefiihrten Impuls durch Ubzrgang in die nichste Lage nicht mehr reagiert.

Die Theorie der bistabilen Multivibratore, die bei den Impulszihlern angewendet
werden, ist kompliziert und ihre Probleme sind zur Zeit noch nicht vollkommen
geldst (besonders im Falle des nichtperiodischen Impulseinganges). Das folgende
mathematische Modell, obwohl es viele komplizierte Probleme vereinfacht, fiihrt
zu einem neucn noch nicht beschricben en Modell der Impulszihler. Es zeigt noch
weiters, dass wir mit diesem Modell auf rein mathematischem Wege einige Unklar-
heiten, welche bzi der Produktion der Z ufallzahlen (auf physikalischem Wege) ent-
stehen, erklidren konnen.

Diese Arbeit zielt auf den Aufbau eines mathematischen Modells des Impuls-
zihlers dahin (§§ 1, 2); mit Hilfe dieses Modells soll in §§ 3—7 der Einfluss der tech-
nischen Gezbrechen dar Zihler auf die gleichmiissige Verteilung der Zufallszahlen
entdeckt werden. Als Produktionmeth ode der Zufallszahlen wird die Addierung
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der Zufallsimpulse modulo k in einem gegebenen Zeitintervall beniitzt (z. B. der Fall
der Abzihlung von Teilchen eines radioaktiven Zerfalles oder eines vereinfachten
Modells der Gerduschdurchginge durch bestimmtes Potentialniveau). Im §9 wird
ein allgemeines Modell der Impulszdhlung erldutert.

§ 1. MATHEMATISCHES MODELL DER IMPULSZAHLER

Da bereits die weiteren Zihler der Kaskadeschaltung annihernd hochstens nur
auf der Hilfte der Frequenz des ersten Zihlers arbeiten brauchen, werden wir stets
nur die Fehler des ersten Zihlers der Kaskadeschaltung abschiitzen. Deshalb werden
wir ferner voraussetzen, dass die Kaskade nur einen Zihler besitzt. Es handelt sich
daher um Zihlung mod k (resp. mod 2).

Definition. Der Zihler ist im Zeitaugenblick ¢ im Zustand ,,i* (i = 0,1,..., k — 1)
als er im Zeitintervall {0, 1) n= i (mod k) Impulse gezihlt hat.

Weiters werden wir fiir den Zihler folgende Anfangsbedingungen voraussetzen.

a) Der Zihler ist im Zustand ,,0.

b) Der Zihler besitzt keine Ruhezeit.

Diese beiden Voraussetzungen sind vom technischen Standpunkt immer erfiillbar,
denn zwischen zwel Zeitintervallen, in denen die Impulse gezihlt werden, der Zihler
annuliert ist und das Zeitintervall zwischen dieser Annulierung und dem Beginn
folgender Zdhlung immer genug lang gemacht werden kann.

Dem Eingang des Zihlers werden die Impulse aus m Impulsquellen zugefiihrt.
Wir werden voraussetzen:

V 1.1. Jede von den m Impulsquellen sendet Impulse derselben Tmpulshéhe,
dagegen sind die Impulshdhen zwei verschiedener Impulsquellen von einander ver-
schieden.

V 1.2. Stochastische Unabhingigkeit der Impulsquellen.

V 1.3. Die Titigkeit der I-ten Impulsquelle konnen wir mittels Poissonprozess
der Intensitit A, beschreiben.

V 1.4. Nach einem einrechenbaren Impulse entsteht eine gewisse Ruhezeit, die wir
primdre Ruhezeit nennen werden. Thre Linge ist eine Zufallsgrosse, deren Verteil-
ungsfunktion H(f) vom Zustand i abhéngig ist.

Definition. Einen Zdhler, dessen Ruhezeit sich nicht durch den Eintritt eines
angezdhlten Impulses, der nicht gezdhlt wird, verldngert. da dieser Impuls wdhrend
der Ruhezeit nach einem vergangenen angezdhlten Impulse gekommen ist, werden
wir als den Zéhler des ersten Typus bezetchnen.

Den Zdhler, dessen Ruhezeit sich durch den Eintritt eines angezdhlten Impul-
ses, der nicht gezdhlt wird, verldngert, wenn auch der Impuls wihrend der Ruhezeit
nach einem vergangenen angezdhlten Impulse gekommen ist, werden wir als den
Zdhler des zweiten Typus bezeichnen.

119



Bei den Zidhlern des ersten Typus ist
H{t) = H{1),

wo H (1) reelle Ruhezeit (weiters nur Ruhezeit) ist, dagegen gilt bei den Zihlern
zweites Typus
(D) + H1).
V 1.5. Die Ldangen der Ruhezeiten sind in allen Zustinden stochastisch unab-
hingig,
V 1.6. Dic Linge der Ruhezeit ist von keinem von den Poissonprozessen, mittels
denen die Impulsquellen beschrieben werden, stochastisch abhidngig.

§2. DIE VERTEILUNGSFUNKTION DER IMPULSANZAHL

Aus der Voraussetzung V 1.3 bekommen wir die Wahrscheinlichkeit, dass die
Impulsquelle | im Zeitintervall {0, t> keinen Impuls sendet

(2.1) e~ A
wobei 7, die Intensitdt des entsprechenden Poisson’schen Prozesses (kurz die In-

tensitdt der /-ten Impulsquelle) ist.

Bezeichnen wir
(2'2) " = Z Aijs
J

wobei wir mit 4;,, 4;,, ... die Intensitit der Impulsquellen bezeichnen, deren Im-
pulshohe grosser als die im gegebenen Zustande notwendige Impulshohe ist.

Aus den Voraussetzungen V 1.2 und V 1.3 und aus dem Additionsatz der Poisson-
verteilungsfunktion stellt man unmittelbar fest, dass der Zdhler nach der Ruhezeit
im Zustande i 1dngstens die Zeit ¢ mit der Wahrscheinlichkeit

(2.3) Clt) =1 — emni

verbleibt.

Wir definieren die Zufallsgrosse y; (), wo wir mit w ein elementares Zufallsereig-
nis bezeichnen, als eine Zeit, wihrend der ein Zidhler im Zustande i bleibt, wenn er
in diesem Zustande bereits zum n-mal ist. Alle diese Zufallsgrossen sind nach unseren
Voraussetzungen unabhingig und besitzen (mit Ausnahme y, ,(w)) dieselbe Vertei-
lungsfunktion, die wir als F (1) bezeichnen.

Diese Verteilungsfunktion ist abhingig wie von der Ruhezeit im gegebenen Zu-
stande i, als auch von der Zeit, bis zu der aus denjenigen Impulsquellen ein Impuls
ausgesandt wird, der einen Ubergang zum folgenden Zustand verursachen kann und
ist also (mit Riicksicht auf die Unabhingigkeit dieser Lingen) gleich

(2.4) Plo iy () St} = Ft) = Ct) = H{1).
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Mit dem Symbol * werden wir die Konvolution, d. h. ein Integral des Typus

(2.5) i) » 11) ‘J Ot = ) dH(x) - f H1 = x)dCx)

0 Jvo

t

bezeichnen.
Weiters (unmittelbar aus unseren Voraussetzungen) bekommen wir die Vertei-
lungsfunktionen y4 ; und y, , fiir n = 2, 3, ... in der Form

(2.6) Plw: yo’,(a))} <t= CO(’) — | — p ot
und
(2.7) P{w : yo_”((o) St} = Fyf) = Colt) * Ho(1) -

i
Weiters bestimmen wir die Verteilungsfunktion der Zufallsgrosse 75, = Y v, (@),
i=1

d. h. dic Verteilungsfunktion der Zeit zwischen dem Ubergange aus dem Zustande
.1 in den Zustand ,,2* (weiters werden wir diesen Ubergang kurz 1 — 2 bezeichnen)
und dem Ubergange i -»i 4+ 1 fiirallen = 1,2, ...
(2.8) Gt) = Fi(t)* Fy(t) ...« F(1).

Zum Schluss stellen wir fest, dass die Verteilungsfunktion der Zeit zwischen zwei
folgenden Ubergiingen 1 — 2, d. h. die Verteilungsfunktion der Zufallsgrosse

k—1
Y =Ny, + Yoy firalle n=1,2,..

Ji=1
die Form
(2.9) G(1) = Fy(t) * Fo(t) * ... % Fo (1) * Fo(t)
hat.

Die n-malige Konvolution der Verteilungsfunktion G(f) bezeichnen wir als G™(t),

d. h.
(2.10) G™(1) = G(t) * G(1) * ... = G(t) .

Weiters fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

(o0

(2.11) wis) = [ e aF (1),
ofs) = [ et da). @o(s) = 1.
os) = [ e da(r).
JO

Sei Co(t) die mit (2.6) definierte Verteilungsfunktion und y, die Intensitéit derjenigen
Impulsquellen, die den Ubergang 0 — 1 verursachen kdnnen, dann gilt

(2.12) jwe”' dCo(t) = Ho

0 s+ po
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Zum Schluss bezeichnen wir mit P{t, n} die Wahrscheinlichkeit, dass die Impuls-
anzahl im Zeitintervall <0, t> héchstens n sein wird. Dann gilt folgender Satz.

Satz 2.1. Die Laplace’sche Bildfunktion der Funktion P{t, pk + j} ist durch die
Formel

(2.13)  [P{t. pk + j}] = J e P{t, pk + j} dt = ]{1 o [®(s)]" @J(s)}
0 § S+ Ho
angegeben.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit P{t, n} ist dquivalent mit der Wahrscheinlich-
keit, dass der n -+ l-ste Impuls erst nach dem Zeitaugenblick ¢ gezdhit wird. Dann
ist (wenn wir mit 1, (w) den Zeitaugenblick der Zahlung des n + 1-sten Impulses
bezeichnen)

P{t,n} = P{t < t,,1(0)} = 1 — P{t,.4(0) = 1}. ,

Sei n = pk + j. Dann ist die Wahrscheinlichkeit P{t, n} = P{t, pk + j} auch
dquivalent der Wahrscheinlichkeit, dass der Zihler nicht im Zeitintervall <0, t>
(p 4 1) mal den j + I-sten Zustand erlangen wird. Also mit Riicksicht auf die Vor-
aussetzungen V 1.4—1.7 bekommen wir die Formel

(2.14) P{t, pk + j} = 1 — Co(1) * GO(t) x G (1) .
Dann ist (z. B. nach [2], [3]) und (2.11)

o
f e~ 'P{t, pk + j} dt = 1{1 — Ho a5 qu(s)},
0 s S+ Ho
w. Z. b. w.
Wenn wir auf dic Eigenschaften der Funktionen P{t, pk + j}, die aus der Wahr-
scheinlichkeitsbedeutung hervorgehen, Riicksicht nehmen, schen wir, dass diese
Funktionen durch ihre £ — Transformationen eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung. Die Bezichung (2.13) ist eine allgemeine Form der Beziehung (3) im
Artikel [6].
Wenn wir das erste Moment der Verteilungsfunktion P{t, pk -+ j} durch

o k=

w) = 3 Y11 - Ple ke + )]

p=1j=

bezeichnen, bekommen wir seine {-Bildfunktion in der Form

k—1
7] U Z (pi(s)

(2.15) e~stdm(f) = —0 =0
‘ 0 s+ po 1 — @(s)

Die Ausdriicke fiir hohere Momente sind verhéltnismissig kompliziert.

Sei P'{t, pk + j} die Wahrscheinlichkeit, dass der Zdhler im Zeitintervall <0, )
gerade pk + j Impulse (p=0,1,2,...; j=0,1,2,...,k — 1) anrechnen wird.
Dann beweisen wir leicht folgendes Lemma 2.1,
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Lemyyma 2.1. Die £-Bildfunktionen der Funktionen P'{t, 0}, P'{t, pk}, P'{t, pk + 1}
und p{t, pk + j}firp =0,1,2,...;j = 2,3, ..., k — 1 sind mit folgenden Formeln
bestip;mt

216 PO} - ;f;;,
APl pk] = [0 o)~ 9],
PG pk o+ 1] = Lo [ [ i),
LLPg pk + ] = ‘{-7 [o(s) [ 4(5) — ,(5)]

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Bezichung
P{t, pk + j} = P{t, pk + j} — P{t, pk + j — 1}
und ejnes einfachen Additionsgesetzes der Laplace-Transformation.

Sei weiter

a

Pl iy =Y Pt pk +j}.

p=0
P {1, j} ist offensichtlich die Wahrscheinlichkeit, dass der Zihler im Zeitintervall
<0, ty gerade j (mod k) Impulse anrechnen wird (j = 0, 1, 2, ..., k — 1). Dann folgt
unmittelbar aus den Grundsitzen der £-Transformation dieser Satz.

Satz 2.2. Die $-Bildfunktionen der Funktionen P.{t, 0}, P{t, 1} und P/{t,j}
(j =23,....,k — 1) werden nachfolgend angegeben

_ 1 P, 4(s) — P(s) _
(2.17) [Pt 0]} = St o [ I o) 1],
é o I — (DLS)

Ii

P 3] =+ — o 1 — a(s)

. 1 It [ (S) — ‘1’,—(5) .
qprit i} TS o M i S =23, .., k—1).
LPilt, 73] s s+ g L — @(s) U )

i

Dieser Satz dient als Grundsatz fiir die Anwendung dieser Theorie an das Problem
der Zufallszahlen, die auf physikalischem Wege produziert werden.

Deshalb werden wir uns in den nichsten Paragraphen 3 —8 mit der Analyse der
Beziechungen (2..[7) befassen.

§3. FUNKTIONWERTE P {r,j} FUR ENDLICHE ¢

Wir haben bisher keine einschrinkenden Voraussetzungen fiir die Verteilungs-
funktion der priméiren Ruhezeit des Zihlers eingefiihrt.. Um einige ganz konkrete
Resultate zu erreichen, fithren wir eine weitere Voraussetzung ein.
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V 3.1. Die Verteilungsfunktionen der primiren Ruhezeit des Zihlers H (1) (i =
=0,1,...,k — 1) haben im Punkte f; eine Sprungsstelle (mit einer Sprunghdhe
gleich 1), d. h. die primire Ruhezeit ist eine Konstante.

Obwohl die Voraussetzung V 3.1 einschrinkend ist, (Wir wihlen ndmlich aus einer
grossen Menge von Verteilungfunktionen nur eine spezielle) widerspricht doch diese
Voraussetzung den bestehenden Ansichten auf die Arbeit dieser Zihler nicht.

Also mit Riicksicht auf diese neue Voraussetzung werden wir uns jetzt mit den
beiden Typen der Zihler befassen.

Der Zihler des Typus I

Aus den Beziehungen (2.4) und (2.7) bekommen wir jetzt

Fi1) - j Ot = an () = [ [ = e an

0 0
und weiters

0. 0=1=hi,
(3.1) Fi1) = {1 MR gy

Jetzt kdnnen wir auch die Ausdriicke fiir die Funktionen ¥ (s), ®(s) und &(s),
die in (2.11) definiert sind, bekommen. Ist

o a lu‘efs/h
(32) Y (s) :f e dF (1) = f e e IO dp = KT
0 B s+

und weiters

J () ,=sp
(3.3) o) = [1745) = =
[T(s + )

i=1

k-1 #e—sﬂ
(3.4) &(s) = l:]o Ys) = P T
. 1:[0(5 + )
wobei
, j k=1
(3.5) W = [w w=T]w.
B =3B, B=1) B
i=1 i=0
ist.

Die eben erhaltenen Resultate (3.2) ~(3.4) setzen wir in (2.17) ein. Dann bekommen
wir folgenden Satz.
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Satz 3.1. Wenn die Voraussetzungen V 1.1—1.6 und V 3.1 erfiillt werden, dann

Sind die Funktionen Pf{t,j} fiir j =0,1,...,k — | cindeutig mit ihren {-Bild-
SJunktionen

‘“Oe*sﬂn
A
(k_l))_slg(k—l)
(3.6) \"[Pk{t, 0}] . 1 + l_ Ho jz e _ s + Ho 1,
' k-1 »— B
s 58+ e
Moem  —
U= T + )
i=0
- /ll()—slh
LRIV SR
SS+ oy e "5
k=1

i]:[()(s + )

pe
. | Y (U™ D570 S+
Pt j}] = S s'f’; ‘j~1 ';etlx;;"
0 )
i[-—-—ll(s + ﬂ.-) e
TI(s + )
i=0

bestimmt.

Beweis: Wenn alle Voraussetzungen erfiillt sind, bekommen wir die Beziehungen
(3.6) durch den Fortgang, der vor dem Satze 3.1 beschrieben wurde.

Die Eindeutigkeit der Funktion geht aus der Theorie der Laplace-Transformation
und dem Charakter der Originalfunktionen hervor.

Der Zdhler des Typus 11.

Fiir die in (2.11) definierten Bildfunktionen bekommen wir folgende Ausdriicke
(dabei ist (3.8) aus [6] tibernommen):

(3-8) Yi(s) =

uie—’}"(‘““),
N N b
s+ e Bilui+s)

~ st £ B
[€)) i=t
pDe
(3.9) D(s) - ; -

H (S + Hie—ﬁi(u: 1 .:))

i=1

e B g
(3.10) a(s) = 1

k—1

[+ mereer)

i=0
wo , p9, p und B9 wieder mit (3.5) definiert sind.
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Durch Einsetzen der Bezichungen (3.8)—(3.10) in (2.17) bekommen wir folgenden
Satz 3.2 fiir den Zahler des zweiten Typus.

Satz 3.2. Wenn die Voraussetzungen VI1.1—V 1.6 und V 3.1 erfiillt sind, dann sind
die Funktionen P {t, j} fiir j = 0,1, ..., k — 1 mit ihren -Bildfunktionen

(3.11) [ s S B o) ]
u®=e . e
k=1 k=1
| | ; H(S + “ie—/};(,ms)) H(S + ,ul_e"ﬂi(#i-hi))
(PO} = =+ - Lo | - -
i k=1
s ss+ U 1 oG+ I pued)
1 - k*l ’-h—“—
H(S + }lif_ﬂi(lli+S)) |
- i=0
| ’ule“/l'l(ﬂ!“'s)
1 ' s 4 u e“l’l(ll1+&)
z[Pk'{lal}:l =- Ho & x ’
3 g S
$S+ Uo —(sf+ Euﬂwi)
. e
I~ k-1 N

l(s + uie—'ﬂi(lli"l‘s))

j - . —Biluits)
G-1) -(ﬂ<f"”s+_'>::/fm.~) T . L
= e
N e st e P
: e s i1 ’ k-1
ss+ py L ~ '
Ho H(S + e ﬂx(n.+s)) (Sﬂ+i§o"'ﬂ')
i=1 1 ne
k-1

H (S + ui(,—ﬁ:(uﬁs))
i=0

eindeutig angegeben.

Diesen Satz beweisen wir ganz dhnlich wic den Satz 3.1.

In allgemeinem Falle ist die genaue Ausrechnung der Wahrscheinlichkeiten
P {1, j} fir endliche t kompliziert, doch kann diese mittels einer universalen Rechen-
maschine durchgefiihrt werden.

In speziellen Fillen konnen wir die Originalfunktion ohne Schwierigkeiten fest-
stellen. Wenn wir einen zweistufigen Zihler (d. h. der Zihler hat nur zwei Zustinde)
ohne Ruhezeiten erwidgen, dann bekommen wir aus Satz 3.1 nachstehende Folge-
rung.

Folgerung. Wenn im Satz 3.1 k = 2, f, = B, = 0 gilt, dann bekommen wir aus
(3.6)

(3.12) Pz{t, 1} = Ho (I _ e—(uo-un)t)'
Mo + py
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Beweis: Aus (3.6) bekommen wir

) 1
Pt 1}] = - —F0
S+ flg + py

und mit Hilfe [2] die obenangefiihrte Folgerung.

§4. GRENZWERT DER FUNKTIONEN P {t,j} FUR t—

Aus § 3 haben wir erschen, dass die Ausrechnung der Funktionen P{t, j} fiir endli-
che t kompliziert ist. Deshalb bestimmen wir wenigstens die Grenzwerte dieser
Funktionen fiir t — oo,

Satz 4.1. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfiillt sind, dann gilt fiir die
Zdhler des ersten Typus
_ L+ ) S;

(4.1) lim P{t, j} i

[ B + Z s,

i=0
wobei
4.2) S = - - H
( : i = Moy oo My qMyry oor -1
Hi

ist.

Beweis: Zuerst beweisen wir den Satz fiir den Fall j = 1.
Wir bezeichnen

i - —/_1_1“.’_513‘
) i) = S
1 pe™#
— ‘
H (s + Hi,)
i=0
Wir beweisen, dass
i (14 B S,
(4.4) 1:1)1; Fi(s)=F, = _%
Bu + ). S:
i=0
gilt. Ist zuerst
k-1
H (s + w) (py + s — pye™)
4.5) lim F(s) = lim =0 -

=0

7o s+ ) [TT(G + u) — pe™]
i=0

Wir entwickeln e ™' und e~ in eine Reihe- in zwei erste Glieder und in den Rest
Z(s"). (Dabei zeigt #(s"), dass die niedrigste Potenz in der Reihe (bzw. Polynom) s”
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ist und einen vom Null verschiecdenen Koeffizient hat). Dann fiihren wir das Produkt
k-1

[T(s + ) bis in den ersten Grad nach s durch.

i=0

Dann bekommen wir (mit Riicksicht auf (4.2))
k-1
[ + S'Z S+ Z(sH] [+ wBy — 2(s)]
Fl(s) = e k—1
(11 + s)[up + _ZOS;- + 2(s)]

Daraus folgt bereits unmittelbar (4.4).
Mit Riicksicht auf (4.3) schreiben wir weiter
, \ 1 e \
qPf{t, 17] = = —="— Fy(s).
S8+ fly
Offensichtlich gilt golgende Identitit
1

(4.6) Mo Fi(s) = L [Fy(s) — F{] + L F,.
Ho S

s + S -+ Mo s s+ Ho
Wir beweisen, dass
1
(4.7) e )= o R () = Fy b ~ o(1)
$S + [y
gilt. Dazu ist hinreichend zu beweisen, dass
T it 1 Ho .
(4.8) et — - [Fi(iy) - Fi]dy
e VY
fir + = T gleichmiissig konvergent ist. Das ist insbesondere der Fall, wenn
< 11 u .
T
—w 1Y iy + Ho
konvergiert (siche [3], Seite 486).
Zuerst stellen wir fest, dass der Integrand an der imagindren Achse fiir endliche ¢
(insbesondere im Nullpunkt) begrenzt ist. Dazu geniigt es, wenn das absolute Mit-
glied des Zihlers des folgenden Ausdruckes

dy

k—1
Fis) = By 1 |l s ESiH 2T+ wb = 2@ s,

s $ - AR RS P
(g +5) [up + 3 S+ 2(5)] up + ¥ S
i=o i=0
gleich Null ist. Dieses Mitglied ist aber gleich
k=1 k-1
p(l + piB) (ufp + 3 S) — waSi(L + By (up + 3 S9),
i=0 i=0

also ist es {weil nach (4.2) u = u, S} gilt,) wirklich gleich Null.
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Weiter stellen wir unmittelbar fest, dass
im F(iy) = 1
y—*tw
gilt, sodass der absolute Wert des Integranden in (4.8) fiir y — 4 oo unterschiedslos
mit o(y %) ist.
Dadurch haben wir die absolute (und auch gleichmissige) Konvergenz vollig bewie-
sen. Also kdnnen wir

(4.9) Pt 1} ~ o(1) + Fi(1 — e7")
schreiben. Daraus geht schon unmittelbar

lim P {t, 1} = F,

t— o0

und also auch die Behauptung unseres Satzes fiir j = 1 hervor.

IFiir beliebige j &+ 0,1 mit Bezeichnung

| e |
. S+ u; H(171)€~Sg<J-|)
= - ,ue““"‘j i1 )
Lo 16 +w)
i=
1T(s + m)
i=o0

mit demselben Fortgang zuerst
(L + wB) S;

lim Fjs) = F; = £
wp+ 3y s
i=o

J
50

dann
Pt jt ~ o(l) + Fj(1 — e "0
und endlich
lim P{t,j} = F;.

5w

Fiir j = 0 mit dem Einsetzen von

1 e *Po
L- Ly (k—1), —spte-1
F (s) _ S+ W 1 e
0 —sp k=1
pe s

PP E— H (s + )
[T(s + w) o

i=0
in (3.6) bekommen wir

) - 1 L u 1 {
P 1, 0] =~ — ——Ho . 2 Ho [pi6) = Fo] + Fo —H0
s $S 4+ U S8+ U s + Ho



und weiter
lim P{1, 0} = Fy = Qiﬂﬁ%)fé ,
o up+ 3,
i=0
Dadurch ist der Beweis des Satzes vollendet.
Fiir den Zihler des zweiten Typus bekommen wir dhnlich den folgenden Satz.

Satz 4.2. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfiillt sind, dann gilt fiir die
Zdhler des zweiten Typus

\ . S’
(4.10) lim Pt j} = —1—.
t=r o ZS,,,
i=0
wobei
k1
A.I'El]ﬂipi
" itJ
(4.11) ST = HoMy oov Mioqflimq o M- g€
ist.

_§5. SPEZIALFALLE

In diesem Paragraph erdrten wir Spezialfille der allgemeinen Beziehungen (4.1)
und (4.]0).

A. Wenn der Zihler in allen Zustidnden die gleiche Empfindlichkeit hinsichtlich
der Impulshdhen hat, dann gilt

(5.1) Ho = Mg = ... = f_q = 4
und fiir einen Zihler des ersten Typus bekommen wir aus (4.1)
& AL . B + 1
(5.2a) lim P {t, j} = A+ 1
t— o /‘/} + k

und fiir einen Zihler des zweiten Typus aus (4.10)

L~ Dpa
522 A=
iZOe ‘
wobei
(5.3) OB =By + By 4+ oo+ Biy + Bics + oo + Biy
ist.

B. Wenn der Zihler in allen Zustinden die gleiche Ruhezeit hat, dann gilt
(5-4) Bo=B1=...= By =a

130



und aus (4.1) stellen wir erstens fiir einen Zihler des ersten Typus

] ) S
(5.52) lim P{t,j} = Q-Jr—f‘{i)l“’

e kap +Y S}
i=0

zweitens flir cinen Zihler des zweiten Typus (aus 4.10)

k—1

"aiEOul

. te itd

(5.5b) fim Py{t, j} = ° —
1o

] —a X u;
k-1 R-X

Ze iFr

1=0
fest.

C. Im Falle eines vollig symmetrischen Zihlers, fiir welchen also gleichzeitig (5.1)
und (5.4) gilt-d. h. dieser Zéhler hat in allen Zustinden die gleiche Empfindlichkeit
hinsichtlich der Impulshéhen und die gleiche Ruhezeit-bekommen wir fiir die
Zihler beider Typen

. oo
(5.6) lim P{t, ji = .
t—=ow <

D. Wenn wir den Fall B fiir « = 0 erwiigen, d. h. der Zihler besitzt keine Ruhezeit,
dann bekommen wir fiir die Zédhler beider Typen

(5.7) lim P {1} = =
> 8
iz=0

E. Im Falle eines vollkommenen Zihlers (das ist der Fall sub C, wobei « = 0 ist,
bekommen wir wieder fiir beide Typen der Zdhler

(5.8) lim Pu{t, ]} = ]‘

1= o C

Wenn wir nur einen bindren Zihler beniitzen, vereinfachen sich die Bezichungen
(4.1) und (4.10) fiir den allgemeinen Fall

Mo * 1y« Bo * Py

fir einen Zihler des ersten Typus auf

I 3
(5.9a) lim P, {1, 1) = - () + 14, B4) to
e (/fo + /M) Holty + Ho + I

und fiir einen Zihler des zweiten Typus auf

1

(5.9b) lim Py{r, 1} = -
1o

1 + “L’e“(/“’” ~fopa}
Ho
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§6. GRENZWERT DER FUNKTIONEN Py{t,j,4) FUR 4 -

Wenn wir in (3.6) po, iy, ..., fx—y als Verinderliche nehmen, sehen wir, dass
P.{t, j} eine Funktion von mehreren Verdnderlichen f, fg, iy, ..., iy darstellt, und
wir schreiben Pu{t, j, to, H1s > Hi—1}-

Wenn wir
(6.1) U = aiA

voraussetzen, dann ist die Funktion P.{t, j, Ko, tt15 - .., 1} cine Funktion von zweien
Verinderlichen ¢ und 4 und deshalb schreiben wir P {t, j, A}.

Wir ermitteln jetzt den Grenzwert P.{f, j, A} fiir A — oo und beweisen folgenden
Satz.

Satz 6.1. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfiillt sind, dann gilt fiir einen
Zdhler des ersten Typus

lim P{t, 1, A} ={

A= 0

1 fir te(ip, 1B+ By,
0 fir te(IB+ B, (I+1)p).
Fiir IBund If + B, (I =0, 1,2,...) ist nicht dieser Grenzwert definiert (t endlich).

Beweis: Wieder werden wir schreiben

1 agh 1 agl
APt 1, V] == —-2 Fs,A) - F,]+ F 0
[P 1.23] = =20 [Fis ) = ]+ Py s
und
(6.2) lim [P {1, 1, 4}] =

lim €71 —{Fl(s i) — +limet| F L9t ]

A~ s aol ivw Sagl + s
Aus den Betrachtungen, die bei (4.8) durchgefiihrt wurden, sicht man, dass das erste
Glied (6.2) alle Bedingungen fiir die Verwechselung des Umkehrprozesses und des

Grenziiberganges erfiillt. (Dic Funktion ist an der imagindren Achse im endlichen

Intervall begrenzt, fiir y — oo ist sie unterschiedslos mit o(y~2) usw.)
k-1
Deshalb gilt (a = H a;, A; = ala))

. 1 s
(6.3) lim g1 | L _20%_ R ) - F }] y [ m 18k p o) - F,}] _
A-ron LS dg ) A0 saOA + s
I - ale P
— 1] gim L ?OA J s ;ali (1 + a4B) :1;/11"‘1 _
A=ros S A S —
S ag + s 1— ki*‘“*' ﬁaik 4 Ak“‘l Z A:

| M6+ an &

i=0
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C ot | g L @A (Ma(l =P + M) L KaBy + XA
imo s agh + s Aa(l — &™) + () + .

k-1
l"aﬂ + lk_l ZAi
i=0
A1/l —eb g B
St = S} | P S
[s(1~ae-w ﬁ)] 0%
wobei

_ 1, te(B 18+ By,
(6.4) <P(t)—{0, te(IB + By, (I + 1))

ist.
Weiter ist
(6.5) imet [ P29 | gim Fy(1 e = 1
Ao Sapgh + s PR B

Wenn wir jetzt (6.3), (6.4) und (6.5) verbinden, bekommen wir die Behauptung des
Satzes. ‘

Fiir j &+ 0,1 bekommen wir

: oy JU fiir te(IB 4+ YUY, I8 + YY),
}I;I?O Pt j, /1} = {0 fiir tE(lﬁ + W, (l + l)ﬁ + B(,‘»q))

und fiir j = 0

lim P.{1,0, 1} =

A= 0

Ut ce(f+ B0+ 1) B),
0 fir te(I+ DB+ + ﬁ(k—n)'

Ahnlich bekommen wir fiir einen Zihler des zweiten Typus folgenden Satz:

Satz 6.2. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfiillt sind, dann gilt fiir
einen Zdhler des zweiten Typus

lim P(1,1,2) = 1,
A=

lim P(t,j, ) =0 (j=0.23,...k— 1)
A=

fiir alle endliche t > 0.

§7. ANALYSE DER ERZIELTEN ERGEBNISSE

Aus den Ergebnissen der Paragraphen 4 —6 konnen wir einige wichtige Erkennt-
nisse fiir die Produktion der Zufallszahlen auf physikalischem Wege (besonders fiir
die technische Realisation) ableiten. Infolge der technischen Méngel, die wir nicht
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vermeiden'kdnnen, entstehen unregelmissige Abweichungern von der gleichméssigen
Verteilung der Zufallszahlen. Dabei zeigen die erzielten Ergebnisse an einem mathe-
matischen Modell direkt den Ursprung dieser Abweichungen. Daraus ergibt sich auch
die Bégrﬁndung der allgemeinen Theorie der Impulszéhler.

Im §8 wird cine Tabelle der Fehler nach der Beziehung (5.9a), d. h. fiir einen
bindren Zihler fiir einige Werte sy, 11, fo, f, ausgerechnet. Diese kénnen wir meis-
tens fiir eine Realisation in Betracht nehmen.

Aus der Tabelle sehen wir z. B., dass es fiir die Erzielung cines klcineren Fehlers
als 107° nétig ist, die Symmetric des bindren Zihlers mit Riicksicht auf die Impuls-
hohe in den Grenzen 0,0001% (d. h., dass der Zihler in einer Lage um 0,0001%; lm-
pulse mehr als in der anderen Lage zu registricren imstande ist) und in den Grenzen
0,01% fiir die Unterscheidungsfihigkeit der aufeinanderfolgenden Impulse zu
erhalten.

Um der ersten Bedingung zu entsprechen, miissen wir besondere Pflege der Her-
richtung der dem Eingang des Zihlers zugefiihrten Impulse widmen, d. h. wir miissen
eine genug wirksame Kette von Impulsverstirkern und Begrenzern zur Verfiigung
haben.

Um der zweiten Bedingung zu entsprechen, miissen wir sorgsam die Zihlerclemente
wihlen, und den Zihler auch wihrend des Betriebes einstellen.

Auf diese Weise zeigen die Ergebnisse dieser Arbeit den Technikern den Weg zur
Unterdriickung des Einflusses der technischen Mingel, welchen diese auf die gleich-
missige Hiufigkeitsverteilung der Zufallszahlen haben kénnen.

In der Tabelle kdnnen wir auch cinen Fehler 2. 107!3 finden. Dieser so kleine
Fehler ist durch gewisse Ubereinstimmung der Umstiinde verursacht. Der Zihler
hat grossere Ruhezeit gerade in der Lage, in der er empfindlicher auf die Impuls-
hohe ist. Es steht fest, dass wir solche Werte pq, pty, fi 4, f; finden kénnten, fiir welche
der Fehler Null wire. Doch glauben wir, dass wir nicht diese theoretisch interesante
Tatsache bei der technischen Konstruktion ausniitzen konnten. Aus der Tabelle in
§ 8 konnen wir ersehen, dass die Grosse der Ruhezeit ohne Einfluss auf gleichmissige
Haufigkeitverteilung bleibt, dagegen verkleinert sich der Fehler mit grosseren Werten
von g;.

Diese Betrachtungen ge]ten jedoch fiir endliche Intervalle nicht. Dies zeigen die
Siitze 6.1 und 6.2, aus deren hervorgeht, dass wir mit grosseren Werten von g; (d. h.
mit grosseren Quellenintensititen) gleichmissige Hiufigkeitsverteilung nicht erreichen
konnten, im Gegenteil, dass wir mit einer libermissigen Intensitdtenvergrosserung
ein recht schlechtes Resultat erzielen kdonnten. Wenn wir den Fehler genau fiir end-
liche Intervalle bestimmen sollen, miissen wir die Resultate des Paragraphen 3 an-
wenden,

Ein wesentlicher Teil der Betrachtungen (besonders der zur Berechnung der Fehler
fiihrende, folglich §§ 3—6) wurde nur fiir konstante Ruhezeit der Zahler durchgefiihrt.
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Wenn wir diese Voraussetzung (konstante Ruhezeit) durch andere (die Ruhezeit ist
eine Zufallsgrosse mit exponentialer Verteilungsfurikﬁon):crsetzen, kénnen wir éine
andere Methode beniitzen. In diesemn Falle bildet ndmlich der Prozess der Impuls-
zdhlung modulo k einen homogenen markowschen Prozess mit 2k diskreten Zustidn-
den und mit einer Intensititenmatrix

—Ug o O 0 O O...:0 0
/ O—p f 0 0 0... O 0
0 0 —py 4, 0 0 0 0
0 0 0-p, B, 0 0 0
”))’J” R
00 0 0 0 O T Hi-1 :uk—l/
fo 0 0 0 0 O 0 —Bo

Wenn wir das entsprechende System von Differentialgleichungen fiir dbsolute Wahr-
scheinlichkeiten pj(t)

(1) P S i, 0 R

16sen, knnen wir die erforderten Resultate (bei der Erfiillung von weiteren Bedin-
gungen) gewinnen.

In (7.1) ist mit p(t) dic absolute Wahrscheinlichkeit bezeichnet, d. h. eine Wahr-
scheinlichkeit, dass das System in einem Zenaugcnblxck t im Zustande i sein wird.

1

§8. DIE TABELLE

Die in folgender Tabelle angefiihrien Werte miissen wir auf eine beliebige, doch
voraus festgegebene Zeiteinheit (z. B. auf 1 msec) bezichen. Dann interpretieren wir
z. B. die 11 Zeile folgendermassen. In | msec gehen dufchschnittlich 5 Impulse aus
den Quelien hervor, dic einen Ubergang aus dem Zustand ,,0° in den Zustand ,,1
verursachen konnen, dagegen durchschnittlich 5,001 Impulse aus den Quellen, die
einen umgekehrten Ubergang verursachen. Die Ruhezeit im Zustand ,,0° ist 1 pse¢
im Zustand ,,1*° 1,5 usec. '

Den Grenzwert P,{t, 1} fiir t - oo interpreticren wir als eine Verlingerung des
Intervalles, in dem wir die Impulse zihlen. Das hat allerdings immer die Hcrdbsetmng
der Geschwindigkeit der Herstellung der Zufallszahlen zur Folge.

Ahnliche Tabellen konnen auch fiir einen Zihler des zweiten Typus ausgerech-

net werden, aber ihre Abweichungen von den obenangefiihrten Tabellen sind nlcht
wesentlich.
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Mo ; #y Bo-1073 By. 1073 l tli":opl{” 1} 4
5 ( 5 [\ 0 ( 0,5 0
5 5,00001 0 0 \ 0,4999995 5.1077
5 | 5001 0 0 ‘ 0,49995 5.1075
5 5,1 0 0 0,495 5.1073
5 5 1 1 0,5 0
5 5,00001 1 1 0,4999995 5.1077
5 5,001 1 1 0,49995 5.107°
5 5.1 1 1 0,495 5.1073
5 5 1 1,5 0,5006 6.1074
5 5,00001 1 1,5 0,5006 6.107%
5 5,001 1 1,5 0,5006 6.107%
5 5,1 1 15 0,496 4.1073
5 5 1 1,1 0,5001 1.1074
5 5,00001 1 1,1 0,5001 1.107%
5 5,001 1 1,1 0,50007 7.1073
5 5,1 1 1,1 0,495 5.1073
5 5 1 1,01 0,50001 1.1073
5 5,00001 1 1,01 0,50001 1.107°3
5 5,001 1 1,01 0,49996 4.1073
5 5,1 1 1,01 0,495 5.1073
5 5 1 1,001 0,500001 1.107¢
5 5,00001 1 1,001 0,5000007 7.1077
5 5,001 1 1,001 0,49995 5.107°3
5 5,1 1 1,001 0,495 5.1073
5 5 1 1,0001 0,5000001 1.1077
5 5,00001 1 1,0001 0,4999996 4.1077
5 5,001 1 1,0001 0,49995 5,107°
5 5,1 1 1,0001 0,495 5.1073
5 5 1,0001 1 0,4999999 1.1077
5 5,00001 1,0001 1 0,4999994 6.1077
5 5,001 1,0001 1 0,49995 5.1073
5 5,1 1,0001 1 0,495 5.1073
5 5 1,01 1 0,49999 1.107°%
5 5,00001 1,01 1 0,49999 1.107°3
5 5,001 1,01 1 0,49994 6.1073
5 5,1 1,01 1 0,495 5.1073
5 5 10 10 0,5 0
5 5,00001 10 10 0,4999995 5.1077
5 5,001 10 10 0,49995 5.1073
5 5,1 10 10 0,495 5.1073
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Mo 1ty Bo.107% | g,.1073 lim P, 1, 1} 4
o o
10 10 0 0 0,5 )
10 10,00001 0 0 0,4999998 I2.1077
10 10,001 0 0 0,49998 L 2.107°
10 10,1 0 0 0,498 ro2.1073
10 10 1 1 0,5 0
10 10,00001 1 1 0,4999998 2.1077
10 10,001 1 1 0,49998 2.107°
10 10,1 1 1 0,498 2.1073
10 10 1 1,5 0,501 1.1073
10 10,00001 1 1,5 0,501 1.1073
10 10,0001 1 1,5 0,501 1.1073
10 10,1 1 1,5 0,499 1.1073
10 10 1 1,1 0,5002 2.107%
10 10,00001 1 1,1 0,5002 2.107%
10 10,001 1 1,1 0,5002 2.107%
10 10,1 1 1,1 0,498 2.1073
10 10 1 1,01 0,50002 2.1073
10 10,00001 1 1,01 0,50002 2.1073
10 10,001 1 1,01 0,5000002 2.1077
10 10,1 1 1,01 0,498 2.1073
10 10 1 1,001 0,500002 | 2.107¢
10 10,00001 1 1,001 0,500002 | 2.1078
10 10,001 1 1,001 0,49998 Lo2.1077
10 10,1 1 1,001 0,498 { 2.1073
10 10 1 1,0001 0,5000002 I 2.1077
10 10,00001 1 1,0001 0,5000000000002 | 2.10~ 13
10 10,001 1 1,0001 0,49998 | 2.107%
10 10,1 1 1,0001 0,498 |2, 1073
10 10 1,0001 1 0,4999998 ] 2,107
10 10,00001 1,0001 1 0,4999996 io4.1077
10 10,001 1,0001 1 0,49998 _ 2.1073
10 10,1 1,0001 1 0,498 ] 2.1073
10 10 1,01 1 0,49998 | 2.107%
10 10,00001 1,01 1 0,49998 | 2.1073
10 10,001 1,01 1 0,49996 4. 1075
10 10,1 1,01 1 0,498 | 2.1073
10 10 10 10 0,5 ‘ 0
10 10,00001 10 10 0,4999998 \o2.1077
10 10,001 10 10 0,49998 | 2.107°
10 10,1 10 10 0,498 ! 2.1073
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§9. ALLGEMEINES MODELL

Das Modell der Impulszihler, das im § 1 gebildet wird, erméglicht uns in Ver-
bindung mit dem Artikel [6], u. a. ein allgemeines Modell der Impulszihlung zu
schaffen. In der Praxis konnen wir die Impulszihlung in drei Etappen verteilen:

1) Anregung zur Entstehung eines Impulses (die Quelle);
2) Formjerung eines Impulses (Detektor);

3) Impulszihler.

Bisher wurden alle in der Literatur beschriebenen Modelle der Impulszihlung,
lediglich in Anbetracht der Eigenschaften der Quelle und des Detektors aufgebaut.
Dagegen ist der Zihler als idealer Zihler genommen worden. In dieser Arbeit haben
wir ein Schema studiert, in welchem der Detektor ideal arbeitet.

Zu einem allgemeinen Modell gelangen wir dann, wenn wir bei unserem Modell
zum Eingang des Zidhlers nicht die Impulse aus der Poisson’schen Quelle, sondern
erst aus cinem Detektor (oder eine Folge von Detektoren) fithren werden. Die Ver-
teilungsfunktion solcher Impulse kénnen wir z. B. in [6] finden.

Wenn es sich um einen Zihler handelt, dessen primdre Ruhezeit eine Konstante
ist, die kleiner als die konstante Ruhezeit eines Detektors ist, dann konnen wir den
Zihler als einen Idealzihler betrachten (z. B. die Abzihlung von Teilchen eines radio-
aktiven Zerfalls mit einem G—M Zihler, dessen durch eine wirksame Kaskade von
Verstirkern und Begrenzern formierte Impulse ein schneller elektronischer Zihler
zihlt). Ein umgekehrter Fall ist die Abzihlung der Durchginge durch ein gegebenes
Potenzialniveau des Geridusches, die durch einen schnellen Schmidt-Kreis signalisiert
und mit einem ringférmigen Zihler abgezihlt werden.
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Vytah
TEORIE CITACU IMPULSU A JEJI APLIKACE

ZDENEK Koutsky

V této praci je vybudovan matematicky model ¢itace impulst s nahodnymi ampli-
tudami. P¥ichod impulsd je popsan Poissonovym procesem. Citad ma k stavil (poloh)
a predpokladame, Ze je vzhledem k technickym nedostatkim asymetricky. To se pro-
jevuje tim, Ze ¢ita¢ ma rznou citlivost v riznych polohach vzhledem k amplitudim
impulstl, jeZ pfichazeji na jeho vstup. RovnéZ predpokladame, Ze mrtva doba citace
je v riiznych polohach rizna (§ 1). Definujeme ¢itac typu I a IT a pro takto vytvorené
modely pak studujeme distribu¢ni funkci nacitanych impulsd za dobu ¢ (§ 2) a dale
P.{1, i}, tj. pravdépodobnost, Ze ¢ital napodita za dobu ¢ n = i(mod k) impulsii a to
jak pro konetna ¢ (§ 3) tak i pro ¢ — o (§ 4, véty 4.1 a 4.2). Tyto Gvahy maji zvlastni
duleZzitost pti produkci ndhodnych &isel fysikalnimi metodami, nebof asymetrie &itaca
v riiznych polohach zpisobuje nerovnomérné limitni rozloZeni, tj. obecn& neplati
provsechnai=0,1,2,...,k — 1

lim P,{t, i} = ! .
tow k

V § 5 uvazujeme nékteré specialni pfipady, v § 6 studujeme vliv rostouci intensity
Poissonova procesu, jimZ jsou popsany impulsy na vstupu &itage, na P{t, i}.§§7a 8
jsou pak vénovany rozboru vysledk@ dosazenych v §§ 3—6 a disledkiim, jez z nich
plynou pro konstrukei za¥izeni pro produkei ndhodnych &isel fysikalnimi metodami.
V tabulce jsou pak pro rzné hodnoty parametrit Poissonovych procesii a mrtvych
dob ¢&itade vydisleny odchylky od rovnomérného limitniho rozloZeni. V § 9 je strucné
naznacen obecny model &itAni nahodnych impulst.

Pestome

TEOPUS CHETUMKOB UMIYJILCOB 1 EE IMPHUJIOXEHWA

3AEHEK KOVTCKU (Zdengk Koutsky)

B cTaThe nocrpocHa mMatemMaTHYeCKass MOJETb CHCTHUMKA UMIYJIbCOB CO Ciyyaii-
HBIMH aMIUIMTYAaMHu. TTpu 3TOM NPUXOA UMNYJIbCA HA BXOJ CHETYMKA OMMUCHIBACTCS
npoueccom Iyaccona. TMpexmonasaercs, YTO CUCTHUK UMEET Kk COCTOSTHHIA it YTO OH
ACUMMETPHYHUIA BBUJlYy €rO TCXHHYCCKMX HE/JOCTATKOB. ACHMMCTPUSI OPOSIBIACTCS
B TOM, 4TO YYBCTBHUTEJILHOCTH CUCTYHKA K AMIIMTYIIaM MMITYJIbCOB Ha BXOZE B pa3-
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JIMYHBIX COCTOSHHUAX HEOJMHAaKoBa., ToXe IUIHHA MEPTBOTO BPEMEHH 3aBHCHT OT CO-
CTOSIHUS, B KOTOPOM CYETYMK TOJNBKO 4T0 Haxomures (§ 1).

Hanee onpenensiorcs cuetunke I-ro u Il-ro Tuna, ¥ O 3THX MoJeNeH U3ydyaercs
(QYHKIMS pacnpesiesieNHsl PErMCTPHPOBAHHBIX MMIY/IbcoB (§2) M BepoATHOCTH
P.{t, i} Toro, uTo cuyerTyMk B TpomexyTke Bpemenu <0, t) perucTpuposan n = i
(mod k) nmnyascos (§ 3). B § 4 (teopems! 4.1 1 4.2) uccnenyeTcs npejielbHOE pac-
OpeOc/icHUe ITON BEJMYUHBI P [ — 00, DTH PACCYXHECHUS MMEIOT OOJbIIOE 3Ha-
YeHHE Ui TMPOAYKIMHK CIy4YailHBIX YHCCN NMPH MOMONIM (H3MYECKUX METONOB, Tak
KaK MBI BBI3BIBAEM ACUMMETPHYHOCTh CYETYUKA B PA3JIMYHBIX COCTOSHUSX B IIpefiesie
OTKJIOHEHHS OT PABHOMEPHOTO pacnpeleiieHds. JpyriMu cIOBaMH, PaBEeHCTBO

lim P, {1, i} = 1 mg i=0,1,..,k —1
t o0 k
He IMEET B OOIIIeM CITyyae MecTa,

B § 5 M3ywaroTCs HEKOTODPHIE CHELUAILHBIE CIydau.

B § 6 uccnenyercs BiMsHUE NOBBILIEHUS TapaMeTpa npoiecca Ilyaccona Ha Bxone
Ha BeposiTHOCTE Pi{1, i}.

§ 7—§ 8 nocBawAIOTCS OUCKYCCHMM PE3YNBTATOB, colepkammxcst B § 3--§ 6,
M MX CJIEICTBUAM IJISI KOHCTPYKIMM DU3NYECKHX YCTPOUCTB, CYyXAUINX K MPOIYKIHAH
ciay4yaiHbIX yncen. B Tabimie maroTcs IpenenbHbC OTKIOHEHUS OT PaBHOMEPHOTO
pacnpenesieHHs I pa3IMYHbIX 3HAYCHUH napaMmeTpoB Ipouecca IlyaccoHa Ha Bxoze
cuerynka (¢ OBYMS. BO3MOXHBEIMH COCTOSHHSAMH).

B § 9 npuBoguTCs BriosIHE 0OINAsI MOIENDb CUETY CIIyYyalHBIX HMIYJIbCOB.

Adresa autora: Dr. Zdenék Koutsky C. Sc., Ustav teorie informace a automatisace CSAYV,
Praha 2, VySehradska 49.
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