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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

REISSNEROVSKE ALGORITMY 1. DRUHU V TEORIl VALCOVYCH
SKOREPIN

Ivan HLAVACEK
(Doslo dne 19. &ervna 1961.)

Technickd teorie pruznych valcovych skofepin nedava u silnéjsich skofepin
uspokojivé vysledky. V ¢lanku je na zdakladé obecné teorie Reissnerovskych
algoritm( odvozena metoda, zpiesiujici technické Fedeni kruhové, neckoneéné
dlouhé vidlcové skofepiny, zatizené rotacné symetrickym povrchovym zati-
zenim. Vysledky jsou z nékolika hledisek porovnany v numerickych pfikia-
dech.

1. UVOD

V linearni teorii pruznych tenkych skofepin se bézné uZiva predpokladu o zacho-
vani normalového prvku a zanedbani vlivu normalnych napéti, kolmych ke stiedni-
cové ploSe. Obecné trojrozmérny problém matematické teorie pruznosti se tak pfe-
vadi na problém dvojrozmérny, vztaZzeny na stfednicovou plochu skofepiny. JiZ
analogie s pfipadem nosniku nebo desky vkazuje viak, Ze takovy pfedpoklad bude
opravnén pouze v jistém omezeném oboru v zavislosti na tloustce skofepiny, jeji
kfivosti a ovem pozadované presnaosti vypoctu. Proto bylo uéinéno nékolik pokust
o dokonalejsi teorii zavedenim jinych hypotéz ([1], [2]. [3]). Tyto teorie nenasly
viak praktické uplatnéni a jejich vyznam je spiSe teoreticky.

E. RessnEr ([4]) nasel algoritmus pro Fefeni kruhové nekonedng dlouhé valcové
skofepiny, zatizené pouze v jednom priifezu (na ele) rotaéné symetrickymi ohybo-
vymi momenty a posouvajicimi silami. Problém fesi pomoci asymptotickych rozvojl
v fady podle vhodné zvoleného malé¢ho parametru, pfi ¢emZ v nulté aproximaci
vychazi zachovani normalového prvku a béZna technickd teoric. V praci [5] tento
zplisob zobeciuje na skofepiny rotadni, zatiZzené na okrajich rotaéné symetricky,
dale na ploché rotacni a valcové skofepiny s obecné zatiZzenymi okraji a to vZdy bez
povrchového zatiZeni.

Nové obzory objevuje i na tomto poli prace f()] I. BABUSKY a M. PRAGRA, Vv niZ
je navrZzena metoda tzv. .,Reissnerovskych algoritm@ pro feSeni ohybu nosniku,
aplikovatelna viak také napf. v teorii desek a skofepin.
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Presné feseni dané tlohy matematické teorie pruznosti, formulované jako okrajovy
problém soustavy parcialnich diferencialnich rovnic, nahrazuje se v poZadovaném
stupni pfiblizeni FeSenim pfislu§né soustavy jednodus§ich parcidlnich, pfipadné
obycejnych diferencialnich rovnic.

Tato zadména je umozZnéna zavedenim jistych hypotéz o tvaru hledanych funkci
posuvil & napéti a uzitim variacnich principli minima energie. Volba pravé zminénych
hypotéz je jadrem celého problému. Clanek [6] obsahuje véty, z nichZ plyne:

d) existence a jednoznaénost v jistém smyslu celé posloupnosti takovych hypotéz,
zavedeme-li kritérium tzv. ,.energetické chyby* v asymptotickém smyslu;

b) konvergence posloupnosti aproximaci k pfesnému feSeni podle normy energie.

Ukolem tohoto piispévku je roziifit metodu Reissnerovskych algoritmi na nékteré
jednoduché ptiklady z teorie skofepin.

2. PRVNI REISSNEROVSKA APROXIMACE PRI RESENI VALCOVE
SYMETRICKY ZATIZENE SKOREPINY

Uvazujme nekoneéné dlouhou kruhovou vélcovou skofepinu, rotaéné symetricky
zatiZenou na vn&jim nebo vnitinim povrchu. (obr. 1). V diisledku symetrie napjatosti
i deformace redukuje se napf. pocet ncznamych slozek napéti ze 6 na 4. a sice normal-
nae,, ¢.. 0, a smykové 1., protoze je 1., = 1,4, = 0.

Uloha se fesi pomoci funkee napjatosti x(z, r), pro kterou ma platit podminka
kompatibility

44y =0 S —
a podminky rovnovahy jsou T r ! JJJL\
spinény automaticky. (Viz napf. |z _ op@
[7]). Zde 7
2 s 2 i
A= 4 -+ o o
o oror 0zt H’m’lm* p(2)

7nadi Laplacetiv operator v cylin-
drickych soutadnicich.

Obr. 1. Oznaleni a volba soufadnic.

Funkce napjatosti musi dale splitovat okrajové podminky, plynouci ze zplisobu
zatiZeni. Napt. pro vn¢jdi radialni zatizeni ma byt

T, = 0 pio r=ad+ h,
-z 0o r=a-h,
. = p(z) p ¢
0 pro r=ua—h.
Tyto podminky mizeme vyjadrit funkci napjatosti takto:
é of
(=4 = |y pro r=axh.
ar 0z%
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a+h,

a-—h,

I

0 02 —p(z -
% vA — ,.f;i y = p(z) pro r
0z ar 0 pro r

kde v znaci Poissonovu konstantu,
Postupem analogickym, jako bylo uZito v [ 6], najdeme 1. optimalni Reissnerovskou
aproximaci (v dalsim a = 1)

(1) 2Ehi, = ~f(z)[ 1 + h(1 — v T )],
2Ehii, = v(+1 + 2’7)J‘:f(f) dr + hn f'(z),
0]

omezime-hi se na feseni, vyjadiené prostrednictvim jediné funkce, a problém feSime
v posunutich u,, ..

Zde patii horni znaménka k zatiZeni vnéj§iho, dolni k zatiZeni vnitfniho povrchu.
Bezrozmérny parametr i je definovan vztahem

3. ODVOZENI DIFERENCIALNI ROVNICE Z PRINCIPU MINIMA
CELKOVE POTENCIALNI ENERGIE

Dosadme (1) do vyrazu pro celkovou potencialni energii

(2)

E ‘oo pl+h 1 ) /-) 2 5 2
oy, 1) = B (1= -ul+r G (e +
’ (t+ )0 =20) (- Jis r or dz
a: i ) 1 /[ u,\?
+ 2v (u,. Sy u, e - ) + 7(1 —2v)r ((tl') +
r 0 2 0z

ar oz
) s} hl 2 ) s
oo Uty (ffl:) ):]dz dr = 2(1 + v) {1l — 2v) 1E£J p(z) . u,

S .
0z or or o

Po zintegrovani vzhledem k parametru 5 dostaneme kvadraticky funkcional

E(L 4+ v)(1 ~ 2v ? " , "
€. —(——)n(-‘—_*) :j (Koof2 + Kooff" + Ky f 2+ Kpuf" + Kp-f-P)dZ’

-t
kde koeficienty zavisi pouze na v a h.

Podle Lagrangeova principu ma funkce f(z) vyhovovat piislugné Eulerové rovnici
(R)) @) + kaof '(2) + kof(2) = k,. p(z) .
Zde koeficienty k, k,, k, jsou funkcemi pouze tloustky h a Poissonovy konstanty v
a li8i se nékterymi znaménky pii zatiZeni vnéjs§im a vnit¥nim,
3

] R [ L AU By (R Gt

£ 2h(1 =) + B2t — ) L L
h1—h
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— 34 16y — 1202 + 8¢
k, = 3+ ”, 12v° 4+ & + h\'(5 _ 2‘,) .
201 — \,)
3 ’ — 2y i
k, = M ‘)( LA 201 =)+ W1 = 2v)).

(=)

4, SROVNANI S TECHNICKOU TEORII VALCOVYCH SKOREPIN.
NUMERICKE PRIKLADY ZATIZENi LINEARNIHO A PERIODICKFHO.

Technicka teorie skofepin (viz napf. [87]), zaloZena na Kirchhoffové hypotéze o za-
chovani normalového prvku a zanedbéani radialnich normalnych napéti a,, vede k rov-
nict

2 2
(T) av =), =)
h? 2ER?

kde u, znamena radialni prihyb stiednicové plochy. Je to tedy opét rovnice 4. fadu
s konstantnimi koeficienty, avsak bez ¢lenu s 2. derivaci, a stejna pro vnéjsi i vnitini
zatiZeni. Odpovidajici koeficient k, v rovnici (R;) nevymizi ani pfi v = 0 nebo pii
h — 0. Ostatni koeficienty rovnice (R,) odpovidaji pii h — 0 koeficientim rovnice
(T), vezmeme-li v tvahu téZ vztahy (1).

Pro mala h je koeficient ko ~ a/h®, k, ~ B, k, ~ y/h*. Zavedeme-li novou pro-
ménnou { = z/x/h, dostaneme diferencialni rovnict

Q) + Bhf7(©) + af(0) = v p(0),
z ¢ehoz je ztejmé, Ze vliv druhého ¢lenu je vyssiho radu.

Cisclné vypoéty jsme provedli v n&kolika ptikladech, u kterych lze ziskat priblizna
i pfesna feseni.

UvaZujeme-li rovnomérné nebo linearni zatiZzeni na vngj§im nebo vnittnim povrchu,

tj. p(z) = po nebo p(z) = p, . z, a srovname-li hodnoty radialniho prihybu stiedni-
cové plochy u,, pak rovnice (R,) vede k podstatn& lep§im vysledkam, jak je patrno
z tabulky [, ktera udava hodnoty

« 2Eh
ug = —— . | p=ol
Po
Tdbulka 1. Srovnani mdmlmch pruhybu strcdmcove plochy pro linedrni zatizuu prl v o= 0,15,
! u’: ! (‘hyby v
h | vnéjdi zat. 1 vnitini zat. ! vnéjsi zat. ‘ vnitini Ldt
. _ - | T B
prebné i (Ry) | presné | (R ) } (T) 1 (R ) (T) J (R ) }
0.01 | 1,0083 1.0084 ‘ 0,9914 0,9915 | —0,82 ;001 | 4086 1 +0.0t
0025 | 1,0208 | 0,0207 | 09783 } 09784 | —2,t | —0,01 ‘ +2.2 ‘ 0,01
0,1 | 1,079 1,0778 | 0,910l 0,9078 1 —38,0 i 0,18 | 9.0 —0,25
i | i | J [ l




pii v = 0,15. Technické teorii odpovida vZdy u* = 1. Pribgh
7[h
ES
u, = )l
Po
po Uousfce skofepiny ukazuje napf. obr. 2, odpovidajici parametrim v = 0,1;

= 0,05 a vngj8imu zatiZeni.
Vyhodnost optimalni volby (1) je tedy povrtzena, pokud se tyde koeficienttt k,
a k, v diferencialni rovnici.
Zkoumejme dale optimalitu nasi volby, jak se projevuje u ostatnich ¢lent diferen-
cialni rovnice, tj. u 4. a 2. derivace. Za tim G¢elem je
treba volit zatizeni tak, aby mélo fadove velkou 4.

resp, 2. derivaci. Jako priklad jsme vybrali zatiZeni

10516 .
~~f

040/

; 10422
10477 /042:
h-qu

10416

|

i

X

[258 J‘
|

’ presné | 1,0434 \’
!
iechn,

S 10
) :”) 7,
L /

S

005

05

Obr. 2. Pribéh radialniho posuvu
po tloustce skofepiny pii linearnim

periodické p(z) = p, . cos 6z, pii néms se relativnd
nejvice uplatni j ¢len s 2. derivaci, ve kterém se pra-
v€ obé vysetfované rovnice podstatné lisi.
Relativani chyby v prahybu stfednicové plochy.
pocitané od presného feseni, ukazuje v procentech
tabulka 2, a sice ve sloupci, oznaleném (Rl). Pre
vin¢jsi zatizeni dava tedy Reissnerovskd hypotéza
pramérné 2—3krat mensi chyby, neZ technicka’

zatizeni, v = 0,1 a b == 0,05. teorie, avSak pro vnitini zatiZeni je tomu naopak.

Tabulka 2. Srovnani radidlnich prithyb( stiednicové plochy pro periodické zatiZzeni p = p cos 6z
pfiv = 0,15,

Rehmvm chyby v 94 |

h vnéjsi zatizeni vnitini zatizeni
5 (1) | (Rp (Ry)
— ‘_ ———— ‘ i ‘
001 | = Ll - 05 —04 | ——06 ‘ 06 | —04 |
L0025 L — 28 0 - 09 | - \ L4 =2 ‘ -0,9 ’
A i 0,10 \ —26,2 P 1,3 <‘ - 3,4 ‘ —122 1 =333 —3,5 i
: ! ‘ \ ‘ j

Ptipomeneme-li si zdkonitosti, prokdzané v teorii Reissnerovych algoritmit pii
ohybu nosniku, nemusi nés tato zdanlivad nesrovnalost pickvapovat. Jak vime, uni-
versalni optimalita pro néjakou tfidu zatiZeni je zarudena pouze v asymptotickém
smyslu pro h — 0, kdeZto pfi pevném I plati pouze konvergence podle normy ener-
gie pro fad aproximace rostouci nade v§echny meze. To znamend, Ze vySetfujeme-Ii
teprve 1. aproximaci, pak by sc jeji universalni optimalita projevila az pfi dostatené
malych h, kdeZto pFi vétSich h nemusi R. aproximace davat vidy pro viechny druhy
zatizeni lepsi vysledky, neZ jina, napf. technicka aproximace.
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5. RESENI PROSTREDNICTVIM DVOU FUNKCI

Podivejme se dale, jaky vliv bude mit jina alternativa 1. R. aproximace, a sice
uZiti dvou nezavislych funkei. Lze ofekévat, Zc i zde, podobné jako u nosniku [6],
tato varianta, ackoli dava stejny asymptoticky fad energetické chyby, povede pfi

vazby mezi posuvy u,, tu, umoZiuje totiz vice se pfiblizit k hledanému minimu poten-
cialni energie.
Volime tedy

(1) 2Ehi, = —f(z) [£1 + h(1 — v) F hvy],
2ER, = (1 + 2h) | f(1)di + hy . g(z),

0

.

takZe oproti volbé (1) je zde derivace f'(z) nahrazena dalSi nezavislou funkci g(z).

Soustava pfislu§nych Eulercvych funkei ma pak tvar
(R2) Coof + Kif" + Kiag" = K, p(2),

Kiaf " + Khog + Kiag” =0,
kde koeficienty zavisi opét jen na h a v. MiZeme ji ovSem pfevést na jedinou rovnici 4.
fadu s konstantnimi koeficienty pro jednu funkci, napf. f(z).

Pro srovnani bereme tentyZ priklad periodického zatiZeni p = p,cos 6z pfi v =
= 0,15 jako u dfivejsi varianty. Vysledné procentualni chyby v prithybu u, udava
opét tabulka 2. ve sloupcich oznadenych (Rz).

Ocekavané zlepSeni sc tedy potvrzuje a zvIa§té u silngich skofepin dava tato
varianta podstatné lepsi vysledky neZ technickd teorie.

6. SROVNANI Z HLEDISKA NORMY ENERGIE

Deformadni stavy, jakoZto vektorové funkce posunuti x(u,, uz), miZeme srovnavat
z riiznych hledisek. Zatim jsme uZivali nasnadé¢ lezici kritérium-radidlni prithyb
stfednicové plochy, ktery tvoii ziejmé& rozhodujici sloZku deformace.

Pro aplnost jsme dale vypodetli také druhou slozku, axialni posuv u,(r, z), a to
opét v piiklad& periodického zatiZeni a pro rizné tloustky skoFepiny. Absolutni
velikosti tohoto posuvu vychazeji asi 20—50krat mensi nez radialni posuvy a rela-
tivni chyby jevi podobny charakter, jako u radialnich posuvi.

Vyznamnym hlediskem je bezesporu porovnani podle normy energic. Normu
energie vektorové funkee presného fefeni xo(u,. u.) oznaéme |ix,] (viz napf. [9]).
Snadno odvodime, Ze chyba napf. naseho feleni x,,, vypoéteného podie revnice (R,),
méfend v normé energie, bude

kde op, resp. ¢, jsou hodnoty funkcionalu celkové potencialni energie (2) pro fedent
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podle rovnice (Rl) resp. pro presné feSeni. Podobné chyba technického feSeni x,
ziskaného z rovnice (T), bude
Xy = xol = /er = 20,

kde &r znadi energii technického fedeni. Vzajemny vztah fefeni x, a x; bude z hle-
diska normy energic udan znaménkem rozdilu ¢; — &,. Kladné znaménko znadi,
7e Reissnerovské feSeni je lepsi nez technické a obracené,

Pfi prileZitosti vypocCtu potencialni energie technického feSeni naskytd se otazka,
z jaké zakladni volby pro u,, u, lze minimalizaci funkcionalu energie odvodit pravé
rovnici (T)? Ukazuje se, Ze je tfeba volit hypotézu

i, = u(z) (1 .i h:x) R

L= —v. J‘h u(tydr — hp . u'(z),

0

=
Il

kde x = 2\/[v/3(1 — v)], dale ve vyrazu pro energii (2) brat misto Lamého konstanty
/ pozménénou hodnotu 4,:
_ Ev ] Ev

(l+v)(l—2v)’ T
ktera plyne z hypotézy o zachovani normalového prvku a zanedbani vlivu radialnich
napé€ti a uZiva se téZ pfi rovinné napjatosti. Konecné je tieba pro koeficienty pftejit
k limité€ pro h — 0.

Z puavodni technické hypotézy

3 i, = u(z) s
i, = —v J u(t) dt = hn . u'(z)

(viz napf. [8]), nelze minimalizaci funkcionalu energie rovnici (T) nijak odvodit,
nebot vychazi vidy nenulovy koeficient 2v u u"(z).

Pfi vypoctu potencidlni energic technického feSeni dosadili jsme tedy plvodni
technickou hypotézu (3) a FeSeni rovnice (T) do funkciondlu energie pii presné
hodnoté konstanty 4, jelikoZ srovnani vedeme na trovni trojrozmérné matematické
teorie pruzZnosti.

Rozdil

Er — tr, = % (er — r,)
T Po

jsme vydislili opét v nasem prikladé periodického zatiZeni vnitfniho povrchu a uvadime
jej v tabulce 3. V prvém fadku jsou vypoéteny limity pro h — 0. KdeZto optimalni
Reissnerovské aproximace zakonité limituji v normé energie k piesnému feSeni pfi
pevném stupni aproximace a h — 0, technicka aproximace tuto konvergenci neposky-
tuje, jak je patrno z nenulové limity rozdilu &} — ¢i,. Abychom dosahli nulové
limity, musili bychom ve vypoctu energie uvazovat pozménénou hodnotu Lamého
konstanty 2,.
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Tabulka 3. Rozdily potencialni energie technické a Reissnerovskych aproximaci pro periodické
zatiZzeni vnitfniho povrchu pfi v = 0,15.

R
0 --0,0120 40,0120
] 0,01 +0,0115 -+0,0123
{0,025 0,0050 +0,0117
0,1 —0,0076 -+0,0210

Jak je ziejmé, i hledisko normy energiec potvrzuje velmi pfiznivy vliv uvolnéni
druhé funkce v Reissnerovské aproximaci.

7. SHRNUTI VYSLEDKU NUMERICKYCH PRIKLADU A CELKOVE
ZHODNOCENI OBOU VARIANT 1. REISSNEROVSKE APROXIMACE

V odstavci 4. jsme uvedli, Ze jiZ nejjednodussi varianta |. optimalni R. aproximace
dava pfi linearnim zatiZeni vnéjsiho i vnitfniho povrchu mnohonasobné lepsi vysledky
neZ technicka teorie. Jakmile viak zatéZovaci funkce ma fadové velkou 4. derivaci,
pak tato varianta je pfesn&jsi neZ technicka teorie pouze pfi vnéj§im zatiZeni, kdeZto
pii vnitfnim zatiZeni a silngjSich skofepinach selhava.

Zato druha varianta s dalsi ,,uvolnénou* funkci vede ve vSech vySetfovanych pri-
padech k podstatng lepSim vysledkim neZ technické feSeni, a to jak z hlediska
radidlnich prithybd, tak z hlediska normy energie. Ze tomu tak je i v pfipadech
lingarniho zatiZzeni obou povrchit nebo vnéj§iho periodického zatiZeni, kde jsme ener-
gii nevycislovali, plyne snadno ze skutecnosti, Ze pro hodnotu energie je rozhodujicim
faktorem funkce i, a du,/du, a vzhledem ke vzorcim (1'), (R,) tedy hodnota funkce
u(n, z) pfi n = 0, tj. nakonec tabelovany parametr u;.

Zavérem miZeme tedy shrnout, Ze jiZ 1. Reissnerovskd aproximace vede k lepSim
vysledkm neZ technické teorie. PFi zatiZeni vnitiniho povrchu je v8ak nutno v nékte-
rych piipadech uZit dvou volnych, nezavislych funkei. Pak dava tato varianta zvIasté
u siln&jsich skofepin velmi pfiznivé vysledky.
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Pesiome

AJITOPUTMEBI PENMCCHEPA 1-I'O POJIA B TEOPUN
HUJIUHIAPNYECKUX OBOJIOYEK

MBAH TJIABAUEK (Ivan Hlavicek)

TexHuyeckas Teopust LUIHHAPH YCCKMX obofoyek, oGocHoBaIHAs THIOTE30H O CO-
XPAHEHHH HOPMAJILHOTO 3JICMEHTR, HC JIAeT B caytdac 000J0UCK cpe/iHCi n BOJIbLLIOT
TOJILMHBI Y/IOBAETBOPUTENLHBIX PE3YIbLTATOB.

B crarbe npzanaraetes aJlrOPH TM, OCHOBaHHBI Ha 001UCM MCTO/IC, H3JIOKEHHOM
B [6], KOTOPBIA YTOUHSAET TEXHW YCCKOC PCLICHUE KPYroBsoil LHIMHApHIecKoil 060-
JIOUKH OeCKOHEeTHOH IUIMHBI, HAXOAsiLciHCS noj AeHCTBUEM CUMMETPHYECKH pacipe-
HIEMCHHBIX CHIT HA BHCIUHCH HJIM BHYTpeHHeH NOBCPXHOCTH 0doytouki. Beruucnenus
MOKa3bIBAOT BLITOJHOCTL BTOPOTO BAPHAHTA 1-F0 PEHCCHEPOBCKOro NPHOIIMKEHNA
€ TOYKH 3PSHUS PAJIMAJILHBIX MPO T MOOB M 3HEPTETHYECKOH HOPMBI.

Zusammenfassung

DIE REISSNERSCHEN ALGORITHMEN DER I-EN ART
IN DER THEORIE DER ZYLINDRISCHEN SCHALEN

TvaAN HLAVACEK

Die auf der Hypothese iiber die Erhaltung von dem Normalenelemente gegriindete
technische Theorie der zylindrischen Schalen liefert im Falle der Schalen mittlerer
und grosser Dicke keine befriedigenden Ergebnisse.

In dem Artikel ist auf Grund der allgemeinen Methode, die in [6] erldutert ist,
ein Algorithmus angefiihrt, welcher die technische Losung einer Kreiszylinderschale
von unendlicher Ldnge prizisiert, die sich unter symmetrisch gelagerter Belastung
der dusseren oder inneren Oberfliche befindet.

Die Berechnungen zeigen einen gewissen Vorteil der zweiten Variante der ersten
Reissnerschen Aproximation vom Standpunkt der radialen Durchbiegungen und der
energetischen Norm.
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