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SVAZEK 8 (1963) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 6 

НЕСИММЕТРИЧНЫЙ ПРОГИБ ПОЛОГОЙ 

СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С НАЧАЛЬНОЙ ДЕФОРМАЦИЕЙ 

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНЕШНЕГО ДАВЛЕНИЯ 

ИВАН ГЛАВАЧЕК (1уап Н1ауабек) 

(Поступило в редакцию б/ГУ 1963 г.) 

Составляются алгебраические уравнения для вычисления характеристик 
нагрузка—деформация шарнирно подкрепленной пологой упругой сфери­
ческой оболочки, которая подвергается равномерно распределенному 
внешнему давлению и у которой имеются несимметричные начальные 
прогибы. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема устойчивости упругой тонкой сферической оболочки под действием 

внешнего давления является предметом многих исследований уже с начала 

нашего столетия. 

Р. Ц о л и [ 1 ] и Л . С. Л е й б е н з о н [ 2 ] решили эту задачу посредством интегри­
рования уравнений безразличного равновесия в теории малых деформаций и по­
лучили критическое давление 

2 / Л 2 

(1) рк — Е I — ) (где V — коэффициент Пуассона) 
ч/РС1 - *2)] V*/ 

и при этом порядок относительной ошибки — 1/К. 

Они предполагали, что произойдет „локальная" потеря устойчивости безмо-
ментного напряженного состояния. При этом создаются короткие волны, длина 
которых имеет порядок ^ К1 ([3]) и все геометрические параметры в области 
одной такой волны можно считать постоянными, не сделая ошибку больше чем 

В. 3. Власов [5] нашел при помощи точнейшей, моментной теории сфери­

ческих оболочек критическое давление 

Л 2 г / Л 3 
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но эта формула не отличается на практике от формулы (1), если припомнить, 
что (у/6) . (1/К) < 1. 

Реальные оболочки и их модели показывают совершенное несогласие с при­
веденными значениями, о чем свидетельствуют экспериментальные резуль­
таты и опыты многих авторов ([6] — [14]). Критические напряжения при потере 
устойчивости представляют 5 — 90%теоретических, вычисленных по формуле (1). 

Правильное объяснение этого большого рассеяния является сложным во­
просом. 

Т. К а р м а н и Г. С. Тзянь [9] первые показали при помощи нелинейной тео­
рии больших прогибов, что если величина нагрузки находится с определенном 
промежутке (который расположен ниже классического критического давления 
(1)), тогда существуют помимо безмоментного уравновешенного состояния 
еще уравновешенные состояния с малыми но конечными деформациями изгива. 

Предполагая, что перемещения оболочки представимы как линейная комби­
нация нескольких подходяще избранных простых функций, мы можем часто 
в нелинейной теории больших прогибов установить зависимости между на­
грузкой (внешним давлением) и коэффициентами приведенной линейной ком­
бинации — т.наз. характеристики нагрузка — деформация. Посредством их мож­
но изучать поведение оболочки, главным образом возможность „хлопка" 
или потери устойчивости в большом, т. е. внезапного перехода от одного 
устойчивого равновесия до другого устойчивого равновесия, соединенного 
с конечным изменением деформации. За хлопком оболочка должна преодолеть 
определенный энергетический барьер, что может осуществиться например за 
счет начальных несовершенств по форме, начальных напряжений колебаний 
в течение загружения и т. п. 

Далее возможно, что теоретическое значение энергетического барьера пони­
зится, если будем рассматривать тоже другие, в том числе и несимметричные 
формы перемещений (ср. [15], [16]) и что потом может быть преодолена за счет 
очень маленьких, в действительности всегда существующих несовершенств обо­
лочки. 

Очевидно, что проблему надо толысоватъ не только с точки зрения механики 
а гоже статистики (ср. [17]). Каждое отклонение от идеальных свойств оболочки 
является случайной величиной, определяющей условия эксперимента. Согласно 
статье Л. V. Д о н э л а и Ц. Ц. Уана [18] можно сосредоточить влияние этих от­
клонений во влияние толко т. наз. „неизбежных" начальных прогибов. 

Начальные прогибы сферической оболочки рассматривались до сих пор толь­
ко в предположении осевой симметрии начальных и дополнительных прогибов 
(ср. [12] — § 58, стр. 374 или [19]), хотя реальные оболочки не обладают точно 
симметричной формой ([10], [М^, [14]). 

Нужно разобрать, как следует, также случай несимметричного начального 
и дополнительного прогиба, и это мы поставили целью настоящей работы. 
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ 

У пологого сферического сегмента имеются еще в незагруженном состоянии 

начальные прогибы 

>у° = 1%Ра(в) + (СРа(о) соз р , д е <0, 1> , р е < - я , и) . 

Здесь $ = г/а отношение отстояния от оси вращения к радиусу опорного 

кольца, г толщина оболочки (фиг. 1), Р8(д), Ра(о) подходяще избранные простые 

полиномы, удовлетворяю­

щие краевым условиям и со-

ответствующие симметрич- \ \ \ 1 
\ 1 I 

тричной" деформации, 4° \ Ч ^ ^ - ^ 
или же С а безразмерные пара- > < > ^ \ " И/° 

метры симметричного, или 

же „антисимметричного" на­

чального прогиба, Р уголь 

меридиана. $ \ 

Кроме того м ы употреби­

ли обозначения, пердполо-

жения и выводы из §§ 20, 

25 и 58 книги X. М. М у ш т а -

р и и К. 3. Г а л и м о в а [12]. 

Задачу м ы будем решать 

в перемещениях и, V, н>. Это Рис. 1. 

компоненты упругого сме­

щения в осях сопровождающего триэдра в радиальном, тангенциальном и но­

рмальном направлении недеформированной срединной поверхности оболочки. 

Уравнения равновесия м ы решим, применяя вариационный метод Бубнова-

Галеркина, приблизительно так, что положим (см. [12], (25.23)) 

(2.1) 

дТ2^ 
Pi - т2 

dTx OT12\ c /+ dTí2 
Q — + — ~ bu + 2T12 ! O — -

dg dp J \ dg дß 
ôv ÚQÚp = 0 , 

(2.2) D . ÅAv к°7 + ì ) + 2T12(;c12 + к?2) + Г, (к. + к? + i ) + 

1 
T. ~ T2 + Q

 dJ± + 8M i- ~ (w + w°) -
OO Op / a Q OQ 

2T i ť / 7 1 2 4 ' ^ 2 

Z / 12 + O + 
ÕQ дß 

U' + vvu) 

)a2Q2dfr [ 
Ôw . Q dO âß = 0 
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Здесь Т19 Т2, Г 1 2 — нормальные и сдвигающие усилия в резе ^ = конст., или 
же р = конст. деформированной оболочки, ки к2 — изменения нормальной 
кривизны линий ^ = конст., или же Р = конст., к12 кручение параметрических 
линий деформированной срединной поверхности, к°и к2, к12 аналогические ве­
личины, принадлежающие начальным прогибам н>°, р — равномерно распреде­
ленное нормальное внешнее давление, О — область ^ е (0, 1); р е ( — п, п). 

Уравнение (2.1) соответствует условиям равновесия в тангециальных напра­
влениях, уравнение (2.2) в направлении нормали деформированной срединной 
поверхности (3-й вариант уравнений Бубнова-Галеркина). Эти уравнения мы 
легко выведем из (25.23) — [12], незначительно видоизменив их путем подста­
новки: д/да = (1/я) (д/до), В^) = а^. Оператор Лапласа обозначает здесь А = 

= (1/«2) [(-/е) (д/дв) + (д2/де2) + (1/е2) (д21др% 
П р и м е ч а н и е : Аналогичную систему уравнений употребил М. С. Корни-

шин [15] при решении антисимметричных прогибов пологой цилиндрической 
панели под поперечной нагрузкой. 

Систему (2.1), (2.2) переведем постепенно в систему алгебраических уравнений 
путем развития искомых функций в конечные ряды. 

3. ШАРНИРНО ПОДКРЕПЛЕННАЯ ОБОЛОЧКА С НЕСМЕЩАЮЩИМИСЯ 
КРАЯМИ 

Дополнительный прогиб мы выберем в той же самой форме, как и началь­
ный н!° 

(3.1) * = %яР&)+гСаР<1(<>)со*р, е е < 0 , 1 > , ре(-п9п). 

В дальнейшем мы ограничимся тем случаем, в котором края шарнирно под­
креплены, но не смещаются. 

Следовательно, имеет силу при 

(3.2) ^ = 1 , м = у = уу = 0 

и дальше изгибающий момент на контуре, т. е. при @ = 1, М1 = 0, откуда 
следует 

(3.3) (к, + ук2)\вш1 = 0 , 

где 

к* = - 4 ТТ = " 4 К. Р"М + Са К(0) соз /?] , 
а2 д^г а1 

1 / 1 ð2w íдw\_ £ 
Kг ~ ~^\eг дß2 Q дe) ~ a2 -Aa PJ(0) cos P+^-P'S(Q) + 

e e 
+ ^Р'а(д)со*р 

где черточками обозначены обыкновенные производные. 
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Прогиб УУ(̂ , @) должен, однако, удовлетворять еще дальнейшему условию 

(3.4) ААи> < оо 

в окрестности полюса ^ = 0. 

Для полиномов Ря(д)9 Ра(#) это значит, что должно быть 

р? +2Р:-\К+\Р: 

(и аналогично для Ра(о)) опять полиномом в ^. Выберем 

(3.5) Р8(я) = ^*- 2V1^
2 + А , 

р

а^) = ^4 + Ьд3 - сд, 

где 

V, = (3 + *)1(1 + V), А = 2УХ - 1, 

с = - (у + 6)/(2У + 6), Ь = с - 1 ([12], § 58) . 

Это простейшие полиномы, удовлетворяющие условиям (3.2), (3.3), (3.4) и 
условию Ра(0) = 0. 

Тангенциальные перемещения мы выбиряем в форме конечных рядов 

(3.6) u = £ C, ß,(x) + [U0 ti10(x) + X Ð ; ß,(x)] cos /} + X £, Ö, cos 2/?, 
fc 

І = O 

(3.7) о = [-С/0 и1 0(х) + X 2?, б,(х)] 8ш /» + I С, б,(х) 81П 2)9 . 
I = 0 1 = 0 

Здесь 

х = 2е - 1 ( х е < - 1 ; 1 » , 

б,{*) - Р,-+2(*) " Л(*), е 4(-1) = б,(+1) = 0 ; 
м ю ( х ) = ^ ( я ) — ^о( х) подходящий полином, удовлетворяющий условиям 

и 1 0 ( - 1 ) * 0 , и10(1) = 0, 

Р((х) полином Лежандра, /, т, п, к, /, р натуральные числа, Сь I),, Еь Рь Оь (70 

неизвестные параметры. 
Форму развитии (3.6), (3.7) мы установили на основе предварительного вы­

числения путем применения метода функции напряжений. Этот метод, приме­
няемый, как правило, при решении симметричной деформации пологих оболо­
чек, очерченных по поверхностям вращения, в нашем случае встречает труд­
ности при удовлетворении краевых условий и условий периодичности относите­
льно угла р. 

Как видно, приведенные выражения и(х, /?) и ь(х, ($) удовлетворяют краевому 
условию и = V = 0 при @ = 1, т. е. х = 1. 
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Далее удовлетворены также условия совместности деформаций в полюсе 
о = 0, т. е. х = —1, 

м(— 1, р) = и0 соз /? , у(— 1, Р) = —и0 $т Р , 

где и0 = м(— 1, 0) является общим тангенциальным перемещением полюса в на­
правлении р = 0. Из (3.6) и (3.7) следует, что и0 = С/0 м01(—1). Вместе с тем 
мы удовлетворили и условию, что относительные деформации и сдвиг в сре­
динной поверхности являются в полюсе конечными, т. е. 

(3.8) ег = + - + - (й)2 + 2ойхо)\) < оо , 
а д^ К 2 

1 дV и и> 1 / 0 ^ о\ 

г2 = • -} -И г- - (аг2 + 2со2ш2) < °о , 
а^ др а^ К 2 
1 

«» = -
1 dv 1 /du 

-\ [ v J + 0.)!O)2 + OYLC02 + C01O>2 
a <j£ a@ \dfi 

< 00 

при @ = 0. 

Здесь мы обозначили через 

1 ди! 0 1 сЭи!° 
(о1=-—-, юг = - —— , 

а о# а о# 

1 сЫ> о 1 ^УУ0 

со2 = , со2 = 
а$ ЗД ао др 

повороты касательной плоскости, соответствующие дополнительным, или же 

начальным прогибам. 

При вычислении мембранных усилий по формулам 

^ ЕХ , ч _ Ег / ч _ Е г 
II = г (в! + УЕ2) , Т2 = - - ( е 2 + Уб!) , Г 1 2 = е 1 2 , 

1 - V2 1 - V2 1 + V 

(где е15 г2, г 1 2 определим из (3.8)) и при подстановке в (2.1), (2.2) мы выгодно ис­
пользуем дифференциальные свойства полиномов Лежандра. Дело в том, что 
мы переведем выражения, напр. 

опять в линейные комбинации полиномов Лежандра, что и очень облегчит 

ортогонализацию. 

Как нетрудно убедиться, система координатных функций {6;}0

} или же 

{м10, ^^}^ не является, правда, ортогональной, но она образует всегда полную 

в достаточно широком классе систему линейно независимых функций, как пока­

зывает следующая теорема: 
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Система ^^о полна в смысле равномерной сходимости в классе функций, 

для которых: 

а) /"'(х) абсолютно непрерывна на отрезке <— I, +1>, 

б ) / ( - 1 ) = / ( 1 ) = 0. 

Приведем д о к а з а т е л ь с т в о это го утверждения: 
функцию/из данного класса можно представить в виде 

(1) Дх) = Д х ) - | [ Д - 1 ) + Д1)] - А[/(1) - Д - 1 ) ] х , 

гдеДх) уже в общем удовлетворяет только условию а). 

Построим ряд Фурье по многочленам Лежандра для производной /'(х) 

ОС 

(2) /»=Е-.->.(*)• 
1 = 0 

Ряд сходится равномерно на отрезке < — 1, 1>, так как/'(я) обладает абсолют­
но непрерывной второй производной (см. [20], стр. 572). Для многочленов 
Лежандра имеет силу формула 

(з) да = Р; + 2 (Х) - р;(х) = (2/ + з) р1 +, (. = о, 1, г,...) 

и разложение (2) можно видоизменить следующим образом 

00 

(4) Д х ) = а0 Р0(х) + X Ь, е;(х), 
1 = 0 

где 6- = а1+1/(И + 3) , Р0(х) = 1. 

Уравнение (4) можем теперь интегрировать почленно с сохранением равно­
мерной сходимости 

ос.' 

Дх) = а00 + а0х + ]Г ь1 ^^(x) • 
1 = 0 

Подставляя сюда краевые значения (х = ± 1) и сравнивая с (1), мы легко про­
веряем, что 

/(*) = !>,•№ 
; = о 

и сходимость равномерна. 

П р и м е ч а н и е : Можно поставить другие достаточные условия равномерной 
сходимости вместо условия а) — см. напр. [21], стр. 183). 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ В ПЕРВОМ П Р И Б Л И Ж Е Н И И 

В рядах (3.6) и (3.7) мы ограничимся шести простейшими членами, выбирая 
всюду г = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 
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После проведения ортогонализации мы получим следующие три системы 
линейных уравнений: 

6 уравнений для Сь 

13 уравнений для 1/0, В^ Рь 

12 уравнений для Еь С(. 

Правые стороны этих уравнений, и следовательно и решения, являются ли­
нейными комбинациями выражений 

Ки = ~ (С2 + ЗД, К1а = - ^ (С + 2СС) , 
2а 2а 

^ 2 s — — ís > ^ 2 а — — Ca •> 
iv 

--„--4(«-+í-ff+вд-

Результаты вычислений (для V = 0,3) мы приведем в таблице: 

Таблица 1. 

Параметры тангенциальных перемещений 

Cja 

Cja 

Cг\a 

Cъ\a 

Cja 

Cja 

E0ja 

Eja 

E2la 

Eja 

Eja 

Eja 

Kls * i , Kla 

+ 0,3402 -4,257 + 0,001045 

+ 0,05155 + 0,1393 -0,03201 

-0,007737 + 0,2380 -0,002778 

-0,0008606 + 0,2517 + 0,01273 

+ 4 4 . 10~ 8 -0,1389 -0,003296 
- 1 9 . 10~ 8 + 0,05651 + 0,001076 

K1 

-0,01546 

-0,02768 

-0,006999 

+ 0,01448 

-0,004021 

+ 0,001098 

G0/a 

Gja 

Gja 

Gз/a 

Gja 

Gja 

K,a 

-0,01179 

+ 0,01321 

[ 0,006695 

-0,01101 

+ 0,005239 

-0,002531 

к2a Kas 

D0/a - 0 + 2 9 4 + 0,3825 

Dja + 0,01190 -0,4237 

Dja I 0,007764 + 0,1622 
Dja -0,008296 + 0,05967 

Dja + 0,004176 -0,01764 

Dja -0,001805 + 0,007118 

Fja + 0,2059 -0,7649 

Fja + 0,01472 + 0,2751 

Fja -0,01125 + 0,01572 

Fja + 0,006725 -0,06917 

Fja -0,003053 + 0,02363 

Fja +0,001278 -0,008693 

-1,633 Uja + 0,1627 

-0,008693 

-1,633 

Остается удовлетворить уравнению (2.2), т. е. условию равновесия в направле­
нии нормали. 
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Если бы мы удовлетворили условиям равновесия в тангенциальных направ­
лениях точно, то отпали бы в (2.2) две последние скобки с мембранными уси­
лиями. Так как мы путем ортогонализации удовлетворили этим условиям толь­
ко приблизительно, мы на всякий случай сохраним обе скобки и в дальнейшем. 

Вариациа (1/*) <5н> - Р3(д) 5С8 + Ра(о) соз р 5Са (по (3.1)), следовательно, мы 
положим 

(4Л) | И ^ ) ^ ? ^ = 0 , 

(4.2) (Г [X] Ра(о) д соз р 6д йр = 0 , 

где [X] является символом для выражения в квадратных скобках (2.2). Инте­
грирование в (4.1) и (4.2) кропотливо, даже если мы используем, точно так же, 
как при ортогонализации (2.1), дифференциальные свойства полиномов Лежан-
дра и их ортогональность относительно всех полиномов более низкой степени. 

Теперь мы введем обозначения 

У = - , * = С.+С,°, У = Са+С°а, 

т 
_ УО _ уО 

Х0 — Ь 5 9 Уо — ^а •> 

*o) - K2s = - (* ~ X o ) - K2a = ~ ( y - yo) -
P iv 

oт удa cлeдуeт 

Kls 

t 2 

2a2 
(x2 

^ l a 

t2 

2a2 (y2 

( 2 

З'о), * « = ~ 2 (*•>' - хо>'о) • 

Уравнение (4.1) после подстановки вычисленных коэффициентов из табилцы 1 

и после видоизменения дает 

(4.3) 2™1 = _ х з 9 8 7 2 + х2/ о,01007 - у . 70,25) + ху2 . 3,106 + 
Е1А 

+ х ^ 0 . 2,300 + х(х2 . 98,72 + у2

0 . 1,849 + ух0 . 46,83 - у 2 . 6,090) + 

+ у2(-у . 0,0259 + х 0 . 0,01908) + у(-х0у0 . 2,655 - уу0 . 0,8749) + 

+ ух2 . 23,42 + уу2

0 . 0,9009 - х0у
2

0 . 2,320 - х 0 . 0,01007 + у2х0 . 6,090 . 

Уравнение (4.2) дает 

(4.4) х2(у . 1,332 - у0 . 1,130) + х(уу . 1,0792 - ух0 . 1,999 -

-уу0 . 0,1142 + х 0 у 0 . 3,232) + у3 • 0,01350 - у2у0 . 0,01175 + 

+ у(у2 . 0,05139 - ух0 . 0,5704 - х2 . 4,564 - у2

0 . 0,01350) -

-ух0у0 . 0,3946 - у2у0 . 0,05139 + х2

оУо . 3,130 + ул

0 . 0,01175 = 0 . 
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Чтобы вычислить характеристики нагрузка —прогиб, можно, как правило, 
при данных у, х0, у0 применить следующий способ: выбирая определенную 
последовательность значений у, вычислим для каждого у по квадратичному 
уравнению (4.4) соответствующие значения х. После подстановки х, у в уравне­
ние (4.3) мы получим соответствующие давление р. 

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ П Р И М Е Ч А Н И Я О ВЫЧИСЛЕНИЯХ 

Если мы тщательно исследуем влияние последних членов в развитиях (3.6), 
(3.7) на окончательные коэффициенты уравнений (4.3) и (4.4), то установим сле­
дующее : 

Интегрируя уравнения (4.1) и (4.2), мы можем пренебречь всеми членами, со­
держащими полином ()5; ошибка, допущенная этим в окончательных коэффи­
циентах, не превысит 1%, что в виду приблизительности всей теории пологих 
оболочек является допустимой ошибкой. Следовательно, достаточно ограни­
чить ряды (3.6), (3.7) индексами / ^ 4. 

Однако, если мы хотим достаточно точно установить и тангенциальные пере­
мещения и, V, мы должны в (3.6), (3.7) оставить и члены с ()5, так как их влияние 
того же самого порядка, как и предыдущих членов. 
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Souhrn 

NESYMETRICKÝ PRŮHYB PLOCHÉ KULOVÉ SKOŘEPINY 
S POČÁTEČNÍ DEFORMACÍ, ZATÍŽENÉ VNĚJŠÍM TLAKEM 

IVAN HLAVÁČEK 

V článku jsou sestaveny algebraické rovnice pro výpočet křivek zatížení — defor­
mace u kloubově uložené ploché kulové skořepiny z pružného materiálu, která je zatí­
žena rovnoměrným vnějším přetlakem a má nesymetrické počáteční průhyby. Úloha 
je řešena v posuvech na základě nelineárních variačních rovnic rovnováhy. Souřad­
nicové funkce se skládají z Legendreových polynomů a trigonometrických funkcí. 
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Summary 

ASYMMETRICAL DEFLECTIONS OF INITIALLY DEFORMED 
SPHERICAL SHELL UNDER EXTERNAL PRESSURE 

IVAN HLAVACEK 

In this paper the algebraic equations for the numerical calculation of load-deflection 
characteristics of a hinge supported shallow spherical elastic shell are derived for the 
case of asymmetrical initial deflections and external pressure. The solution is based on 
the non-linear variational equations of equilibrium for the displacements. The coordi­
nate functions are composed of Legendre's polynomials and trigonometric functions. 
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