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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 6 

НЕКОТОРЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 

ЯДЕРНЫХ РЕАКТОРОВ НА БЫСТРЫХ НЕЙТРОНАХ 

ИВО МАРЕК О^о Магек) 

(Поступило в редакцию 29/1 1963 г.) 

В статье рассматриваются вопросы существования решений так назы
ваемых основных уравнений реактора и сопряженных уравнений для ценно
сти нейтронов в многогрупповом приближении кинетической теории. До
казано существование собственного значения с максимальным модулем 
и положительных собственных векторов однородных систем кинетических 
уравнений. Непосредственным следствием существования этих собствен
ных элементов является сходимость итерационных процессов типа итера
ции источника. В статье имеются также сведения о критических параметрах 
и их однозначности. 

ВВЕДЕНИЕ. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧ. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ 

Содержанием этой работы является исследование существования решений 

систем уравнений для транспорта нейтронов в многогрупповом приближении. 

Эти системы вместе с краевыми условиями известны как основные уравнения 

реактора ([3], стр. 33). Мы сосредоточились на исследование реакторов, рабо

тающих на быстрых нейтронах, потому что для тепловых реакторов можно 

воспользоваться системой многогрупповых диффузионных уравнений, суще

ствование решений которой уже доказано в [13]. Следует отметить, что суще

ствование решений системы диффузионных уравнений вытекает, подобно как 

результаты этой статьи, из некоторых общих теорем существования решений 

одного специального типа линейных уравнений в пространстве Тильберта, 

доказанных в [8]. 

Наши исследования тесно примыкают к работам В. С В л а д и м и р о в а [11], 

[12]. Но Владимиров рассматривает лишь одногрупповое уравнение для 

транспорта нейтронов. Использованный им аппарат симметричных и симме-

тризуемых операторов не применим в случае га-группового приближения. 

Приведем теперь содержание отдельных глав нашей работы. 

В главе 1. введены необходимые определения, обозначения и отмечены неко

торые вспомагательные теоремы. Свойства кинетических уравнений много

группового приближения являются содержанием глав 2. и 3. В главе 2. доказано 
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существование положительного характеристического значения и положитель
ных собственных векторов однородных систем уравнений. Глава 3. содержит 
теорию систем неоднородных уравнений, а именно необходимые и достаточные 
условия для существования решений неоднородных систем уравнений для 
произвольных неоднородных членов. 

Глава 4. посвящена итерационным методам построения решений систем 
уравнений или однородных или неоднородных. Особенно отметим доказатель
ство сходимости итерационных процессов, в частности, широко распростра
ненного метода итерации источника. В этой же главе доказываем, что лишь 
существование характеристического значения с минимальным модулем системы 
многогрупповых уравнений для транспорта нейтронов обеспечивает сходимость 
итерационных процессов типа итерации источника. Это утверждение справедли
во также в общем случае непрерывной зависимости кинетического уравнения 
от энергии. Две проблемы, приведенные в монографии [3], стр. 48, сводятся 
к единой проблеме, а именно к проблеме существования характеристического 
значения с минимальным модулем для кинетического уравнения. 

В главе 5. мы занимаемся критическими параметрами ядерных реакторов, 
их существованием и однозначностью. Эти вопросы в литературе почти не 
рассматриваются несмотря на то, что основной задачей расчета ядерного 
реактора является определение его критических размеров и критической массы 
горючего. В главе 5. показано, что проблемы этого рода можно строго матема
тически формулировать и решать. 

Помимо результатов, касающихся исключительно систем кинетических 
уравнений, в работе доказаны теоремы, которые имеют самостоятельное зна
чение и которые находят приложения также в других областях математической 
физики. 

Пусть @ — открытое ограниченное связное множество в г-мерном евкли
довом пространстве &г. Предположим, что все прямые, которые имеют с мно
жеством & непустое пересечение, пересекают его в конечном множестве отрез
ков. Далее предположим, что граница @ множества © является выпуклой и по 
частям гладкой (это означает, что в каждой точке границы, исключая конечное 
множество точек, имеется нормаль). Пусть ^ а Мг ~ множество векторов 
вида ^ = ({З!, ..., ^^), \^\ = V Положим 21 = @ х ^. Мера в 21 опеределена 
в [11], гл. 1. вместе со способом интегрирования. Пусть т — целое положитель
ное число, и 0 < Е± < ... < Ет < + оо — фиксированные значения энергии. 

Системы кинетических уравнений в многогрупповом приближении мы будем 
исследовать в следующем виде 

(0.1) ß . g г a d x , + Ij(r)xj = £ 
fe=j 

m Í* 

ад w;t(л) xk(r, ß') d ß + 
Q 

+ *Z\ # ( ' ) ví(r) w í » xk(r, £2') dfl' + Zj(r), 
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(0.2) - О . 8гаа х* + I .(г) х* = ^ Г ВД ><,.(д) х*(г, О') сЗ^' + 

т л 

+ I Е Г#г) ^(г) н-{» х*(г, О') <Ш' + -* 
^ = 1 */« 

с граничными условиями 

(0.3) х,{г, й) = 0 для г е ^ ) и (п, О) < 0 , 

(0.4) х*(г, О) - 0 для г е Й и (п, .О) > 0 , 

где п = п(г) — нормализованный вектор направления внешней нормали в точке 
г е ® , (п, ^) — косинус угла векторов п, ^ я Я-численный, обычно веществен
ный параметр. 

Замечание 1. Если граница @ не является или выпуклой или по частям глад
кой, то граничные условия записываются более сложным образом, чем форму
лами (0.3), (0.4). Касающиеся этого вопроса подробности читатель найдет 
в работе [11], гл. 1. Потому, что в дальнейшем мы будем несколько раз ссылаться 
на работу [11], где, кроме других определений и результатов, проведена форму
лировка общих краевых условий, не будем здесь вводить точную формулировку 
и будем пользоваться простой записью (0.3), (0.4) и в случае не выпуклой и не 
гладкой границы @, но будем иметь в виду точную формулировку Владимирова. 

Приведем вкратце значения символов введенных в (0.1) —(0.4). Всюду в даль

нейшем ) обозначает индекс 7-ой энергетической группы; 

1а- — поперечное сечение для поглощения, 

I1- — попереченое сечение для деления, 

1е

} — поперечное сечение упругого рассеяния, 

I) — попереченое сечение для неупругого рассеяния, 

2*1 — попереченое сечение для рассеяния: I) = I) 4- Г), 

I) — полное попереченое сечение, 

V* — среднее число нейтронов на одно деление, 

\х — косинус угла между векторами ^ е ^,^/ е О, 

и^Л — плотность вероятности, что нейтрон /с-ой группы при рассеянии попадет 

в 7-ую группу, 

н ^ — плотность вероятности, что нейтрон /с-ой группы вызовет деление ядра, 

при котором появится нейтрон 7-ой группы, 

х] — поток нейтронов, 

х* — ценность нейтронов. 

Предположим, что функции 2] = Г(Еу), I) = 2е(Е]) + 2,'(-Б/)> Ц = 2/(Е])у 
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VI — \^(Е^), } = 1, ..., ш, ограничены, измеримы и неотрицательны в !1 и что 

имеют место неравенства 

(0.5) а,- й ВД ^ /?,. , у, <; у{(г) ^ 8, , ./' = 1, ..., т , 

где а,, /?,-, у,, 6} — положительные постоянные. 

Пусть ядра интегральных операторов, стоящих в правых частях системы 

(0.1), подчиняются следующим ограничениям: 

(а) Функции &8]к = 1к\ч)к(р), ^глк — ^{ук^к{^) неотрицательны и измеримы 
в % и далее того Э^^к > 0 для 1 < ], к ^ т и ^ ] к > 0 для 1 ^ у < к ^ т. 

(Ъ) Функции #я,д, #/,д интегрируемы в О для почти всех пар (г, О) е 21 и имеют 
место соотношения 

(0.6) 9S i Д(r, /i) dß ' ѓ 1, í 3 / J j k(r, /,) d ß ' ^ rç, O ś ^ + c o . 
J« 

(с) Для всех функций Г интегрируемых с квадратом в 21 справедливы соотно
шения 

(0.7) Г | ? (г , О) Г \ д ( г , //) 1^(г, 12') ёО'1 ёг (Ш' ^ 0 , 

(0.8) | ^ ( М 2 ) Г в Л Д (г , /|) Г(г, О') сШ'1 ёг ёГ2 ^ 0 

(^(г, .О) обозначает сопряженное значение к ^(г, &). Подобно тому в дальней
шем д обозначает сопряженное значение комплексного числа о). 

(ё) Для функций \ч)к, и ^ справедливо по крайней мере одно из условий (ё1), 
(62): 

(ё1) Функции \ч)к, х\^к измеримы в О, и имеют место неравенства 

(0.9) ууд(/̂ ) ё/х < + со , и^(/г) ё/л < + со , 1 ^ у, к й т . 

Отметим, что выполнение условий (0.9) обеспечивает выполнение условий 
(а)-(Ь). 

(ё2) Функции 9я^к9&^•^к итегрируемы вместе с ц-ой степенью ^ > \) в О 
относительно «О для почти всех пар (г, О) е 21 и справедливы неравенства 

(0-Ю) Г 9Цг, И) 6С2' й С,, Г 9}.л{г, /<) <Ю' й С/ , I й ./, к й т , 
^ о } п 

где ^5, 4Г — положителънае постоянные. 

Из предположений (а) — (ё) вытекает справедливость некоторых утверждений 
статьи [12], которыми мы будем пользоваться. 
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I. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Символом с^2(21) обозначаем комплексное гильбертово пространство функ
ций интегрируемых с квадратом в 21. В ^2(2Г) определено скалярное произве
дение 

(1.1) < А > ^ > - Г Г х](г^)]фТЩ йг <Ю , 

х]е^2(^1у]е^2(%1] = 1,...,т. 

Пусть Ж = &2(Щ х ... х с^2(21) — прямое произведение т пространств 
^2(21). Пространство Ж со скалярным произведением 

т 

(1.2) (х,у)-Т<хрУ]> 9 хеЖ9 уеЖ9 

х = (хи ..., х т ) , у = (у19..., ут), х] е ^2(2^), у] е Ь 2 (^) -

является пространством Гильберта. 
Символ [;̂ Г] обозначает пространство линейных ограниченных отображений 

пространства Ж в Ж с обычной нормой [10] 

|| ГЦ = шр(Тх, Гх)*. 
(*,*) = 1 

Системы уравнений (0.1) с граничными условиями (0.3) мы будем записывать 
символически 

(1.3) ^x = Вх + АСх + 2 , 

где ^ — диагональная матрица, содержащая операторы ^^^ = 1, ..., т , опре
деленные с помощью соотношений 

(1.4) ^^x^ = ̂  . #гас! х] + 17(г) х,-

и краевых условий 

(1.5) х/г, 12) = 0 для г е ©, (и, О) < 0 , 

7 = 1,..., т . 

Элементами матриц (#д), (Сд) являются операторы Бд, Сд: 

(1.6) влхк = Г ад и^(/.) хк{г, ^') а о , 

(1.7) Cjkxk = ґ I{(г) ví(г) м ^ ) xfc(г, fl') dfí' , 

I ś j , H m. 
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Линейные операторы В]к, С]к отображают пространство ^2(Щ в &2{Щ 
и являются, очевидно, ограниченными отображениями, т.е. существуют а]к, $]к 

такие, что 

0-8) Щкхк\\ ^ал, | |С> Л | | йР]к 

для xке^1(Щ, \\хк\\ = <хк,хк>'1 = 1. Отсюда вытекает, что (В]к) = В е р ] , 
(Сд) = Се [<Г]. 

В статье [11] доказано, что операторы М ]9 определенные с помощью ра
венств 

М Л = — 1 ; х ; , ; = 1,..., т , 

*Х Г ) 
являются линейными и замкнутыми операторами, определенными на мно

жествах плотных в ^2(Щ. Этим свойством тогда обладают также операторы ^^. 

Отсюда вытекает существование сопряженных операторов !,*. В статье [11] 

доказано также, что существуют обратные для М] операторы М^1. Свойства 

(0.5) обеспечивают тогда существование операторов Ь^1, обратных к ^^9^ = 

= 1,..., т. 

Систему (0.2), (0.4) мы можем записывать тоже символически 

(1.9) Ь*х* = В*х* + ЯС*х* + 2* , 

где Ь*, Б*, С* — сопряженные с I , В, С операторы. Существование сопряжен
ных операторов В*, С* является следствием ограниченности операторов В, С. 

Лемма 1.1. ([11]) Образ у] при отображении ^~•1 произвольной функции 
.Ху е Ь2(Л) является ограниченной функцией в 21. Образ у^ при отображении 
1/Т1 неотрицательной в 21 функции х} е <^2(^) является неотрицательной в 21 
функцией. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим оператор 5,-: 

5,*.- = х/г, О ) . 
ад 

Тогда Му = ^ Ь / . Хорошо известно ([11]), что лемма 1.1 справедлива для 
оператора М^1. Отсюда и из (0.5) заключаем, что она справедлива тоже для Ьу1 

потому что 

(1.10) I]1 = М 7 1 5 / , ; = 1,. . . ,т. 

Очевидна следующая 

Лемма 1.2. Существует оператор 17 х обратный к оператору ^. 

Лемма 1.3. Операторы Ь~ В^к, Ц']
1С^к — линейные компактные отображе

ния пространства ^2(Щ в ^ 2(21). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеют место равенства 

Т]1В]к = М]1Б]В]к, Ь-]1С]к = МТ18]С]к, 1 й Ь к й т . 

По лемме 3.2 статьи [12] каждый из операторов М^18^В^к, М~^18]С1к является 
линейным оператором, действующим в пространстве Ь2(21,.Г,-) функций, 
интегрируемых в 21 с квадратом с весом 1]. Утверждение нашей леммы является 
тогда следствием эквивалентности норм в пространствах У2(Щ, ^2(УХ, 1]). 

В качестве следствия получается 

Лемма 1.4. Операторы 1Г1В, Ь~1С являются линейными компактными 

отображениями пространства Ж в Ж. 

Пусть Ж а Ж — конус неотрицательных вектор-функций ([1]). В дальней
шем мы будем пользоваться следующей записью. Для вещественных векторов 
х е Ж, у е Ж соотношение х < у (у > х) обозначает, что у — х = 2 е Ж, или 
что все координаты вектора 2 = у — х неотрицательны в 21. Особенно отметим, 
что 0 < х <=> х](г, О) ^ 0, ] = 1, ..., т; символ 0 обозначает нулевой элемент 
пространства Ж. Очевидно, что 0 < 0. Если х](г, Я) <; у .(г, О), ] = 1,..., т, 
и строгое неравенство у](г, ^) — х](г, ^) > 0 српаведливо на множестве поло
жительной меры по крайней мере для одного индекса ], то пишем х <| у или 
у > х. Очевидно, что х < у следует из х <: у. 

Пусть д — комплексносе число. Тогда д = \д\ . ехр {* аг§ о}, где \д\ обозна
чает модуль и аг§ д — аргумент числа д: — п ^ аг& д < п. 

Пусть хеЖ, х = (х1 ? ..., х т ). Символом |х| обозначаем вектор, координаты 
которого равны \х](г, ^)\ : |х| = (|хх|, ..., |х т | ) , |ху | (г, ^) = \х](г, ^)\, г е @ , 
^ е ^, } = 1, ..., т. Очевидно, что |х| е Ж для всех х е Ж. Если х е Ж — вектор 
с вещественными координатами х ;, ] = 1, ..., т, то х < |х|. Если, кроме того, 
неравенство 

(VII) а г ё х р ( г , 0 ) ф с 

справедливо по крайней мере для одного индекса р на множестве положитель

ной меры, где с — независимая от г я ^ постоянная, то х <̂  |х|. 

Вектор с координатами х](г, ^) ехр {/ аг& х](г, ^)}, /" = 1, ..., т будем обо

значать просто х . ехр {х ш% х}. 

Оператор Те[^Г] называется Ж— положительным ([1]), если Тх = уеЖ 
для хеЖ. Ж — положительный оператор Т называется абсолютно Ж —по
ложительным, если имеет следующие свойства: 

(а) Для произвольного е > 0 и для х е Ж, х ф 0 можно поставить в соответ
ствие целое положительное N = Л'(х) такое, что мера множества нулей вектор-
функции Тпх меньше чем г для п > N. (Нулем вектор-функции у е Ж назы
вается пара (г, ^) е 21 такая, что все координаты арифметического вектора 
у(г^) равны нулю.) 
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(Р) Неравенство 

(1.12) \Т"х\ < Т"\х\ , Л/ = ЛГ(|х|) 

справедливо для всех векторов х е (Ж, которые обладают одним или обоими 
следующими свойствами: 

(р\) аг§ хр(г, ^) Ф коп$1. по крайней мере для одного индекса р на множестве 
положительной меры. 

(/32) Имеются два индекса /, 5, для которых 

аг§ х8(г, й) ф аг& х,(г, ^) 

на множестве положительной меры. 

Лемма 1.5. Операторы 17 хВ, 17х С являются Ж — положительными опе
раторами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы 1.5 вытекает из леммы 1.1 и из 
условий (а) вводной главы. 

^ — положительность операторов Ь _ 1 Б , 17~{С имеет особое значение для 
исследования спектральных свойств системы уравнений (0.1), (0.2) с краевыми 
условиями (0.3), (0.4). Существование характеристических значений этих систем 
является следствием абсолютной <Ж — положительности оператора Т = 
~ (Ь— Б ) - 1 С. Доказательство этого факта является содержанием следующей 
главы. 

Пусть А е [5Г]. Хорошо известно, что существует предел 

1йп \\Ап\\1/п - г(А), 
п-*оо 

который носит название спектрального радиуса оператора А ([10], стр. 263). 

2. СВОЙСТВА МНОГОГРУППОВЫХ КИНЕТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ. 

О Д Н О Р О Д Н Ы Е СИСТЕМЫ 

Хорошо известно, что для Ж — положительных и. для абсолютно /Ж —поло
жительных операторов справедливы следующие теоремы ([1], теоремы 6.1, 6.2; 

[8])-
Теорема А. ([1]) Спектр Ж — положительного линейного компактного опера

тора Т с положительным спектральным радиусом г(Т) содержит по крайней 
мере одно положительное собственное значение ц0. Этому собственному зна
чению соответствует по крайней мере один собственный вектор х0еЖ опера
тора Т и по крайней мере один собственный вектор х0 еЖ сопряженного опера
тора Т*. и справедливы соотношения 

(2.1) 1л0 = ^о*о > * хо ~ 1-1охо > 

|А| ^ о , \1\ й11о, леа(Т), 1ес(Т*), 

где о(Т), о(Т*) — спектры операторов Т, Г*. 
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Теорема Б. ([1]) Пусть Т — Ж— положительный линейный компактный опе
ратор. Предположим, что существуют ие К, | |и | = 1 и с > 0 такие, что для 
некоторого целого положительного р имеет место 

(2.2) Три > си . 

Тогда г(Т) ~> */с. 

Теорема В. ([8]) В спектре о(Т) абсолютно Ж — положительного компактного 
оператора Г е [ ; Г ] , для которого г(Т) > 0, содержится положительное доми
нантное собственное значение ц0, т.е. собственное значение, для которого спра
ведливы неравенства 

(2.3) \Х\ < 1х0 , \Х\ < ц0 

для X е о(Т), X Ф и0, X е о(Т*), X ф р0. 

Указаное собственное значение является простым полюсом резольвенты 
К(Х, Т) = (XI — Т)~х. Координаты собственного вектора х0 (\х0\ = 1), со
ответствующего значению /т0, являются положительными почти всюду в 21, 
и х0 — единственный собственный вектор оператора 7\ принадлежащий кону
су Ж. Собственному значению соответствует собственный вектор х0еЖ 
сопряженного оператора Т*, координаты которого положительны почти 
всюду в 21, и кроме х% (||л"0|| = 1) других собственных векторов оператора Т* 
в конусе Ж не имеется. 

Замечание 2. В статье [8] доказано более общее утверждение, чем пока
зывает В. Для наших целей хватит приведенное нами упрощение и поэтому мы 
избегаем общей формулировки результатов статьи [8]. 

Лемма 2.1. Оператор 17 ХС обладает положительным спектральным ра
диусом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем конструировать вектор не Ж, подчиняющийся 
условию (2.2) теорюмы Б. 

Хорошо известно явное представление оператора Ь]1 = М^^8^ ([11], лемма 
2.2), из которого можно узнать, что у](г, ^) > 0, у -} = ^~^1x^, почти всюду в 21, 
если х/г, Щ §: 0, х;(г, О) ф 0. Здесь нули функции у] зависят лишь от краевых 
условий, значит, не зависит от нулей функции х^. Поэтому существуют мно
жества ф . а @, '} = V ..., т, такие, что тез [ф7- х О] > 0, и мы можем до

га 
биться того, что для ф = П §] т е 8 № х О] > 0. 

; = 1 

Определим функцию 
, ., п для г € «6, ^Е^, 

Ыг, 52) = { 
(0 для г ^ , Й б О . 

т 

Пусть ,9у = тГ ууу(г, .О) где п'у = ^ТГ3

ХС/Ау. По условию (а) вводной главы 
геП,ПеГ2 & = 1 

,9̂  > 0 для 7 = 1, ..., т и 
уу/г, О) ^ ЭДг, О ) , г е ® , .О е 12 . 
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Если мы положим ,9 = т ш #у, у = (г/, ..., V), и = у/Цу||, то получим соотиоше-

ние 17 хСи > &и, и тем самым нам удалось построить искомый вектор м, 
подчиняющийся условю (2.2) с р = 1. По теореме Б существует собственное 
значение т0 оператора Ь~ *С и собственные векторы у0 е Ж, у* е Ж операторов 
17ХС9 [171 С]* такие, что 

17 {Су0 == УОУО , [17 ] С]* V* - г0 .у* , У0 > 0 . 

Лемма 2.2. Ес/7и г( 17 хВ) < 1, т о 

(2.4) Т = ^ - Я ) - 1 С 

— абсолютно Ж — положительный линейный компактный оператор. Более того 
г(Т) > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия г(Ь~хВ) < 1 вытекает, что в норме простран-
оо 

ства [Ж1] ( Ь - Я ) - 1 = (ЯГ 1 , где б = Е [*-~'Д]*> так что 

(2.5) T= X [L" J B] Ќ L~Jc = ß L * c , 
fe-0 

откуда вытекает компактность оператора Тввиду леммы 1.4 и положителность 
г(Т). 

Пусть х е Ж, х Ф 0. Тогда Сх = у ф Ов силу ограничений, наложенных на 
ядра &^•^к. Далее существует целое положительное М такое, что координаты 
вектора 2 = [17 х С\м х положительны на множестве положительной меры. Из 
условий (а) вводной главы, налагаемых на ядра #5,д, &/^ вытекает, что все 

Л' 

координаты вектора уу = ]Г [ЬГ1В~\к 17х С2 положительны почти всюду в 21 для 
^ = о 

достаточно больших N. Тем самым доказано условие (а) абсолютной «ЗГ —поло
жительности оператора Т. 

Выполнение условия ((1) получим следующим образом. Пусть x^ е -^2(21), 
Ь](г, ^) *> 0, Ь/г, О) ф 0. Тогда 

bj(r, Q) xj(r, Q) ár áQ 

л 
i 

+: 

by(r, ß ) |x,-(r, ß ) | cos arg x / r , ß ) dr dí2 + 

fr/r, ß ) |x,(r, ß ) | sin arg x,(r, ß ) dr dí2 i ^ 
í J J 

b,.(r, O) |x/r , Q\ ár ÚQ 

и как известно, равенство имеет место тогда и только тогда, если аг§ х7(г, О) == 
= кош1. для тех (г, О) е 21, для которых Ь](г, ^) > 0. Отсюда сразу вытекает 
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выполнение соотношения Ь~1С\х\ > \ТГ1Сх\ для вектора х = (х19 ..., хт)9 у ко
торого имеется по крайней мере одна координата хр9 для которой аг§ хр(г9 О) Ф 
Ф коп81. 

Если х = (х19 ..., хш), аг&х/г, .0) = с,-, ; = 1,..., т, где с, - постоянные, 
и если найдутся по крайней мере два индекса д9 5, для которых с5 Ф сд, то со
отношение ЬГ1С\х\ >̂ \ТГ{Сх\ получается аналогично как следствие неравенства 

т т 

I хЬ к х к \ й XЬк\х\, ькшо, 
к=1 к=1 

где, как можно просто убедиться, равенство достигается тогда и только тогда, 
если аг& Ъкхк не зависит от /с. 

В обоих случаях доказываемое соотношение \Тх\ <̂  Т|х| вытекает из не
равенств 

Т\х\ - \Тх\ > ^[1Г1В\к {171С\х\ - \Ы1Сх\} > 1Г1С\х\ - \1Г1Сх\ > О, 
к = 0 

ввиду того, что 
со 

\Ту\<^[1Г1В-]к\^'Су\, уеЖ . 
к = 0 

Итак, мы доказали, что Т= (Ь — В)~1 С — компактный абсолютно Ж — по
ложительный оператор. Потому что его линейность очевидна, то тем самым 
лемма 2.2 полностью доказана. 

З а м е ч а н и е 3. Случай г(ТГ1В) ^ 1 теряет физический смысл, точнее, систе
ма уравнений (0.1) с условиями (0.3) не описывает перенос нейтронов. 

Чтобы доказать это предложение, предположим обратное, что система (0.1) 
с условиями (0.3) описывает перенос нейтронов. Тогда соответствующее поло
жительному собственному вектору характеристическое значение однородной 
системы имеет физическое значение и должно быть положительным. Если, 
однако, г(Ь_ 1В) ^ 1, то по теоремам А, Б существуют собственное значение т0 

и соответствующий собственный вектор у0 оператора 17хВ такие, что 

и1Ву0 = т0у09 УоеЖ9 т0^г(^1В)^1. 

С помощью Ж — положительности операторов ЬГ1В9 17 х С выводим просто, 
что для произвольного А > 0 и у е Ж имеет место соотношение 17(А) у > 171Ву9 

где 

(2.6) 1/(А) = ТГ1В Л- Х^ХС . 

Оператор 11(1) является линейным компактным оператором для А, подчиняю
щихся условию |А| < фсо, и Ж — положительным для А ^ 0. Из теоремы В 
вытекает существование собственного значения V0(А) и ему соответствующего 
собственного вектора х(А) е Ж\ 

с/(А) х(А) = у0(Я) х(А), А ^ 0 . 
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Из теоремы Б следует справедливость неравенств 

Ф) = Ч = 1 
для Я ^ 0. 

Однако в нашем случае х0 = ^~^Вx0 + ?Х~1Сх0, т.е. У0(Х) = 1. Тем самым 
является недопустимой возможность г(ТГ1В) > V ибо 1 ^ т0 = г^~1В). Ра
венство г(Ц~хВ) = 1 тоже не может выполняться, ибо в этом случае из у0 = 
= ^~ хВу 0 следует равенство 

(2-7) ^у0 = Ву0 . 

Но, ввиду тото, что операторы I,, В описывают диффузию, поглощение и рас
сеяние нейтронов, то в рассматриваемой среде цепная реакция всегда затухнет, 
и это противоречит равенству (2.7). Мы доказали, что условие г(ТГхВ) < 1 
является естественным. Мы будем поэтому предполагать его выполненым. 
Отметим, что в конкретных проблемах теории и расчета ядерных реакторов 
удостоверение этого условия не затруднительно и, как правило, его выпол
нение очевидно. 

Теорема 2.1. Множество знамений X, X, для которых имеется нетривиальные 
решения систем, 

(2.8) ^x = Бх + ХСх , 

(2.9) ^*x* = Б*х* + 1С*х* 

не более чем счетно, но не пусто. Существуют Х0 > 0 и векторы х0 е Ж', х0 е Ж, 
являющиеся решениями систем уравнений (2.8) и (2.9). Кроме сх0, с*х0, где 
с, с* — положительные постоянные, системы (2.8) и (2.9) не обладают другими 
неотрицательными решениями. Значение р0 = Х0

 1 является простым полюсом 
резольвент К(Х, ( Ь — В)~1 С), К(Х, С*(Ь* — В*)~1) и доминантной точкой спек
тров операторов (I.— В)'1 С, С*(Ь* — Б * ) ~ \ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во-первых, докажем, что каждый собственный вектор у 
оператора Т— (I. — В)~1 С, соответствующий собственному значению р с не
нулевым модулем является решением уравнения (2.8) с X = /г- 1 и обратно, 
каждое ненулевое решение уравнения (2.8) является собственным вектором 
оператора Т. Аналогичное предложение справедливо также для сопряженной 
системы. Однако, здесь положение более сложно. 

Пусть х — собственный вектор оператора Г, соответствующий собственно
му значению //, т.е. (Ь — Б ) - 1 Сх = /*х, или /г_1Сх = (Ь, — В) х. Обратно, пусть 
х — решение уравнения (2.8) для некоторого X Ф 0, т.е. ^x = Вх + ХСх, откуда 
х = Х(Ь — В)1 Сх, так что х — собственный вектор оператора Т. 

Приходим к сопряженной системе. Пусть у* — собственный вектор опера
тора Т* = С*(Ь* — Б * ) - 1 , соответствующий собственному значению//: Т*у* = 
= ру*, \р\ Ф 0. Положим 2* = ^ * — Б * ) " 1 у*, так что (I.* — Б*) 2* = у* = 
= / Г ^ С * ^ * — Б*)" 1 у* = /1~1С*_г*. Мы видим, что каждому собственному 
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вектору у* оператора Т*, соответствующему ненулевому собственному значе
нию /I, можем поставить в соответствие ненулевое решение 2* = (Ь* — Б * ) " 1 у* 
уравнения (2.9) с Я = р~1. Наоборот, пусть 2* является решением уравнения 

(2.9) с Я Ф 0. Полагая};* = С * 2*, получим (Ь* - В*)"1 у* = (I* - В*)'1 С*2*-^ 
= Х~12*, следовательно, С*(Ь* — В*)~1 у* = 1~1у* и тем самым доказано 
и обратное предложение. 

Существование не более чем счетного множества значений Я, Я, для которых 
имеются ненулевые решения однородных систем (2.8), (2.9), вытекает из линей
ности и компактности оператора Т = (Ь — В) 1 С. Существование положитель
ного характеристического значения Я0, его свойства и свойства соответствую
щих собственных векторов х0, х* вытекают из леммы 2.2 и теоремы В. 

Замечание 4. Существование по крайней мере одного собственного вектора 
х0еЖ уравнения (2.8) и по крайней мере одного собственного вектора х%еЖ 
уравнения (2.9), соответствующих положительному характеристическому зна
чению Я0, мы можем получить с помощью тех же рассуждений, пользуясь 
только леммой 2.1. 

В заключение этой главы мы приведем одно предложение, с помощью кото
рого будет облегчен выбор начальных приближений для конструкции характе
ристических значений и собственных векторов уравнений (2.8), (2.9) итерацион
ными методами. 

Теорема 2.2. Если /л0 является доминантным собственным значением (соб
ственным значением с максимальным модулем) оператора Г е [ . ^ ] , то су
ществуют операторы 

(2.10) В1 = Итр0

пТп, С1 = Нт/г 0 "Г* п 

п-»оо п-*со 

и оба эти оператора абсолютно Ж — положительны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение теоремы 2.2 является следствием су
ществования доминантной точки спектров операторов Т, Т* ([4], теорема 1) 
и абсолютной ,>Г — положительности этих операторов. 

Следствие. Если х еЖ, х ф 0, то Вхх >̂ 0 и Схх >̂ 0. 

Замечание 5. Пусть р0 — доминантная точка спектра оператора Т. 
Вектор хеЖ, х ф О не может принадлежать множеству ЗС © М\110\ где 
Л(\х0) = {х | }10х — Тх = 0}, и множеству Ж © Л*(р0), где Л*(р0) = {х | р0х — 
- Т*х = 0}. 

Из теоремы 1 статьи [4] следует, что 

1 Г | г 
В1 = — К(Л, Т) áX , С, = 

~ : 'Jco 

R(Å, T*) dЯ, 
C 0 

2л1]Со 2л1 у 

где С0 — окружность с центром в точке /л0 и с достаточно малым радиусом. 
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3. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИИ НЕОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ 

00 

В предыдущих галвах мы доказали, что Т = ( Т — Б ) _ 1 С = ^] [ТГ1В~\к 17хС 
к=0 

является линейным компактным оператором. Мы доказали тоже, что имеется 
положительное доминантное собственное значение /10 оператора Т. Этими 
свойствами обладает также сопряженный оператор Т*. 

Произвольная точка V, принадлежащая комплексной плоскости, для которой 

(3.1) П р о 

является регулярной точкой резольвент К(Х, Т) = (XI — Т)~\ К(Х, Т*) = 

= (XI — Т * ) " 1 . Это значит, что уравнения 

(3.2) ш — Ти = у , у е Ж , 

(3.3) ш* ~ Т*и* = у* , у* е Ж , 

обладают единственными решениями и = К(у, Т) у, и* = К(у, Т*) у*. Неодно
родные системы (0.1)- (0.4), или, что то же самое, (1.3) и (1.9) и уравнения 

х - Х(Т~ В)'1 Сх = ( Т - В)'1 2, X = V"1 , 

С*х* - ХС*^* - Б * ) " 1 С*х* = С*(Ь* - Б * ) - 1 2* 

эквивалентны. 
При условии, что 

(3.4) |Я| < А 0 = ^ - \ 

уравнение (1.3) ((1.9)) имеет одно и только одно решение х б Ж (х* е Ж) и спра
ведливы равенства 

(3.5) х = [I - Я(Т- Б ) " 1 С ] " 1 ( Т - Б ) " 1 г , 

С*х* = [I - 1С*(Т* - Б * ) " 1 ] - 1 С*(Т* - В*)~{ 2* , 

и 

(3.6) х* = Ц1* - Б * ) - 1 С*х* + (Т* - Б * ) " 1 2* . 

Если А, Я произвольны, то уравнения (1.3), (1.9) обладают решениями тогда 
и только тогда, если неоднородные члены 2, 2* подчиняются условиям ортого
нальности 

(3.7) (2, у*) = 0 , 

(3.8) (у, 2*) = 0 , 

где у* — произвольное решение однородного уравнения (2.9) и у — произволь
ное решение уравнения (2.8). 
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Чтобы доказать это предложение, вспомним, что ввиду линейности и ком
пактности операторов Т, Т* уравнения 

(3.9) и - ХТи = 5 , 

(3.10) и* - 1Ти* = 5* 

имеют решения в том и только в том случае, если (5, V*) = 0, (р, з*) = 0 для 
каждого решения V* уравнения 

(3.11) V* - 1Т**;* = 0 

и для каждого решения V уравнения 

(3.12) г - ЛГи == 0 . 

Очевидно, что уравнение (1.3) разрешимо тогда и только тогда, если разреши
мо уравнение (3.9) с правой частью 5 = (Т— Б ) " 1 2. Аналогично, уравнение 
(1.9) разрешимо тогда и только тогда, если разрешимо уравнение (3.10) с правой 
частью 5* = С*(Ь* — Б * ) " 1 2*. Из линейности и компактности операторов Т, Т* 
вытекает ([10], теорема 5.5 — I, стр. 283), что необходимым и достаточным 
условием разрешимости уравнений (3.9), (3.10) является выполнение равенств 

(3.13) 0 = (5, V*) = ( ( Т - Б ) " 1 2, V*) = (2, (Ь* - Б * ) " 1 V*) , 

0 = (V, 5*) = (V, Т*2*) = (П, 2*) = Х~\Ю9 2*) , 

где V — решение уравнениея (3.12) и V* — решение уравнения (3.11). 

Положим у = V, у* = (Т* — Б * ) " 1 V*. Аналогично как в доказательстве 
теоремы 2.2 получим, что только что определенные векторы у, у* являются 
решениями уравнений (2.8), (2.9). Из (3.13) следует справедливость равенств 
0 = (г, у*), 0 = [у, 2*) — условий ортогональности. 

Тем самым доказана 

Теорема 3.1. Необходимым и достаточным условием разрешимости уравне
ний (1.3), (1.9) является выполнение условий ортогональности (3.7) и (3.8). Если 
имеет место неравенство (3.4), где р0 = Х0

 х — доминантная точка спектра 
оператора Т, то существует одно и только одно решение уравнения (1.3) ((1.9)) 
для произвольного вектора 2 е Ж (2* е Ж) и вид решения дается формулой (3.5) 
((3.6)). 

4. ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Широко распространенным методом конструкции решений систем уравнений 
(1.3), (1.9) является, бесспорно, итерационный метод. Для конструкции решений 
однородных задач используется особенно так называемый метод итерации 
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источника. Этот метод является в определенном смысле математической 

моделью физических процессов, описываемых этими системами. В теории 

приближенных методов метод итерации источника известен как модифициро

ванный метод Келлога построения собственных значений и собственных 

векторов. Почти все на практике употребляемые итерационные схемы типа 

итерации источника мы можем получить с помощью единого принципа (см. [4] 

и [8]). К построению решений неоднородных систем используются некоторые 

комбинации метода последовательных приближений Б а н а х а - Р а л л я [7], 

[5], [9]. 

Метод итерации источника мы можем определить с помощью формул 

(4.1) 1><л) - Си(п), Ьи(п + 1) = Ви(п + 1) + Vм , 

„ _ ; ,.(/1+1) и __ г(0) 
Ып+1 — Л(п)и » "(О) — х > 

(4.2) Ь*ц*и) = Я*и*и) + V*™ , и*(п + 1 ) = С*м(*л), 

у*(л+1) _ Д* ^ ( " + 1 ) ^*(0) __. х *(0) 

Зф(п)) (4.3) 
( л ) z;(u<"+1>) 

(44) X* - _ _ > * ! _ _ ! _ 
( 4 - 4 ) Я ( и ) " ,'п(и*(п + 1)) ' 

где г̂ , 2п — функционалы, подчиняющиеся следующим условиям: 

Предположим что справедливы неравенства 

(4.5) \у'п(х ~ у)\ й С,\\х - у\\ , \ф - у)\ й С2\\х - у\\ , 

х е 1 , уЕЖ, 

в которых с19 с2 — постоянные, независимые от п, от х и от у. 

Пусть существует функционал у' такой, что 

(4.6) у'п(х) -> у'(х) , ф) = у'(х) 

для произвольного вектора х е ! 
Пусть равенства 

(4.7) у'п(Хх) = Xу'п(х) , г'„(Хх) = Хг'п(х) 

имеют место для всех векторов х е Ж и X > 0. 

Предположим далее, что найдется 5 > 0 такое, что неравенство 

(4.8) \у'п(х) - у'(х)\ + \2'„(х) - у'(х)\ _ С3(х) и " 1 - ' 

справедливо для всех векторов х е ?! для достаточно больших п. 
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Пусть начальные итерационные векторы х^°\ х*(0) положительны, т.е. 
х(0) еЖ^ х(о) + 0 > ^(о) еж^ х * ( 0 ) + 0 

Наконец, пусть 

(4.9) Д Г ^ ( 0 ) ) Ф О , 2П(Т^ ( 0 )) Ф 0, 

у'п{Т*пх*т) ф 0 , 2п(Т*пх*(0)) Ф О 

для п = О, 1, .... 

Вид некоторых на практике употребляемых последовательностей функцио
налов мы покажем позже. 

Теорема 4.1. Пусть х{0) е Ж, .х*(0) еЖ — ненулевые векторы. Если выполнены 
условия (4.5) —(4.9), то для последовательностей (4.3), (4.4) справедливы со
отношения 

(4.10) <*(„)-» Л 0, Л(*)-*Лч> 

г/ ЭЛЛ последовательностей {и(п)} из (4Л)и {*/*„>} из (4.2) в норме пространства Ж 
имеют место соотношения 

(4.11) l(n) ~* uO > w (л) 

где и0 — собственный вектор уравнения (2.8) и и0 — собственный вектор уравне
ния (2.9), соответствующие характеристическому значению Я0, где А0 * = //0 — 
доминантная точка спектров операторов Т, Г*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливост соотношений (4.10), (4.11) следует из 
теоремы 4' статьи [8], условия которой выполнены в силу (4.5) —(4.9). 

Замечание 6. В силу условия (Ъ) вводной главы и в силу леммы 1.1 коорди
наты и01, ..., и0т собственного вектора и0, о котором речь идет в теореме 4.1, 
являются ограниченными в 21. Начальные итерационные векторы х^0), л:*( ' по
этому выбираем так, чтобы их координаты были ограничены в 21. 

Если мы определим некоторый итерационный процесс с помощью функцио
налов уп, 2п подчиняющихся условиям теоремы (4.1), то у нас имеется возмож
ность строить другие итерационные схемы, комбинируя имеющиеся схемы. 
Мы будем поэтому в примерах приводить лишь одну из последовательностей 
{у'п}> {2'п}> потому что всегда можем построить итерационный процесс с у'п = т.'п. 

П р и м е р 1. Предположим, что ^ 0 ) е ^^, ^ 0 ) Ф 0, ^ 0 ) = (х[°\ ...,^0)) и что 
найдется точка (г0, ^0) е 21 такая, что х(

1°\г0, ^0) > 0, ] = 1, ..., т. Пусть опе
ратор А е [%~\ обладает тем свойством, что у3{г0, ^0) > 0, где у = Ах имеет 
место для произвольного вектора x = (хи ..., х1И), для которого х](г0, ^0) > 0. 
Положим 

т 

(4.12) у'Лрс) = I СооОо, О0), 
^=^ 
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где у = Ах и (у — или 1 или 0 и X! 1С/1 > 0. Мы получим итерационный процесс, 
.7 = 1 

для которого 

10[^«(п)], (го, о0) 
(4.13) Л(п) = 

Еа4и ("+ 1 )],(г0,Й0) 

где м(л), 1г(м+1) определены формулами (4.1). В частности, если А = I (I — иден-
тический оператор) и С/ = 1 Для I = 1,..., т , мы получим хорошо известную 
схему ([3], стр. 47, [14]). 

Явный вид последовательностей {м(л)}, {и*п)} приводить не будем. Мы на
деемся, что вид формулы для Л(п) предоставляет возможность сделать достаточ
но наглядное представление о структуре рассматриваемого процесса. 

П р и м е р 2. Пусть <9 Ф Л е р ] — некоторый Ж — положительный опера
тор (символ О обозначает нулевой оператор). Положим 

(4.14) г ф ) = / ( * ) = \\у\\9 у = Ах, 

откуда 

(4.15) А ( л ) = ^ ^ 
\\Аи{п+1)\\ 

где и(п), и(п+1) определены формулами (4.1). Если А = I, то процесс (4.15) — хо
рошо известный процесс К е л л о г а [4]. 

П р и м е р 3. Пусть 0 Ф Ае[%'~\ — некоторый ^ — положительный опера
тор. Положим 

(4-16) у'п(х) = (Ах, уп), 

где {уп}, уп е Ж — последовательность слабо сходящаяся к вектору уеЖ: 
(х, уп) -+ (х, у) для всех векторов х е Ж. Мы получим систему итерационных 
схем следующего вида 

(4.17) Я(и) = - 1 ^ И > ^ ) _ 

где векторы м(л), и
(п + 1) определены формулами (4.1). 

Специальным выбором векторов уп мы получим специальные итерационные 
схемы. Поэтому спрашиваем, которая из этой системы схем является наилуч
шей. В статье [7] доказано, что если в качестве критерия оптимальности взять 
некоторые экстремальные свойства рассматриваемой совокупности итерацион
ных схем, то оптимальным процессом типа (4.17) является процес, у которого уп 

является элементом сопряженной итерационной последовательности. Это зна-
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чит, что у„ = 1?*(">, где г*("> определяется формулами (4.2) и 2.*я) = Я(п), где А = /. 
Преимущества этого процесса показывают соотношения 

_ (и___ г*(">) _ (и__, Г*У ( 0>) = (Т"и ( 0 ), Т*"у*<0)) = 

<л> (и(" + 1>,1)*(">) (и("+1>, 7"'*(")у*(0>) (Г" + 1 и ( 0 ) , Т*"(;*(0>) 

= (Т 2 "и ( 0 ) , г*(0>) 

(Г 2 " + >и ( 0 ) ,,* ( 0 >) ' 

откуда видно, что приближение Я(и), данное по формуле (4.17) с уп = У*(Л) равно 

Я ( 2 л ) с у„ = г*(0>. 

Замечание 7. Л прикладных задачах показывается, что преимущества „опти
мального" процесса еще больше, чем показывает его простая связь со стацио
нарным процессом у'п = *;*(0). Это объясняется появлением ошибок округления. 
Ошибки округления, как известно, связаны с числом проведенных итераций. 
В случае „оптимального" процесса число итераций равно п + п в отличие от 
стационарного процесса, где число итераций равно 2п, а, значит, у „оптималь
ного" процесса получаем ошибки округления порядка п, между тем как у ста
ционарного процесса эти ошибки порядка 2п. 

Для полноты мы приведем точную формулировку „оптимальности" процесса 
(4.17) с уп = !?*<">. 

Теорема 4.2. ([7]) Итерационный процесс (4.1), (4.2) с Я(и), определенными 
формулой (4.17) и с уп= у*(и), А = I, оптимален в том смысле, что минимумов 
функций 

фп(у) = (и(" + 1 ) - Уи(п), м*(п + 1 ) - VV^п)) 

достигается в точках V = Я" 1 , п = 0, 1, .... Равенство 

Шп фп(у) = ф(у) , 
П-+00 

где 
«АМ =/32(^о - V)2 ( ^ х ( 0 > , С.х-<°>), 

00 

0 = П ^О^(п) > 
и = 0 

имеет место равномерно в произвольном отрезке <у_, У2>, — оо < У_ 5_ У2 < 
< +00. 

К построению решений неоднородных систем (1.3), (1.9) мы можем, правда, 
пользоваться методом Банаха-Ралля, однако из-за медленной сходимости мы 
вынуждены использовать некоторые методы для ускорения сходимости итера
ционных последовательностей типа Банаха-Ралля. Широко распространенным 
методом ускорения сходимости итерационных процессов является метод 
Л ю с т е р н и к а [2], [5], [8] [11], [12]. Метод ускорения Люстерника заклю
чается в использовании некоторых приближений доминантного собственного 
значения оператора Т. 
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Чтобы обеспечить сходимость итерационных последовательностей мы тре
буем, чтобы рассматриваемые системы обладали единственными решениями. 
Мы будем поэтому предполагать, что 

(3.4) |Л| < л0 , 

где Л~* = р0 — доминантная точка спектра оператора Т. 

Определим итерационные процессы 

(4Л8) 2 я + 1 = - ^ (Л(п)Уп + 1 - куп) , 
Я ( и ) - А 

(4-19) г„*+1 = Ц ( 1 * ) У * + 1 - а д , 
А ( и ) — А 

в которых А(П), А*И) определены формулами (4.3), (4.4) и у„, у* — это последо
вательные приближения, определенные следующими формулами 

(4.20) Ьуп+1 =Вуп + 1+ лСУп + г , у0 = х0 е X , 

(4.21) Ь*х и * + 1 =Бх и * + 1 + 1уи* + 2*, уи*+1 = С*хи*+1, х* е X , у* = С*х* . 

Сходимость итерационного процесса (4.18), (4.19) является следствием абсо
лютной Ж — положительности оператора Т= (Ь — Б ) - 1 С ([8], теорема 4). 

Теорема 4.3. Если выполнено условие (3.4), то последовательности {1п}, {2*} 
определенные формулами (4.18), (4.19) сходятся в норме пространства Ж к ре
шениям х, х* уравнений (1.3), (1.9), где 2,2* произвольные элементы простран
ства %\ Имеют место оценки 

(4.22) \\*п-А йс^\ V>^ч 

| |2И*-Х* | | ^ С * У , V>^, 

где с0, с0 — независымые от п постоянные ид— радиус наименьшего круга 
с центром в начале системы координат и содержащего спектр оператора Т 
кроме точки Хр0. Итак, V < \лр0\. 

З а м е ч а н и е 8. Известно ([5], [8]), что последовательности {у}, {у*}, опреде
ленные формулами (4.20), (4.21), сходятся по норме пространства Ж к реше
ниям х, х*. однако медленнее, чем последовательности (4.18), (4.19). Справедли
вы оценки 

(4.23) 11Л-*И ййо\Ы\ 

где й0, ^* — независымые от п постоянные. Очевидно, что преимущества про
цесса (4.18), (4.19) по сравнению с последовательными приближениями (4.20), 
(4.21), тем больше, чем больше отношение р0^. 
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Следствие. Если мы положим в формулах (4.18), (4.19) х0 = (Ь— В)~х г, 
х0 = С*(Ь* — 5 * ) - 1 2 * , получим итерационную последовательность в форме 
„усеченного" ряда Нейманна ( [ И ] , глава 6). 

vn + 1 

vn+í 

Лn) 
~ľ ^л+l + L,Xk 9 

Л(") y* -4- V x * 
Я ( и ) - À k=o 

где 

хк = (ЯТ) х 0 , х& = (лТ ) х 0 . 

5. К Р И Т И Ч Е С К И Е ПАРАМЕТРЫ 

Если уравнения (0.1), (0.2) с краевыми условиями (0.3), (0.4) описывают плот
ность и ценность нейтронов в ядерном реакторе, то операторы Ь, Б, С в уравне
ниях (1.3), (1.9) зависят от некоторых параметров, например, от размеров реак
тора, от состава горючего и от подобных параметров. 

Пусть Г — интервал вещественных чисел и пусть оператор Т = (Ь— В)~1 С 
зависит от у е Г. Критическим значением (параметром) называется такое 70 е Г, 
для которого соответствующее доминантное собственное значение р0(у0) 
равно 1. В том случае реактор называем критическим. Для ^0(7) < х реактор 
является по определению подкритическим и для р0(у) > 1 надкритическим. Из 
физических соображений очевидно, что существует не более чем один критичес
кий параметр. Следуя тем же соображениям, мы ожидаем, что ц0 = ц0(у), 
у е Г является строго монотонной функцией. Если эта гипотеза справедлива, 
то из нее следует существование или несуществование, а в случае существо
вания и однозначность критического параметра. Докажем, что эта гипотеза 
справедлива. Монотонность функции р0 = р0(у), у е Г, является следствием 
монотонной зависимости оператор-функции Т= Т(у) от названного аргумента. 

Определение. Пусть Г = <7-ао> У + аоУ ~* интервал вещественных чисел, — оо < 
< У -оо = У = Т + оо < +°о- Пусть А(у) е \ЗС\ для всех у еГ. Оператор-функция 

А -= А(у) называется непрерывной в точке у0 е Г, если для произвольного е > 0 
можно подобрать 5 > 0 так, чтобы неравенство 

\\А(у) - А(у0)\\ < в 

имело место для весх у е Г, для которых \у — у0\ < д. Если А = А(у) непре
рывна в каждой точке у е Г, то говорим, что оператор-функция А = А(у) 
непрерывна в Т. 

Теорема 5.1. Предложим, что 

1. А(у) е [ЗГ] является абсолютно Ж — положительным оператором для всех 
у е Г. 
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2. Оператор-функция А = А(у) непрерывна в Г. 

3. Соотношение 

[А(у) -~ А(у'У\ х > а(у, у') х , 

в котором ос(у, у') зависит в общем от х и а(у, у') > 0 для у > у', имеет место 
для каждого вектора хеЖ, координаты которого положительны почти 
всюду в Ш. 

Если выполнены условия 1, —5., то функция р0 = р0(у), где р0(у) — доминатное 
собственное значение оператора А(у), является непрерывной строго возрастаю
щей, т.е. 

(5.1) р0(у') < р0(у) для у' <у, у'еГ, уеГ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы В вытекает существование доминантного 
собственного значения ц0(у') оператора А(у') для каждого у' е Г. Пусть х0(у') — 
соответствующий собственный вектор оператора А(у') такой, что *0(у') е К, 
т.е. 

А(У') хоЬ') = РоЬ') *О(У') • 

Из условия 3. выводим соотношения 

Л(у) х0(у') = А(у') х0(у') + \_А(у) - А(у')~] х0(у') > 

> Оо(у') + а(у, у')] х0(у') . 

Теорема Б обеспечивает существовашге собственных элементов V0(у), у0(у) 
таких, что А(у) у0(у) = V0(у) у0(у), где у0(у) е Ж и V0(у) ^ р0(у') + а(у, у'). 
Однако из теоремы В вытекает, что у0(у) = сх0(у), где с — положительная 
постоянная, и тем самым V0(у) = р0(у). Итак, мы доказали справедливость 
соотношений (5.1). 

Непрерывность функции р0 = р0(у) доказывается точно так же, как в случае 
сильно Ж — положительных операторов, что сделано в статье [6], теорема С 

В качестве примера, показывающего использование теоремы 5.1, мы приве
дем зависимость критичности ядерного реактора от обогащения горючего 
одним изотопом с большим поперечным сечением для деления. В этом случае 
предположим, что размеры реактора постоянны, так что реактор становится 
критическим для определенной концентрации присутствующих изотопов в со
ставе горючего. 

Предположим, что функции 1] = 2^(г, у), I) = Г*(г, у), I1. = 1*(г, у), V*- = 
= V^

^(^, у), п ^ = и^(/т, у), и>д = и>д(/л, у) равномерно ограничены в Г. Зависи
мость этих функцшг от степени обогащения предполагается монотонной и удо
влетворяющей условию Липшица, т.е. например, 

Щ(г,у)-^(г,у')\ йк\у-у'\, 

где к — постоянная, независимая то у, у' и от г е @ (у обозначает степень обо-
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гапДения горючего изотопом с большим поперечным сечением для деления, 

и зМ
еРяемого, например, в процентах). Предполагается выполнение слеДУ1°щих 

н еравенств 

1±(г, у) > 11(г, у'), У^Г, у) > у<(г, у), и^(/г, у) ^ ^к(ц, у') 

длЯ У > у\ 

2%г,У)*и^У) = ^(г,У')™%(^У') 

ддЯ У ^ У', 
Г,(г, у) > Х,<г, / ) 

для у > у'. 

Предположим далее, что справедливы тождества 

(5.2) 1#г, у) = 1*(г, у') + оп(г, у, у'), 

у!(г, у) = V{(̂ , у') + С/г

? У, У') , 

1}(г, у) = Х](г, у') + а/г, у, у'), 

где 

(5.3) ал(г,у,у')>0, Цг,у,у')>0, о - / г , у , / ) > 0 

для у > /,./ = 1, ...,га. 

Будем проверять выполнение условий теоремы 5.1 для оператора Т = Г(у) 
в предположении, что условие V вьшолнено для у = 0. Нетрудно убедиться 
в том, что это условие выполняется тогда для всех у > 0, у < + со, ввиду (5.2), 
(5.3). 

Непрерывность оператор-функции Т = Т(у) требуемая в условии 2. является 
следствием непрерывности оператор-функции С = С(у) и равномерной огра
ниченности семейства операторов {[Ду) — В(у)~]~1}. Непрерывность оператор-
функции С = С(у) получим с помощью следующих рассуждений. Ясно, что 
матрица-оператор является непрерывной оператор-функцией в [$'], если каж
дый элемент этой матрицы является непрерывной оператор-функцией в «Й̂ ОЮ-
Непрерывность операторов С]к = С]к(у) 1 ^ ],к ^ га, следует из тождеств 

[Сд(у) - Сд(у')] хк = 

= [ № У) ^(г, у) и ^ , у) - 1{(г, у') у{(г, у') н ^ , у')] хк(г, О') Ш 
^ о 

в силу оценок 

[1{(г, у) V{(̂ , у) н ^ , у) - 1{(г, у') у{(г, у') и^(/г, у')] ^ ^(г, у, / ) ^ # < + оо , 

где д(г, у, у') не зависит от / , кпд — некоторая постоянная. Соотношения 
У{г, У, У') -* 0 для у -> у' справедливы в силу теоремы Лебега и условий Лип
шица. 
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Равномерная ограниченность семейства операторов {[1-(у) — #(у)] 1} выте
кает из оценки 

00 

\\[Ь(у) - В(у)Г1 х\\ = || I [ Г Г » В{у)ТЬ~Чу)х\\ ^ кЛ\х\\ . 
* = 0 

где постоянная к^ не зависит от у б Г. 

Чтобы доказать выполнение условия 3. теоремы 5.1 заметим, что по доказа
тельству этой теоремы мы можем убедиться в том, что ввиду замечания 6, 
для обеспечения справедливости теоремы 5.1 достаточно проверять выполне
ние условия 3. этой теоремы лишь для векторов, координаты которых огра
ничены в 21. Для обеспечения справедливости теоремы 5.1 достаточно доказать 
справедливость соотношений 

(5.4) [Т(у) - Г(/)] х > <у, / ) х , а(у, / ) > О 

для у > у', х б Х\ х = (хи ..., хш) предполагая, что х] ограничены и положитель

ны почти всюду в 21. 

В силу справедливости соотношений 

Щу) - Г(у')] х = Т(у) х-[(Ь- В)" 1 ] (у') С(у) х + 

+ {_(Ь-Ву1-\(у')С(у)х-Т(у')х = 

= {[( ! .- В)" 1 ] (у) - [ ( Ь - В)- 1 ] (/)} С(у) х + 

+ [(!-- -О-'] (У) [С(у) - С(у')] х > [( ! .- В)"1] (/) [С(у) - С(у')] х = 

= 11ь~1в-]к{у') ^-1(у') [с(у) - с(у')] х > ^-1(у') [с(у) - с(/)] х 
* = 0 

достаточно доказать, что 

(5.5) 17 \у') [С(у) - С(/)] х > а(у, у') х , а(у, / ) > О 

для у > у', х е Ж, координаты которого ограничены и положительны почти 
всюду в %. 

Во первых, докажем, что 

(5.6) [С(у) - С(/)] х > р(у, у) х , р(уУ) > 0 для у > у', 

где х = (хи ..., хш) — произвольный вектор, координаты которого ограничены 
и положительны почти всюду в 21. Пусть 2 с 21, 2 = 2В х 0\ тез 2 > 0 — мно
жество такое, что для x^ положительной почти всюду в 21 

*1] = г1](х]) = ш ^ ХАГ> О) > 0 , /7 — т ш *7у • 
геЯВ.ОеО' У 

Если 

<гу = §ир ху(г, &) , т д ( г , //, у, у') = 
(г,С)е51 

= [^*(г> 7) у*(г> У) ^дО*' V) - г *( г > У') ^ ( г , у') н^(/г, у')] , 
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TO 
m 

Z lCjk(y) - cjk(y')] *k = 

= I [-ÍO", V) v{(r, y) <( /* , y) - lf(r, / ) vftr, / ) wj&t, y')] xk(r, O') dí2' ^ 
fc=1 Jfl' 

m ґ i 
= Z Tд(r> M, ľ, ľ') xк(r9 fl') dfl' = т ; . ř/. mes Q' . - Xj(r, fl) , 

*=-Jя' °"j 
гдe 

Т ; = Ш1* X тд(г> ^ У> / ) > 0 • 
(г,0)е31к=1 

Итак, мы доказали, что для произвольной вектор — функции х = (хи ..., хт) 
сx^,^ = 1,..., т положительными и ограниченными почти всюду в 21 справедли
вы соотношения 

(5-7) X [Сд(у) - Сд(у')] х, > р/у, у') х, , 
* = 1 

где 

О < Д/(у, / ) = ^ . т/7, у') ^7* • т е 8 ° ' • 
Положим 

р(у, у') = т т /?/у, у'), 
у 

(/?(у,у') зависит в общем от х). Соотношения (5.7) мы можем записать в форме 

\С(у)-С(у')']х> р(у,у')х, 

что и есть соотношение (5.6). 

Явный вид оператора Ь~] *(у) = [ М ^ 1 ^ ] (у) хорошо известен. ([И]) С по
мощью его мы можем узнать, что мера множества нулей функции у}- — 
= Ь~]1(у)х], х}еЖ, не больше меры множества нулей функции х]. Если х̂ -
положительна и ограничена почти всюду в 21, то найдется множество %х <=• 21 
тез 21! > 0 такое, что 

^ = М х,(г, О) > О 
(г,0)е311 

И 

(5.8) у/г, О) ^ е&аТ \{г, О) = 3,х/г, О) , 

где ^- — положительные постоянные,; = 1,..., т. Это значит, что имеет место 
соотношение 

Ь~\у')х > Э(у')х, / е Г , 
где 

Э = Э(у') = т т 3 / / ) . 
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Из (5.7), (5.8) вытекает, (5.5) с а(у, у') = ЭД/у, у'), и тем самым проверено выпол
нение условия 3. теоремы 5.1. 

Результатом только что приведенных рассуждений является 

Теорема 5.2. Пистъ Г — интервал вещественных чисел у е Г. Каждое у е Г 
пусть обозначает степень обогащения горючего ядерного реактора изотопом 
с большим поперечным сечением для деления. Если Л0(у) — характеристическое 
значение уравнения (2.8) для даной степени обогащения у еГ, то для меньшей 
степени обогащения у' е Г, у' < у, имеет место неравенство Л0(у') > Я0(у). 
Если для некоторой степени обогащения у е Г, А0(у) < 1, то существует обо
гащение у0 е Г для которого Л0(у0) = 1, и степень этого обогащения определена 
однозначно. 
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Výtah 

NĚKTERÉ MATEMATICKÉ ÚLOHY TEORIE RYCHLÝCH 
JADERNÝCH REAKTORŮ 

Ivo MAREK 

Obsahem této práce je vyšetřování existence řešení soustav kinetických rovnic pro 
transport neutronů v mnohoskupinovém přiblížení. Vyšetřují se reaktory rychlé, 
protože pro tepelné reaktory je použitelné mnohoskupinové přiblížení difuzní a teorie 
difusních soustav je známa [13]. 

Uvedeme stručně obsahy jednotlivých odstavců, při čemž hlavní výsledky každého 
odstavce formulujeme ve tvaru teorémů. 

V odstavci 1. jsou zavedeny potřebné definice a označení a jsou uvedena některá 
pomocná tvrzení. 

Systém (0.1) tak zvaných základních rovnic reaktoru ([3], str. 33) v mnohoskupi
novém přiblížení s okrajovými podmínkami (0.2) a systém rovnic k němu adjungo-
vaný lze symbolicky zapisovati ve tvaru 

(1.3) Lx = Bx + ÁCx + z , 

(1.9) L*x* = B*x* + IC*x* + z* , 

kde L, B, C jsou lineární operátory definované formulemi (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) 
a L*, B*, C* jsou příslušné adjungované operátory. Předpokládáme, že platí nerov
nosti (0.5). 

Vlastnosti rovnic mnohoskupinového přiblížení (0.1) —(0.4) závisejí na spektrál
ních vlastnostech operátoru T = (L— B)-1 C, jmenovitě pak na jeho linearitě, 
kompaktnosti a absolutní X — kladnosti (lemma 1.4, 1.5). 

V odstavcích 2, a 3. jsou studovány vlastnosti kinetických rovnic a rovnic k nim 
adjungováných. V odstavci 2. je dokázána existence kladné charakteristické hodnoty 
a kladných vlastních vektorů příslušných homogenních soustav. V odstavci 3. vy
šetřujeme nehomogenní soustavy. Jsou nalezeny nutné a postačující podmínky pro 
existenci řešení nehomogenních soustav pro libovolné nehomogenní členy. 

Věta 2.1. Množina hodnot X, 1, pro než existují nenulová řešení soustav (2.8) 
a (2.9) je nejvýše spočetná, není však prázdná. Existuje / l 0 >0 a nezáporné vlastní 
vektory x0, x* rovnic (2.8) a (2.9), při čemž tyto rovnice nemají jiných nezáporných 
řešení kromě cx0, c*xj, kde c, c* jsou kladné konstanty. 

Věta 3.1. K tomu, aby rovnice (1.3), (1.9) měly řešení, je nutné a stačí splnění 
podmínek ortogonality (3.7), (3.8). Je-li splněna podmínka (3.4), pak rovnice (1.3), 
(1.9) mají jediná řešení pro libovolné nehomogenní členy z, z*. 

Odstavec 4. je věnován iteračním metodám sestrojování řešení soustav homogen
ních i nehomogenních. Podařilo se nám dokázati, že pouhá existence charakteristic-
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ké hodnoty s minimálním modulem soustavy kinetických rovnic zaručuje konvergenci 
iteračních procesů typu iterace zdroje. Toto tvrzeni platí i v obecném případě, kdy 
kinetické rovnice závisejí spojitě na energii. K sestrojování řešení nehomogenních 
soustav doporučujeme Ljusternikovu metodu urychlování konvergence obvyklých 
postupných aproximací Banach-Rahových. 

Věta 4.1. Jsou-li x ( 0 ), x* ( 0 ) nezáporné nenulové vektory a jsou-li splněny před
poklady (4.5)-(4.9), pak pro posloupnosti (4.3), (4.4) platí vztahy (4A0) a (4.11), 
kde u0 vlastní vektor rovnice (2.8) a u0 vlastní vektor rovnice (2.9) příslušný cha
rakteristické hodnotě X0 > 0. 

Věta 4.3. Platí-li nerovnost (3.4), pak posloupnosti {z„}, {z*} definované formule
mi (4A8), (4A9) konvergují k řešením x, x* rovnic (1.3), (1.9) a platí odhady (4.22). 

V odstavci 5. se zabýváme kritickými parametry jaderných reaktorů, jejich existencí 
a jednoznačností. Používáme k tomu věty zaručující spojitost a monotonii vlastní 
hodnoty s maximálním modulem lineární kompaktní absolutně Jť — kladné ope
rátor—funkce závislé na reálném parametru (věta 5.1). 

Summary 

SOME MATHEMATICAL PROBLEMS OF THE THEORY 
OF FAST REACTORS 

Ivo MAREK 

The purpose of this paper is to prove the existence of solutions of the systems of the 
neutron transport equations in the multigroup energy approximation. We are 
interested in fast reactors, since for thermal reactors the diffusion theory approxima
tion can be applied and the theory of these systems is well known [13]. 

Let us recapitulate the contents of individual chapters. The main results are for
mulated in the form of theorems. 

In the first chapter there are giwen the necessary notations and basic auxiliary 
assertions. 

Symbolically, the system (0.1) of the so-called basic equations of the reactor ([3], 
p. 33) in the multigroup energy approximation with the boundary conditions (0.2) 
and the adjoint system of equations can be written in the form 

(1.3) Lx = Bx + ICx + z , 

(1.9) L*x* = B*x* + IC*x* + z* , 

where L, B, C are linear operators defined by (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) and L*, C*, B* 
the corresponding adjoint operators. We suppose that the inequalities (0.5) hold. 
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The properties of the multigroup energy approximation systems (OT) —(0-4) 
depend on the spectral properties of the operator T = (L — B)~l C, especially on 
its linearity, compactness and absolute X — positivity. (see lemma 1.4, lemma 1.5). 

In the second and third chapters the properties of neutron transport equations 
together with the adjoint equations are studied. Namely, in the second chapter the 
existence of a positive characteristic value and positive eigenvectors of the homoge
neous systems is proved. In the third chapter there are found necessary and sufficient 
conditions for the existence of solutions of the unhomogeneous systems with arbitrary 
right sides z, z*. 

Theorem 2.1. The set of characteristic values X, 1 of the systems (2.8), (2.9) is at 
most countable, but non empty. There exist a positive characteristic value X0 > 0 
and corresponding non-negative eigenvectors x0, x0 of the equations (2.8), (2.9). 
Moreover, these equations have no non-negative solutions other than cx0, c*x*, 
where c, c* are positive constants. 

Theorem 3.1. The equations (1.3), (1.9) have solutions if and only if the ortogo* 
nality conditions (3.7), (3.8) are fulfilled. If condition (3.4) holds, the mentioned 
equations have unique solutions x, x* for arbitrary right sides z, z*. 

The fourth chapter is concerned with the construction of iterative methods of 
solutions of both homogeneous and non-homogeneous systems. We have succeeded 
in proving that the existence of a characteristic value with minimal absolute value 
yields the convergence of iterative processes of the type "source iteration". This 
assertion holds also in the general case if the neutron transport equations depend 
on energy continuously. 

Theorem 4.1. Assume that x(0), x*(0) are non-negative and non zero —vectors 
and that conditions (4.5) —(4.9) are satisfied. Then for the sequences (4.3), (4.4) the 
relations (4.10), (4.11) hold, where u0 is an eigenvector of equation (2.8) and u0 

is an eigenvector of equation (2.9) corresponding to the characteristic value X0 > 0. 
For the construction of solutions of the non-homogeneous systems, Ljusternik's 
method of improving the convergence of the usual Banach-Rall successive approxi
mations is recommended. 

Theorem 4.3. If the inequalities (3.4) holds, the sequences {zn}, {z*} defined by 
the formulae (4A8), (4A9) converge to the solutions x, x* Of the equations (1.3), (1.9) 
and the estimates (4.22) hold. 

In the fifth chapter we are concerned with critical parameters of neclear reactors, 
with their existence and unicity. For proving this, the theorem asserting the conti
nuous and monotonous dependence of the eigenvalue with the maximal absolute 
value of a linear compact absolutely X —positive operator —function depending 
on a real parameter is applied. 

Aflpec aBTopa: Ivo Marek C S c , Ustav jaderneho vyzkumu CSAV, Rez, p. Klecany. 
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