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SVAZEK9(1964) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 2 

NIEKTORÉ NOMOGRAMY PRE VÝPOČET ANALYTICKÝCH 
FUNKCIÍ PRVEJ NOMOGRAFICKEJ TRIEDY A DRUHÉHO 

NOMOGRAFICKÉHO RODU V OBORE KOMPLEXNEJ PREMENNEJ 

PAVEL GALAJDA 

(Došlo dňa 13. marca 1963.) 

V tejto práci sú rozpracované normálně tvary analytických funkcií prvej 
nomografickej triedy a druhého nomografického rodu, ktoré sú převedené na 
kanonické tvary a zostrojené ich příslušné zvázky nomogramov v obore kom-
plexnej premennej. 

Mnohé praktické úlohy sa dajú riešiť na základe teorie funkcií komplexnej pre
mennej. Sú však s tým spojené určité ťažkosti, spočívajúce v tom, že výpočty hodnot 
funkcií komplexnej premennej sú dosť zložité a zdíhavé. Taktiež literatura, týkajúca 
sa tabelovania funkcií komplexnej premennej, je skromná s výnimkou niektorých 
tabuliek funkcií ako [16] a [17]. 

Naskýtá sa teda otázka, ako tieto ťažkosti obísť s přihliadnutím na presnosť 
výsledkov, požadovaných praxou. Metoda, ktorá sa v praxi doteraz pri riešení 
mnohých úloh velmi osvědčila a nestráca ani dnes pri značnej výpočtovej technike 
na svojej aktuálnosti, je nomografická. 

Z podnětu sovietskeho matematika-nomografa J. A. VIENERA pojednávám 
v tejto práci o niektorých normálnych tvaroch analytických funkcií uvedených 
v jeho prácach. S týmito funkciami sa v praxi velmi často střetáváme a ich přibližné 
riešenie pri použití obvyklých prostriedkov výpočtovej techniky je pracné a časové 
náročné. Přibližné riešenie nomografickou metodou je v bežnej praxi v mnohých 
prípadoch vyhovujúce. 

Práca navazuje na výsledky J. A. Vifnera. V § I sú uvedené niektoré známe vý
sledky, ktoré v ďalšom používám. V § 2 a § 3 sa vyšetrujú normálně tvary (2.1) 
a (3.1), ktoré prevádzam na kanonické tvary a konštruujem zvázky nomogramov 
týchto analytických funkcií prvej nomografickej triedy a druhého nomografického 
rodu v obore komplexnej premennej. Ďalej sa ukazuje použitie Vilnerových vý
sledkov na nomografické zobrazenie elementárnych tvarov (2.1) a (3.1), pričom nie 
pre určité hodnoty parametrov, ako to robili pre niektoré elementárně tvary J. A. 
Viíner a před nim J. RYBNER a H. SCHWERDT, ale pre Tubovolné hodnoty parame-
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trov, z ktorých dostaneme zvázok nomogramov. Isté hodnoty parametrov sú volené 
len tie, ktorých změna spósobuje posunutie kótovania stupnic. 

1. Nech je daná analytická funkcia 

(1.1) F(w,z) = 0, 

kde z = a + bi, w = p + qi, p = p(a, b), q = q(a, b), a = a(p, q), b = b(p, q), 
pričom vylučujeme triviálny případ lineárnej funkcie w = yz + a s reálným alebo 
rýdze imaginárnym koeficientom y (komplexný případ sa nevylučuje). 

V tejto práci sa budem zaoberať spojnicovými nomogramami, ktoré sú schopné 
zobrazenia. Skór, ako přikročíme k vlastnej práci, připomeňme si niektoré základné 
pojmy o funkcii (1.1). 

Analytičku funkciu w(z) = p + qi komplexnej premennej z = a + bi budeme 
nazývat* nomografickou, ak sa dá zobrazit' spojnicovým nomogramom o štyroch 
stupniciach, zobrazujúcich štyri reálné premenné a, b, p, q, nezávislej premennej z 
a závislej premennej w. Počet křivých stupnic spojnicového nomogramu funkcie 
reálnej premennej nazýváme rodom nomogramu. 

Pojem rodu nomogramu reálnej funkcie o troch premenných 

(1.2) f(x,y,z) = 0 

rozšíříme aj na funkciu komplexnej premennej (1.1 ). Pojem rodu nomogramu 
rovnice taktiež podobným spósobom sa zovšeobecňuje na nomogramy systémov 
rovnic o TubovoTnom počte premenných, speciálně na nomogramy systémov dvoch 
rovnic 

(1-3) L(x, y, z,) = 0 , f2(x,y,z2) = 0 

o štyroch reálných premenných x, y, zx, z2 a speciálně na nomogramy funkcie kom
plexnej premennej (1.1), alebo, čo je to isté, na nomogramy dvojíc reálných rovnic 

(1.4) p = u(a, b), q = v(a, b) , 

kde namiesto x, y, z I r z 2 píšeme postupné odpovedajúce a, b, p, q, pričom pravé 
strany rovnic (1.4), tj. funkcie u(a, b) a v(a, b), vytvárajú dvojicu združených harmo
nických funkcii splňujúce Cauchy-Riemannove podmienky pa = qh, ph = — qa 

alebo ap = bq, aa = - bp. 
Je potřebné poznamenat', že pojem rodu nomogramu rovnice (1.2) nemóže byť 

přenesený z nomogramu na rovnicu (1.2), lebo v obecnom případe pre rovnicu 
(1.2) neplatí veta o jednoznačnosti nomogramu nomografickej funkcie (1.2) aj čo 
do kolineácie, ako to ukázal J. A. ViTner v práci [4]. 

V prácach [7], [12] bola dokázaná jednoznačnost' nomogramu nomografickej 
funkcie (1.1) aj čo do kolineácie a teda to nám umožňuje určiť nomografický rod 
nomografického systému (1.3) a speciálně nomografickej analytickej funkcie (LI), 
ako rod zodpovedajúceho nomogramu (v reálnom obore obecné hovoriac táto veta 
neplatí). 
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Predpokladajme rovnicu (1.1) riešenú vzhladom na z a položme 

(1.5) a = a(p,q), b = b(p, q) , 

kde a, b je opáť dvojica združených harmonických funkcií. 
Ďalej sú nám potřebné funkcie T a T, určené rovnicami 

(1.6) T - ^ , í = ^ , 

kde wfl, ub, ap, a„ sú parciálně derivácie odpovedajúcich harmonických funkcií a na 
základe Cauchyho-Riemannových podmienok splňujú vztah 

(1.7) T = - i . 

J. A. Vilner v práci [12] dokázal, že rod nomogramu funkcie (1.1) móže byť len 
parny, tj. 0,2 a 4. Nomogram rodu 0 obsahuje štyri priamočiare stupnice. Nomogram 
rodu 2 obsahuje dve priamočiare stupnice a, b a dve krivočiaré stupnice p, q 
alebo naopak (no v žiadnom případe nie kombinácie a, p alebo a, q alebo b, q na tej 
istej kužefosečke). Nomogram rodu 4 obsahuje dve krivočiaré stupnice p, q na jednej 
kuželosečke a dve krivočiaré stupnice a, b na druhej kužefosečke. 

Definítia 1. Analytické funkcie včítane až do druhého nomografického rodu 
budeme nazývat' funkciami prve] nomografickej triedy; všetky iné analytické 
funkcie, ktoré sa dajú zobrazit'pomocou nomogramov, budeme nazývat'funkciami 
druhej nomografickej triedy. 

Pre prevedenie rovnice (1.1) do kanonického tvaru zavedieme si nasledujúcu 
symboliku: 

Nech 

(1.8) T = tgcp, 

kde q> je lubovoíná harmonická funkcia dvoch premenných a, b (alebo p, q, potom 
v tomto případe namiesto T a cp budeme písať Ť a cp). 

Označme 

(1.9) 2тft + тa - (Tq/т) -. = 2тa + (тŕ/т) - тт,, 

1 + т2 ' 1 + т2 

(1.10) ^ , - 2 - i f C - ^ , ^ = 2 ^ , 
1 + T2 1 + T2 

1 f T2 1 + T2 

kde ra, xh sú parciálně derivácie funkcie (1.2) podlá jednotlivých premenných. 
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Ďalej označme 

(111) T = JaoM<Ptáa + 'l/idh+Ct
 S = Jaohho((,2da + ,h~dh + C2 

/ , *~\ ~fb,jdb + C3 • ~(a jda + C4 

(Vl2) ii = e jb° , X = e }a° 

0-I3) L(T) = (l + T2) (TT.0 + TT,) - 2T(T2 + T2) , 

1 - T 2 

(Vl4) y = ^JL, 

2T 

( J- ]5) A(B =(/?afl + cpbb, 

háa + C , Y=\i X = \Åáa + C, У = | — + C". 
Џ 

Pre funkciu (VI) podlá definície l platí táto veta [4]: 
Nutná a postačujúca podmienka, aby analytická funkcia (VI) bOla prvej triedy 

s priamočiarými stupnicami zodpovedajúcej premennej z, je, aby bola splněná 
jedna z troch ekvivalentných rovnic: 

(i.l7) " h = o, Í .-0, ^ ' = 0 ; 

op dq 

ak je přitom naviac ešte splněná aj podmienka 

(1.18) ' ^ 1 - 0 . 
cla db 

potom funkcia (VI) bude rOdu 0 a v opačnom případe rodu 2. 

Definícia 2. Za předpokladu, že analytická funkcia (VI) j e Prvej nomografickej 
triedy vyjádřená systémom dvoch rovnic s reálnými premennými všeobecné štvrtého 
nomografického rádu v tvare 

(1.19) S(p )X (a )+ Y(b) + H(p) = 0, 

F(a) X(a) + Y(b) + R(a) = 0 , 

potom rovnice (1.19) nazýváme kanonickým tvarom, s ktorým každý analytický 
vztah (VI) prvej nomografickej triedy je ekvivalentný v tom zmysle, že z (VI) 
vyplývajú rovnice (V19) [12] (opačné nie je zapotreby). 

Definícia 3. Funkcie X(a), Y(b) v rovniciach (V 19) sa nazývajú priamočiare 
stupnice a funkcie S(p), H(p), T(q), R(q) krivočiare stupnice nomografickej funkcie 
prvej triedy. 

Premennú (z) zobrazenu priamočiarou stupnicou budeme nazývať priamočarou 
a premennú (w) zobrazenu krivočiarou stupnicou zasa krivočiarou. 
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Nomogramy analytickej funkcie prvej triedy v krátkosti budeme nazývať nomo-
gramy prvej triedy. 

Rovnice (1.19) zobrazíme podlá teorie spojnicových nomogramov [15] prepísaním 
na dva Massauovove determinanty 

i 
X(a) 

0 , 1 

0 , , 1 i = 0 , í u . - r - . i í = 0, 
Y(b) \ 

S(P) 1 , ! 

X(a) 
0 

0 , 
1 

Y(b) 

Њ) 1 

H(p)' H(p)' \ R(q) R(q) 

z ktorých zobrazovacie rovnice stupnic nomogramov prvej triedy s presnosťou aj 
co do kolineácie sú 

(1.20) -^- a — •> 

X(a) 
Қ , = 0 , 

Xь= 0 , ү - J-
Ь~Y(ЬУ 

x SW P~~н(Py 
ү = - l 

' ВД 

R(q) Г ' " Ж«7) 

Funkcie S = S(p), T = T(q\ X = K(a), Y = Y(b) určíme z danej funkcie (1.1). 

J. A. Vilner našiel všetky nomografické funkcie tvaru (1.1) prvej triedy v jedno-
duchšom explicitnom tvare, rozriešené vzhíadom na w alebo z a takým spósobom 
nájdené jednoduchšie (explicitně) tvary všetkých nomografických funkcií prvej 
triedy 

(1.21) w = = f ( z ) , z=cp(w), 

nazval normálně tvary nomografických funkcií. 
Zvlášť dóležité z nich sú základné normálně tvary funkcii prvej triedy. Normálně 

tvary nomografických funkcií prvej triedy, nájdené J. A. Viínerom, ktoré sú vyjádřené 
pomocou elementárnych funkcií, autor pomenoval elementárnymi normálnymi 
1 var mi, a druhé, vyjádřené pomocou neelementárnych funkcií, autor pomenoval 
neelementárnymi normálnymi tvar mi nomografických funkcií prvej triedy. 

S. A. Vilner v práci [12] ukázal, že tvarom (2.1) a (3.1) a taktiež neelementárnym 
tvarom odpovedajú zvazky nomogramov. Zostrojil zvázky pre neelementárne tvary 
a pre elementárně zostrojil nomogramy len pre jednotlivé hodnoty konstant z 0 = 0, 
vv0 = 0 , y = 1, N = 1, pričom nie pre všetky označené funkcie 5, C a T Tieto 
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nomogramy boli nim uveřejněné už dávnejšie a teraz opáť zveřejněné v práci [14]. 
Ďalej v práci [12] dokázal nasledujúcu vetu: 

Kanonické tvary a stupnice funkcie prve] nomografickej triedy majú tvar: 

a) ak Cx + 0 , ]a 4= 0 , lb + 0, potom 

(1.22) 

1 /£ 
T V 'ь. 

л> 
+ 

V řь 

'J_N u O. 

| - ^ | = 0 , 

/rJ w v Ч/Ï /" 
(1.23) S = т /í2 , H = -

Y = T: 

y+_І 
\Л> 

1 Æ . 
W V 

X = 

R = 

\/L 

070 - i 

\Л 
b) ak C- + 0 , j f l = 0, í6 + 0, pOtOw 

(1.24) yeja 

\/h 
(e-î-) + 

\ / f b \Ль 
= 0 , 

^V e -, ) + / i = A + ( О M - ' 1 = o, 

(1.25) 

t\Л 

тje-7" 

\Л 

v** 
я = - ^ ± J , X = e->, 

У = T= -

V *ь 

J^ű 

R = (JM-Ї. 

V 'ь Тч !b 

c) a/c C, =f= 0 , j a 4= 0 , 7fc = 0, potom 

(1.26) 
\ZL 

+ (eíb) + 

(1.27) S = 

-f)Ш+<"' )+Ki-'í 
)]• -

Jn 

+ i = o , 

W ^ 

У = é > i ь , 

H = 

T = 

eЧ^ + i 

ТІ 
R = 

= 0 , 

y/ja 

Ь (ИЇ 
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d) ak Ci = O, j a + O , ib + O, potom 

(1.28) f)(å)+$+(H' 
Š Ш Ï ' L \тi/ «: 

= 0. 

(1.29) S=-т^, н = т - l , X - . 1 
i V iг ŕ 

y = 
ì 

т = ^ , 
Tï' 

R = -GИ)} 
e) aíc C, = O, /a +- O, i6 = O, potom 

(1.30) |)(1 + ( ł ) + l-м-o. 

i) (?) + (Ь) + [-(И)] = o , 

(1.31) s = 

У = b 

T^, Я = l - b ; K = l , 
2 2/ 7 2 

T = 
2т 

f) ak Ct = O , j = 0, /fc + 0, potom 

(1.32) 'т ìм^) + 

R = 

2Oт 

2т; 
+ b 

1 + ғ 
= 0 , 

2 \ , , / 1 \ l 2a 

\ř 2 / V1'' ì 2 
= 0 , 

(1.33) 5 = 
Zт 

У = 
1 

// 

T = 

2Oт 1\ 

ТТТ X = = O , 

/2a 
R = 

í TI \Tí / ' 

g) afc C, = O , j = O , í = 0 , po/oíj? 

(1.34) (T)(a) + (6) + [ - (ar + f?)] = O , 

i ) (a) + (6) + (~-b 
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(1.35) S - т , H = [ - (flт + b)], X = a, 

ү= l? , T = - i , R = a - b. 

Formuly, vyjadrujúce (S, H); (T, R) premenných p, q dostaneme, ak k (1.23), (1.25), 
(1.27), (1.29) (F31), (1.33), (1.35) připojíme zároveň nasledujúce formuly (r = - T) 

(1.36) 
(тq/т) " xp 

Im (dz/dw) 

Ja 
1 

т ím (dz/dw) Im (dz/dw) 

+ ŕ z 

тq + fig/ţ)' 
1 + т 2 

1 T^j+JŢp/т 

Im (dz/dw) * 1 + ï2 

1 

Im (dz/dw) [_Im (dz/dw) 
тq + (_____)" 

1 + т2 

Ţ_ + (тp/т)" 

Im (dz/dw) [Im (dz/dw) 1 + т2 

(1.37) тj + 7 = -

т Im (dz/dw) 
1 T^+Tp/T 

Im (dz/dw)' 1 + ï2 _ 

Re (dz/dw) 
T ím (dz/dw) T T2 Im (dz/dw) Im (dz/dw) 

Z uvedeného vyplývá, že pri převedení normálnych tvarov nomogranckých funkcií 
prvej triedy na kanonické stačí nájsfí, N/|jU, N/|7&| z daného vztahu (1.1) a v obecnom 
případe využiť (V36). 

V následujúcich paragrafoch ukážem použitie predchádzajúcich výsledkov na 
nomografické zobrazenie elementárnych normálnych tvarov (2A) a (3A), pričom 
nie pre určité hodnoty parametrov, ako to robili pre niektoré elementárně tvary 
J. A. Vifner a před nim J. Rybner a H. Schwerdt, ale pre TubovoTné hodnoty para
metrov, z ktorých dostaneme zvázok nomogramov. Isté hodnoty parametrov sú 
volené len tie, ktorých změna spósobuje posunutie kótovanie stupnic. 

2. Uvažujme normálny tvar [5] 

(2.1 z0 = - C[N(w - w0)] , 
ľ 

kde C sú funkcie sin, cos, sh, ch, ďalej N a y 1'ubovoírié reálné alebo rýdze imaginárně 
čísla, z 0 = a0 + b0i w0 = p0 + q0i 1'ubovol'né komplexné čísla. 

Funkcia (2.1) je druhého nomografického rodu. Zobrazíme normálny tvar (2.1) 
pre funkciu sinus 

(2.2) z - z 0 = sin [N(w - w0)] , 
У 
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ktorý prevedieme na kanonické tvary a z nich určíme zodpovedajúce zobrazovacie 
rovnice. 

a) Predpokladajme, že y je reálné číslo. Na základe kanonického tvaru (1.28) 
z rovnic (L29) určíme 5, H, K, Y, T, R, ktoré pre vzťah (2.2) sú 

(2.3) S = - "• = 
cos2 p 

sin p 
H т .1 cos p 

X = ~ = (* - ^o)2 , У = y2 = (Ь - bo)2 

т = Ł =
 s h 2 < ? 

тl ch2 D 
R - — + -, 

sh2б/ 

Teda kanonické tvary pre případ (2.2) podía (2.3) budu v tvare 

(2.4) 
sin2 p 

(я - a0f + 

ch2 q 

Г Ҷ a - я 0 ) 2 + / ' 

cos p 
2 

(fe - M 2 = i , 

s h 2 я 
(b - b0f = 1 . 

Porovnáním (2.4) so základným kanonickým tvarom (V 19) pre ktorý platia 
zobrazovacie rovnice (V20), dostaneme zobrazovacie" rovnice pre případ (2.2), 
ktoré sú 

(2.5) Xn = 
1 

(a - a0)
2 П = 0, 

Xb-~0, 

X - — І 
sin p 

x - --П 
л — . o ' ch2t_ 

>; = 

У. = 

(Ь - ь 0 f 
1 

r cos2 p 
2 

У 
sh2бy 

Z rovnice pre Xp a Yp vylúčením p dostaneme 

xP YP f 

Z rovnice pre Xq a Y vylúčením q dostaneme 

j _ __ i 
xą Yą ~ ? 
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Teda nositelkou pre premenné p a q sú hyperboly, ktoré budeme písať vo tvare 

,_,, __L _ J _ , 1 
X(p,q) *(P,q) y 

pre oba případy. Vytvárajúcou sústavou kótovaných hyperbol je zvázok lúčov 
o rovniciach yp = - xp tg2 p, yq = xq cth2 q, ktoré dostaneme z rovnic (2.5). 

b) Predpokladajme, že y je rýdzo imaginárně číslo, potom obdobné dostaneme 

(2.7) 
_ sin2 p sin2 p 

л = - , 
cos2 p y2 

X = (a - fl0)
2, Y=(b- b0)

2 , 

г _ c h 2 

s h 2 q ' 
R = _CҺЧ 

y2 

Teda kanonické tvary v případe, že y je rýdze imaginárně číslo, majú tvar 

-~-)(b ~ boy + (-^A(a - a0)
2 = 1 , 

sin pj \cos pj 

-£-)(b - boy + (- -^-)(a - aoy = 1 . 
ch2 q J \ shz qj 

Opáť porovnáním (2.8) so základným kanonickým tvarom (1.19), pre ktorý platia 
zobrazovacie rovnice (1,20), dostaneme zobrazovacie rovnice pre vztah (2.2), ktoré 
sú 

(2.9) xa = -—-—, ya = o , 
(a - a0)z 

1 
^ = o , Yh = , 

(ь - ь0y 
y 2

 v У2 

Xp - г—, ^p -
cos p SIП p 

y2 y2 

x — y — ' q i 2 ' * 

sh g ch q 

Z rovnic pre Xp a Yp vylúčením p, z rovnic pre X^ a Yq vylúčením q, dostaneme 

(2..0) -L..J-.1. 
X(p,q) Y(P,q) y 

čiže nositelkou pre p a q bude zasa hyperbola a priamkami p = konšt. a q — konšt. 
bude zvázok priamok so stredom v bode dotyku o rovniciach yp = — xp ctg p, 
yq = xq th 2 q, čo je vidieť aj z rovnic Vifnera [12]. Na základe zobrazovacích rovnic 
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(2.5) a (2.9) [zobrazovacie rovnice (2.9) pri zostrojení nomogramu boli upravené 
tak, že prvý a druhý stípec bol násobený s (— 1) a súradnice navzájom boli vyměněné] 
bol zestrojený nomogram na obr. 1 pre funkciu (2.2), pričom moduly boli volené 
m = 10, n: = 2 a pre rýdzo imaginárně m = 2, n = 10. 

a ^ г^Nя^a 

KÚJC- AKťjE REÁLNÉ QSLO 

c> £> <0 Q) to 
л *v <v ^ 
O c* cr cг 

Obr. 
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Ako je vidieť z rovnic (2.5) resp. (2.9) funkcia (2.2) sa zobrazí nomogramom, 
ktorý pozostáva z dvoch priamočiarych stupnic pre (a), (b) a pri parametre y zo 
sústavy hyperbol, ktoré sú nositelkami stupnic p, q a predchádzajú cez tri reálné 
body, majúce společná dotyčnicu v jednom z nich; dve tětivy, vychádzajúce z bodu 
dotyku, sú zároveň nositelkami stupnic (a — a0), (b — b0). Peiamkami p = const. 
a q = const. je zvázok priamok, prechádzajúcich cez počiatok (obr. 1). 

Na obr. 1. je zostrojený nomogram pre parameter y, ak tento je reálné číslo a zá
roveň ak y je rýdzo imaginárně číslo. Pri čítaní sa třeba riadiť klučom, ktorý je zná
zorněný na obrázku, ako pre y reálné, tak aj pre y rýdzo imaginárně číslo, pričom 
w0 bolo volené nula, tj. p0 = 0 a taktiež q0 = 0. 

Př ík lad 1. Pre dané a - a0 = 1,50, b - b0 = 0,50, w0 = 0, y = 0,70, čítáme 
podTa kluča p « 1,05, q « 0,65. 

Příklad 2. Pre dané a — a0 = 0,37, b — b0 = 1,35, w0 = 0, y = 0,8i, čítáme 
podlá kluča p « 1,093, q « 0,65. 

Příklad 3. Pre dané a — a0 = 0,35, b — b0 = 1,10, w0 = 0, y = 0,94/', čítáme 
podTa kluča p « 1,04, D « 0,60. 

Př ík lad 4. Pre dané O — a 0 = 1,30, b - b0 = 0,40, w0 -= 0, y = 0,62, čítáme 
podTa kTúča p « 0,86. _ « 0,42. 

Teda na nomograme k danej dvojici čísel a, b móžeme čítať im zodpevedajúcu 
dvojicu čísel p a q, alebo k danej dvojici čísel p a q je možno čítať dvojicu čísel a. 
b. 

3. Nech je daný normálny tvar [5] 

(3.1) z - z0 = -(w - w 0 ) 2 

y 
alebo 

z — z 0 = aw2 + /?w + O*, 

kde a je TubovoTná reálna alebo rýdzo imaginárna konstanta, fi a y libovolné kom-
plexné čísla. 

Je to tak isto funkcia druhého nomografického rodu. Tvar (3.1) provedieme na 
kanonické tvary a najdeme im zodpovedajúce zobrazovacie rovnice. 

a) Predpokladajme zase, že y je reálné číslo. Na základe kanonického tvaru (1.32) 
z rovnic (1.33) určíme 

( 3 . 2 ) s = - = -i--, « = - ( - - + ~) --(% + 4 ^ P " 

Y=j2={b- b0f, 

s = 2т 

/' 
= 

4p2 

ľ 

X = a , 

T = 
2 

= v 
т7 ľ 

д __ 2? _ Л q 4 4Ö0Í? : 

т7 72 ^ - 2 
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Teda kanonické tvary pre základný tvar (3.1) budu 

(33) íl(
4jfj + (l.-»o)'-(^-+

4^f) = 0. 

y J \y2 

Porovnáním (3.3) so základným kanonickým tvarom (1.19) pre ktorý platia zo-
brazovacie rovnice (1.20) dostaneme zobrazovacie rovnice pre případ (3.1), ktoré sú 

(3.4) * . = - , ya = o , 

a 

Xh = 0, Y, 
Ь ' " {ь-ьГ 

X.-—?—, Y,= ŕ 

P2 + a0y' 4p 2(p 2 + a07)' 

y ,.-
Xn — — - —•, /,. — 

q2 - a0y' 4q2(q2 - a0y) 

Z rovnic pre Xp a Yp vylúčením p dostaneme 

x2 

ү _ p 
1p 4(1 - a0Xp) 

Z rovnic pre Xu a Ya vylúčením q dostaneme 

X2 

ЛЛ ą 

4(1 - a0Xq) 

čiže nositelkou pre stupnice p a g sú hyperboly, ktoré budeme písať v tvare 

X] 
(3.5) У — 

r2 
L ( P , g ) 

4(1 - fl0-Vf)) 

pre oba případy. Vytvárajúcou sústavou kótovaných hyperbol je zvázok lúčov 
o rovniciach yp = (y/4P2) Xp, yq = - (y/4^2) Xq, ktoré dostaneme z rovnic (3.4). 

b) Predpokladajme, že 7 je rýdzo imaginárně číslo. Podobné na základe (1.29) 
dostaneme 

rit\ c Tj - \ H - T /> - 4 ^ 1 4 í ' b o / ? 2 

(3.6) S = - -- = 1 , H - — - b = -Y + > 
2 2j yz y 

X =- — = (a - a0), 7 - 6 , 
J 

Г = --- = 1 , 
2т -Ľ-GИ 

4<?4 4Њ0q
2 

~>2 
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Teda kanonický tvar v případe, že y je rýdzo imaginárně číslo, bude v tvare 

(3.7) ia-a0Y-^b + (4 +
 4U^]-0, 

y \y2 y 

(.-„iчîíн/ï-^L,, 
y \y2 

Porovnáním rovnic (3.7) so základným kanonickým tvarom (V 19) na základe 
(1.20) dostaneme zobrazovacie rovnice 

(3.8) X. = -— , Ya = 0 . 
(a - a0Y 

Xb = 0, Y„=l~, 
b 

y2 v *y X=-——i , Y = P A 1 í 2 . • i \ ' P 2 4p2(p2 + iyb0) p2 + iyb0 

Xq = z! 9 Yq = - iy 

4q2(q2 - iyboy q2 - iyb0' 

Z rovnic pre Xp a Yp vylúčením p a z rovnic Xq a Yq vylúčením q dostaneme 

Čiže nositelky pre p a q sú opáť hyperboly a priamkami p = const. a q = const. 
bude taktiež zvázok priamok so stredom v bode dotyku o rovniciach 

yp = (-4p2/y)iXp, yq = (4q2/y)iXq. 

Nomogram na obr. 2 pre vzťah (3.1) bol zostrojený na základe zobrazovacích 
rovnic (3.4) a (3.8); pri zostrojení nomogramu zobrazovacie rovnice (3.8) boli tak 
iste upravené ako rovnice (2.9). 

Z rovnice (3.4) resp. (3.8) je vidieť, že funkcia (3.1) pre y reálné a y imaginárně sa 
nám zobrazila nomogramom, ktorý má dve priamočiare stupnice (a), (b) (pri y 
reálnom bolo volené b0 — const. a a0 — patameter a pre y imaginárně číslo a0 — 
const. a b0 — parameter) a zo sústav hyperbol, ktoré sú nositelkami stupnic p, q. 
Priamočiare stupnice (a), (b) sú spoločné dotyčnice týchto hyperbol a tětiva sústavy 
v ich priesečníku má dotyk druhého stupňa. 

Priamkami p = const. a q = const. je taktiež zvázok priamok prechádzajúcich cez 
počiatok obr. 2. 

Na obr. 2 je zostrojený nomogram ako pre y reálné, tak aj pre y rýdzo imaginárně 
číslo, ktoré sme zvolili y = 10 a y = 10/. 
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Z-Z.-jг(1,ŕ-(tł)' 

*ê<). s * « . < 

Obг. 2. 
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Pri čítaní sa třeba riadiť klučom, ktorý je znázorněný na obrázku ako pre y reálné, 
tak aj pre y rýdzo imaginárně číslo, pričom w0 bolo volené nula, tj. p0 = 0 a taktiež 
go = 0 . 

Př ík lad 1. Pre dané a = - 0,09, b - b0 = 0,40, w0 = 0, a0 = 0,21, čítáme 
podlá kíúča p « 1,00 a q « 2,00. 

Př ík lad 2. Pre dané b = 0,088, a - O0 = 0,439, w0 = 0, b0 = 0,05, čítáme 
podlá kíúča p « 1,41 a q « 1,54. 

Př ík lad 3. Pre dané b = - 0,15, a - a 0 = 0,354, w0 = 0 , b0 = 0,10, čítáme 
podlá kíúča p « 1,86 a a ^ 0,984. 

Př ík lad 4. Pre dané a = 0,H, b - b0 = 0,35, a 0 = - 0,05, w0 = 0, čítáme 
podlá kluča p « 1,66 a g « 1,07. 

Příklady 1 a 4 sú pre y rýdzo imaginárně číslo a příklady 2 a 3 pre y reálné číslo. 
Rozsah jednotlivých premenných pre případ (2,2) bol volený takto: 

Ak y je reálné číslo: Ak y je rýdzo imaginárně číslo: 
y <0,3; 1,0> 

\a - a0\ <0,35; 2,00> 
\b ~~ b0| <0,90; 3,00> 

p <0,60; 1,45> 
q <0,15;0,90> 

\a-- a0\ <0,90; 3,00> 
\Ь - K\ <0,35; 2,00> 

P <0,60; 1,45> 

ą <0,15; 0,90> 

prípad (3.1 -): 
Ak y je reálne číslo: 

a0 <-0,3;0,3> 
\a\ <0,08 ; 0,55> 

\b - b0\ <0,25; i,oo> 
P <0,5; 2,0> 
q <0,5; 2,0> 

Ак у е̂ гусЗго ппа^тагпе с!$1о: 

Ь0 <-0,3;0,3> 

\Ъ\ <0,08; 0,55> 

\а ~~ а0\ <0,25; 1,00> 
р <0,5; 2,0> 
а <0,5; 2,0> 

Теёа ротосои пото^гатоу па оЬг. 1 а оЬг. 2 т б г е т е к ГиЬоуоГпут ёуот 
ёапут аг§итеп!от 2 о!апёпо гогзапи шуз!: ос!роуес1а1йсе дгиКё аг§итеп!у а пе$к' 
]"пё оЬс1оЬпё Шопу. 
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Р е з ю м е 

НЕКОТОРЫЕ НОМОГРАММЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ЗАВИСИМОСТЕЙ ПЕРВОГО 

НОМОГРАФИЧЕСКОГО КЛАССА И ВТОРОГО НОМОГРАФИЧЕСКОГО 
ЖАНРА ОТ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА 

ПАВЕЛ ГАЛАЙДА (РаVе1 Са1а]аа) 

В этой статье были на основании теории Вильнера разработаны канонические 
представления для основных нормальных форм 

2 - 20 = ~ С [Л(* - * 0 ) ] , 
У 

z - Zo = " ( v v - v v o ) 2 > 
1 

У 

где С означает функции 8т, со$, 8П, сЬ. 

На основании этого были построены пучки их номограмм. Метод преобразо
вания был выбран так, чтобы на одном чертеже была построена номограмма, 
если параметр у принимает действительные и чисто мнимые значения. 
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Zusammenfassung 

NOMOGRAMME FÜR DIE AUSRECHNUNG ANALYTISCHER 
FUNKTIONEN DER ERSTEN NOMOGRAPHISCHEN KLASSE 
UND DES ZWEITEN NOMOGRAPHISCHEN GESCHLECHTES 

IM BEREICH EINER KOMPLEXEN VERÄNDERLICHEN 

PAVEL GALAJDA 

Im vorgelegten Artikel werden mit Hilfe der Wilnerschen Theorie kanonische 
Formen für die Beziehungen 

z - z0 = I C[N(w - w0)] 
y 

und 

z - Zo = ~ (™ - wo) 
y 

abgeleitet, wobei C eine der beliebige Funktionen sin, cos, sh, ch bedeutet. Auf 
Grund dieser kanonischen Formen wurden auch gewisse emparametrische Nomo-
grammbüschel konstruiert. Die Darstellungsmethode wurde so gewählt, damit 
man auf einem Nomogramm die entsprechenden Werte sowie für reelles y als auch 
für imaginäres y lesen kann. 

Adresa autora: Prom. mat. Pavel Galajda, Katedra matematiky Vysokej skoly technickej, 
Park J. A. Komenskeho 2, Kosice. 
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