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SVAZEK 10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

ÜBER DIE DIREKTE NUMERISCHE LOSUNG 
VON PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

MIT ANWENDUNG DER HYPERMATRIZEN 

P. RÖZSA und I. TÖTH 

(zum Thema c) 

Die numerische Lösung partieller Differentialgleichungen geschieht im allgemeinen 
mit Hilfe des Differenzen Verfahrens. Die am meisten verbreiteten Methoden suchen 
die Lösung des so erhaltenen algebraischen Gleichungssystems durch Iteration. Es 
gibt jedoch eine Bestrebung, in gewissen Fällen zur Lösung des Systems direkte 
Methoden anzuwenden. Die spezielle Struktur der Koeffizientenmatrix des durch die 
partielle Differenzengleichung erhaltenen Gleichungssystems ermöglicht nämlich, 
die Matrizen auf Grund einiger Ergebnisse der Theorie der Hypermatrizen umzu­
kehren. Die Ausnützung der zweckmässigen Aufteilung der Koeffizientenmatrix ist 
schon in den Arbeiten von CORNOCK ZU finden [1]. E. EGERVÄRY hat durch die Verall­
gemeinerung der Ergebnisse von WILLIAMSON [10] und STEPHANOS [9] die Elemente 
der Kehrmatrix mit Hilfe doppelter Summen in geschlossener Form angegeben. In 
seinen Untersuchungen wurde die Differentialgleichung mit Genauigkeit von 0(h2) 
durch eine Differenzengleichung approximiert [2]. Es ist bekannt, dass die Grössen-
ordnung des Fehlers durch einen entsprechenden, aus neun benachbarten Funktionen­
werten gebildeten Differenzenoperator auf 0(h6) vermindert werden kann ([7], [4] 
S. 176, [5] S. 112). A. BEKESSY stellte die Frage, ob diese Methode mit dem Egerväry-
schen Algorithmus verknüpfbar wäre. Wir haben gezeigt [8], dass diese Frage positiv 
beantwortet werden kann. 

Betrachten wir die Poissonsche Differentialgleichung 

(1) Aw= -f(x,y) 

für ein Rechteckgebiet mit homogenen Randbedingungen, d. h., am Rand ist (w)R = 0. 
Führen wir die Symbole 

0 *% = witP+l + wi^p_1 + wi+Up + wt_Up - 4vvI>9 

• wiP = wi+ltP+l + W f + l . p - 1 + wi-l,p+l + wi-l,P-l - 4 v v . P 

ein und entwickeln wir die hier auftretenden Differenzen in Taylorsche Reihen, so 
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erhalten wir die Differenzengleichung 

welche die Differentialgleichung (1) mit einem Fehler von Grössenordnung h6 

approximiert, wo h die Maschenweite bezeichnet. Falls die Funktion f(x, y) in 
analytischer Form nicht gegeben ist, nur ihre in den Gitterpunkten angenommenen 
Werte bekannt sind, so können die Werte gip in (2) mit Hilfe der Formel 

(3) Qip = 9ö(/i,p+L + /i ,p-l + fi+L,p + fi-Up) + 

+ 9ö(/i+l,p+l + / i + l , p - l + fi-l,p+l + Ji-l,p-lJ ~ 

"~ 24ö(/i,p+2 + fi,p-2 + Ji+2,p + Ji-2,p) + IsÖJ ip 

gleichfalls mit einem Fehler von Grössenordnung h6 berechnet werden. Für i = 1, n 
oder p = 1, m enthält das dritte Glied auch solche Werte der Funktion f(x, y), 
welche ausserhalb des Gebietes liegen. Diese ,,fiktiven" Funktionenwerte können mit 
Hilfe der Lagrangeschen Interpolationspolynome durch Extrapolation berechnet 
werden. Für i = 1 z.B. 

(4) /_.,„ = 6/0 p - 15/ l p + 20/2 p - 15j3p + 6j4p - j 5 p . 

Die Differenzengleichung (2), als ein algebraisches Gleichungssystem, besitzt eine 
Koeffizientenmatrix, welche mit Hilfe der gleichmässigen Kontinuantenmatrix 
A„ - W\ 

f 2 falls i = j , 
(5) ^^> = 4—1 falls i - j = 1, 

[ 0 falls i - j = 2 , 

in der Form eines direkten Polynoms sich aufschreiben lässt 

(6) M4<> + a = Am . x E„ + Em . x A„ - |-Am . x An. 

(Das direkte Produkt der Matrizen A und B wird als A . x B = [AbtJ.] definiert.) 
Die Elemente der Kehrmatrix ( M ^ + r j ) ^ können mit Hilfe der Sätze von E. 
Egerväry [2], [3] über die Spektralzerlegung der aus Kontinuantenmatrizen gebil­
deten Hypermatrizen in Form von doppelten Summen aufgeschrieben werden 

0) «Ü JľЧ (m + 1) (n + 1) 

iìҡ . jlҡ . pkҡ . qkҡ 
sin sin sm — si n-

I I 
n + 1 n + 1 m + 1 m + 

i-u-i . , kя . 9 /я 2 . , kҡ . 9 lл; 
sm2 

2(m + 1) 2(w + 1) 3 2(m + 1) 2(n + 1) 
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So erhalten wir die gesuchten Funktionenwerte in der Form 

n m 

(8) wiP = 'L YuUPaOjq-
1=1q=l 

In drei Dimensionen erhält man ein entsprechendes Gleichungssystem mit der 
Koeffizientenmatrix 

M = A„ x Em2 . x E m з -f E w l . x A m 2 . x E m з + E W l . x E m 2 . x A, røз 

3ÖA " ' i ' X ™2 • X f«3 ~̂ ~ wj • X ^ m 2 ' X «'3 ~̂ ~ w i • X * * m 2 * X **m3} ~^~ 

Die Elemente ihrer Kehrmatrix können ähnlicherweise, jedoch mit Hilfe von drei­
fachen Summen ausgedrückt werden. 

Für beliebige Gebiete können die entsprechenden Ergebnisse von E. EGERVÄRY 
angewendet werden [3]. Sein Grundgedanke besteht darin, dass das gegebene 
Gebiet in ein quadratisches Gebiet eingefasst werden kann, und wenn diejenige 
Punkte des Gitternetzes, welche dem Rand des gegebenen Gebietes entsprechen, als 
festgehaltene Punkte betrachtet werden, führt das Problem zur Invertierung einer 
Minormatrix der zum quadratischen Gebiet gehörenden Koeffizientenmatrix. Die 
gesLichte Inverse dieser Minormatrix erhält man von der schon bekannten Inversen 
der Koeffizientenmatrix durch iterative Subtraktion. 

Die Ergebnisse können auch auf die Lösung der biharmonischen Differential­
gleichung und aLif das Neumannsche Problem, d.h. für die zweite Randwertaufgabe 
angewendet werden. 

In der letzten Zeit erschien eine Arbeit von R. E. LYNCH, J. R. RICE und D. H. 
THOMAS [6], in welcher die Autoren den Rechenaufwand bei verschiedenen Methoden 
der numerischen Integration von partieller Differentialgleichungen näher analysieren. 
Sie zeigen in ihrer Arbeit, dass die Egervärysche Methode, auch wenn man die 
Inverse der Koeffizientenmatrix für ein gegebenes Gebiet kennt, für numerische 
Rechnung nicht geeignet ist, da die Anzahl der Operationen allein bei der Multipli­
kation mit dem auf der rechten Seite stehenden Vektor von der Grössenordnung n4 

ist (falls n = m ist), also mehr als bei der Lösung der ganzen Aufgabe durch geeignete 
Iteration, oder durch die von ihnen empfohlene Tensor Product Methode. Sie formen 
nämlich die zur Berechnung der gesuchten Funktionenwerte dienende Formel von 
Egerväry so um, dass sie für den praktischen Gebrauch geeigneter ist. Bezeichnen wir 
che Elemente der Eigenvektore von A,, durch uff und die Eigenwerte durch A(/°: 

Я{л) = 4 sin2 Ы 

2(n + 1) 
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so kann die Lösung (8) — ähnlicherweise, wie bei Lynch, Rice und Thomas — in 

folgender Form aufgeschrieben werden 

m n i m n 
w _ y u(m) y (») f y (m) y <n) 
nip~ LU

Pk LUH . ( m ) ,(„) l-(m)-(«) -^ W « f c - £ - " / ' 99J' 
fc=l 1=1 4 + Ä\ } - ^ 4 ' /} .2=1 j=l 

Die Werte von gqj werden nach (3) und (4) berechnet und die Grössenordnung des 

Fehlers ist h6. Darin liegt der Vorteil der angeführten Methode. Die Anzahl der 

benötigten Operationen ist von der Grössenordnung n3 — worauf Lynch, Rice und 

Thomas hingewiesen haben — wenn n = m ist. 

Auf dieselbe Weise kann die Lösung der ersten und zweiten Randwertaufgabe in 

mehreren Dimensionen, und auch die Lösung der polyharmonischen Differential­

gleichung mit gewissen Randbedingungen gegeben werden. 
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