Aplikace matematiky

Pal R6zsa; Imre Péter Téth
Uber die direkte numerische Lésung von partiellen Differentialgleichungen mit
Anwendung der Hypermatrizen

Aplikace matematiky, Vol. 10 (1965), No. 3, 289-292

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102965

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1965

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102965
http://dml.cz

SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

UBER DIE DIREKTE NUMERISCHE LOSUNG
VON PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MIT ANWENDUNG DER HYPERMATRIZEN

P. RozsA und I. TOTH

(zum Thema c)

Die numerische Losung partieller Differentialgleichungen geschieht im allgemeinen
mit Hilfe des Differenzenverfahrens. Die am meisten verbreiteten Methoden suchen
die Losung des so erhaltenen algebraischen Gleichungssystems durch Iteration. Es
gibt jedoch eine Bestrebung, in gewissen Fillen zur Losung des Systems direkte
Methoden anzuwenden. Die spezielle Struktur der Koeffizientenmatrix des durch die
partielle Differenzengleichung erhaltenen Gleichungssystems ermdoglicht nadmlich,
die Matrizen auf Grund einiger Ergebnisse der Theorie der Hypermatrizen umzu-
kehren. Die Ausniitzung der zweckmadssigen Aufteilung der Koeffizientenmatrix ist
schon in den Arbeiten von CoRNOCK zu finden [ 1]. E. EGERVARY hat durch die Verall-
gemeinerung der Ergebnisse von WILLIAMSON [10] und StéPHANOSs [9] die Elemente
der Kehrmatrix mit Hilfe doppelter Summen in geschlossener Form angegeben. In
seinen Untersuchungen wurde die Differentialgleichung mit Genauigkeit von O(h?)
durch eine Differenzengleichung approximiert [2]. Es ist bekannt, dass die Grossen-
ordnung des Fehlers durch einen entsprechenden, aus neun benachbarten Funktionen-
werten gebildeten Differenzenoperator auf O(h®) vermindert werden kann ([7], [4]
S. 176, [5] S. 112). A. BEkEssy stellte die Frage, ob diese Methode mit dem Egervary-
schen Algorithmus verkniipfbar wire. Wir haben gezeigt [8], dass diese Frage positiv
beantwortet werden kann.

Betrachten wir die Poissonsche Differentialgleichung

(1) Aw = — f(x, y)

fiir ein Rechteckgebiet mit homogenen Randbedingungen, d. h., am Rand ist (w), = 0.
Fiihren wir die Symbole

¢ Wi, = Wips1 T Wip—t + Wisqp+ Wiogp — 4“)1'1)’
OWip = Wit et T Wiripo1 + Wicipar T Wing por — 4wy,

ein und entwickeln wir die hier auftretenden Differenzen in Taylorsche Reihen, so
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erhalten wir die Differenzengleichung

() 60+ D= 0y =Tt 15O+ 0, 0 2(55) ]
Z 6h2 ip ip> ip ip 12 p 360 | ip 6)62 ayz o s
welche die Differentialgleichung (1) mit einem Fehler von Gréssenordnung h®
approximiert, wo h die Maschenweite bezeichnet. Falls die Funktion f(x,y) in
analytischer Form nicht gegeben ist, nur ihre in den Gitterpunkten angenommenen
Werte bekannt sind, so kénnen die Werte g;, in (2) mit Hilfe der Formel

(3) gipz%(fi,p+l.+fi,p“l +fi+1,p+fi—1..p)+
+ %(fi-&l,p#—l + fivtp-1 F ficipet +fi—x.p—1) -

- i;lro(fi,pu + fip-2 t Jiv2, + fi—l,p) + ‘%33 ip
gleichfalls mit einem Fehler von Grossenordnung h® berechnet werden. Fiir i = 1, n
oder p = 1, m enthilt das dritte Glied auch solche Werte der Funktion f(x, y),
welche ausserhalb des Gebietes liegen. Diese ,,fiktiven* Funktionenwerte konnen mit
Hilfe der Lagrangeschen Interpolationspolynome durch Extrapolation berechnet
werden. Fir i =1 z.B.

(4) Forp = 6fop — 15f1, + 20fs, — 15fs, + 6fu, — f5p -

Die Differenzengleichung (2), als ein algebraisches Gleichungssystem, besitzt eine
Koeffizientenmatrix, welche mit Hilfe der gleichmissigen Kontinuantenmatrix
An = [a(it;)

2 falls i=j,
(5) afy =3—1 falls |i —j| =
0 falls |i—j|=

1 3
2

in der Form eines direkten Polynoms sich aufschreiben ldsst
(6) M4<>+D = Am - X En + Em - X An - éAm - X An .

(Das direkte Produkt der Matrizen A und B wird als A. x B = [Ab,;] definiert.)
Die Elemente der Kehrmatrix (M;<;+D)iqu konnen mit Hilfe der Sitze von E.
Egervary [2], [3] iiber die Spektralzerlegung der aus Kontinuantenmatrizen gebil-
deten Hypermatrizen in Form von doppelten Summen aufgeschricben werden

1
(7 Uy = —————————— .,
7 r (m+1)(n+1)
sin lln] sin il 1 sin pknl sin qknl
"z n + n + m + m +
)
=t k=1 . , k=n ., n ., knm ., m
sin + sin — —sin sin
2(m + 1) 2n+1) 3 2(m + 1) 2(n + 1)



So erhalten wir die gesuchten Funktionenwerte in der Form

n

(8) Wip = > _luijmgjq .

Jj=1q=

In drei Dimensionen erhidlt man ein entsprechendes Gleichungssystem mit der
Koeffizientenmatrix

M= Am; - X Em; - X Em, + Eml - X Amz - X Em; + Eml - X Emg - x A -

ms
— 3§6(E,,,| Cx AL xAL+HA, L XE XA +A, . xA, . xE;)+

nts my

+ 36An, - X A,, . x A

"y my m3

Die Elemente ihrer Kehrmatrix konnen dhnlicherweise, jedoch mit Hilfe von drei-
fachen Summen ausgedriickt werden.

Fiir beliebige Gebiete konnen die entsprechenden Ergebnisse von E. EGERVARY
angewendet werden [3] Sein Grundgedanke besteht darin, dass das gegebene
Gebiet in ein quadratisches Gebiet eingefasst werden kann, und wenn diejenige
Punkte des Gitternetzes, welche dem Rand des gegebenen Gebietes entsprechen, als
festgehaltene Punkte betrachtet werden, fiihrt das Problem zur Invertierung einer
Minormatrix der zum quadratischen Gebiet gehorenden Koeffizientenmatrix. Die
gesuchte Inverse dieser Minormatrix erhdlt man von der schon bekannten Inversen
der Koeffizientenmatrix durch iterative Subtraktion.

Die Ergebnisse konnen auch auf die Losung der biharmonischen Differential-
gleichung und auf das Neumannsche Problem, d. h. fiir die zweite Randwertaufgabe
angewendet werden.

In der letzten Zeit erschien eine Arbeit von R. E. LyncH, J. R. RicE und D. H.
THOMAS [6], in welcher die Autoren den Rechenaufwand bei verschiedenen Methoden
der numerischen Integration von partieller Differentialgleichungen niher analysieren.
Sie zeigen in ihrer Arbeit, dass die Egervarysche Methode, auch wenn man die
Inverse der Koeffizientenmatrix fiir ein gegebenes Gebiet kennt, fiir numerische
Rechnung nicht geeignet ist, da die Anzahl der Operationen allein bei der Multipli-
kation mit dem auf der rechten Seite stehenden Vektor von der Gréssenordnung n*
ist (falls n = m ist), also mehr als bei der Losung der ganzen Aufgabe durch geeignete
lteration, oder durch die von ihnen empfohlene Tensor Product Methode. Sie formen
ndmlich die zur Berechnung der gesuchten Funktionenwerte dienende Formel von
Egervary so uin, dass sie fiir den praktischen Gebrauch geeigneter ist. Bezeichnen wir
die Elemente der Eigenvektore von A, durch u!}’ und die Eigenwerte durch A{":




so kann die Losung (8) — dhnlicherweise, wie bei Lynch, Rice und Thomas — in
folgender Form aufgeschrieben werden

m

n ] m n
— (m) \~ ,,(n) (m) (n)
Wi, = 2 ubd Y ul] Yuly uly g,
e = R R DA =1 R W

Die Werte von g,; werden nach (3) und (4) berechnet und die Gréssenordnung des
Fehlers ist h°. Darin liegt der Vorteil der angefiihrten Methode. Die Anzahl der
bendtigten Operationen ist von der Grossenordnung n® — worauf Lynch, Rice und
Thomas hingewiesen haben — wenn n = m ist.

Auf dieselbe Weise kann die Losung der ersten und zweiten Randwertaufgabe in ‘
mehreren Dimensionen, und auch die Losung der polyharmonischen Differential-
gleichung mit gewissen Randbedingungen gegeben werden.
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