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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 5

POZNAMKA K CEKACI DISCIPLINE V SYSTEMECH
HROMADNE OBSLUHY

OLDRICH VASICEK

(Doslo dne 12. kvétna 1964.)

V ¢lanku je dokazana platnost nerovnosti (7) pro obsluhovaci systém typu
M/M/ec, v némZ jsou zdkaznici vybirani do obsluhy s pravdépodobnostmi
danymi jejich poradim ve fronté a délkou fronty.

Budiz ddn obsluhovaci systém S typu M/M/¢, kde parametr vstupniho Poissonova
proudu je A a parametr rozloZeni obsluhovaci doby je p, piicemz ¢ = (Afcp) < 1.
Necht v systému S je ndsledujici ¢ekaci disciplina: kazdy zdkaznik, ktery nenalezne
pii svém pfichodu Zadnou volnou obsluhovaci linku, se zafadi na konec linedrni
&ekacti linky (fronty). V okamZiku uvolnéni n&které obsluhovaci linky je pak vybrdn
do obsluhy s danou pravdépodobnosti urdity zdkaznik z fronty, pfi¢emz tato pravdé-
podobnost zdvisi pouze na délce fronty v okamziku vybéru a na potadi tohoto zdkaz-
nika ve fronté. Budiz r,, 1 < k < n pravdépodobnost, Ze z fronty délky n byl vybran
k-ty zdkaznik. Cisla r,,, n = 1,2, ..., k = 1,2, ..., n nechf pfitom spliiuji podminky

n
Zr,mz 1, n=1,2,...
k=1

Jako specidlni piipady lze uvést zejména Fddny Gekaci reZim (obsluha v pofadi
pfichodd) pro ry, =1, 1, = 0 pro 1 < k < n, obsluhu v obrdceném poradi (in-
versni ekaci rezim) pro r,, = 1, 1, = Opro 1 £ k < nandhodny vybér do obsluhy,
jedlirg, =1/n, 1 Sk < n.

V systému S oznaéme y délku &ekaci doby. Nechf urity zdkaznik stoji v okamziku
to na k-tém mist& fronty pfi délce fronty n; ozname 7, jeho dobu &ekdni od tohoto
okamZiku. Vzhledem k markovovské vlastnosti procesu nezdvisi rozloZzeni ndhodné
promé&nné y,, na tom, jak dlouho &ekal tento zdkaznik pred okamZikem t,. BudteZ

w(1)

wit) = Py < t}, k=1,2,..,n, n=12,..

1

P{y <t},
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Vysetfujeme-li zménu Cekaci doby b&hem intervalu délky © — 0, dosp&jeme po
upravdch k rovnicim

k—1 n
(1) Wi 8) = We_1uo1(D) et Y ro + €(1) cpriy + Wiw_ () et Y Fiy —

i=1 i=k+1

- Wkn(l) (C/.l, + }”) + wkn+1(l) LA s

kde .
<
e(t): 0 pro t=0,
1 pro t>0,
a bereme
-1
Yrm=0
i=d

Pritom pro distribuéni funkci ¢ekaci doby y miizeme psat
(2} W(T) = (1 _n)€<t) + Zpk—l-i-c Wkk(l)s
k=1

kde p;, i = 0,1, ... je pravdépodobnost, Ze je v systému prdavé i zdkaznikl ((':ekajicich
nebo obsluhovanych), a IT = p /(1 — @) je pravdépodobnost Eekdni.

UZzijeme-li na rovnice (1) a (2) Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci, mdme po
Upravé

k-1
(3) - l//k—in—l(s) glrm + (1 + 0+ S/Cﬂ) l//kn(s) - ‘Pkn—l(s) Z Fin —

i=k+1

- QWan(S) = Fin »

(4) '//(5) = (1 - H) +k§lpk—1+c lpkk(s) =1-1T+ Pckgwlé’k~1 l/fkk(s) >

kde

0 0
Vinls) = J e tdwy, (1), Yls) = f e~ dw(i) .

0 0

Sz&t&me rovnice (3) podle k od 1 do n. Dostaneme
=¥ () + (1 fo+ i) S Ud) = 0¥ V(s =1, n=1,2..
k=1 cp) k=1 k=1

Po vyndsobeni n-té rovnice ¢" a seéteni podle n je po upravdch

w0

n
0 s .
Q" Ylsy = —— 2" Y s
1 1 -9 CUn=1 k=1

[IagE:

n
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Dosazeni do vztahu (4) pak poskytne formuli

S 0 n
W) =1==-T1(1 - 0) Y. 0" Y. Yuals) -
A n=1 k=1
Pro stfedni hodnotu odtud mdme

= V(O =10 - T T v =

(nezdvisle na &ekacim reZimu) a pro druhy moment

217(1

(s) Ey? = y(0) = @ZQZMW

Odhadneme nyni velikost souétu

V dal§im miZeme pfedpoklddat, Ze systém S obsahuje pouze jedinou obsluhovaci
linku o parametru cu; jestliZe jsou totiZ v nékterém okamziku vSechny linky obsazeny,
je pravdépodobnost, Ze se za €as t ani jedind z nich neuvolni,

(e—ut)c — e—cut X

Cislo 4, je soudet stiednich hodnot doby &ekdni vSech zdkaznikil, Eekajicich ve
front& délky n. Tento soudet nezdvisi zfejmé na pofadi, v némz je té&chto n zdkaznikl
obslouZeno. Necht tedy zmin&né potadije k,, k,, ..., k,, kde (ky, ks, ..., k,) je n&jakd
permutace &isel (1, 2, ..., n). Necht b&hem doby &ekdni y;,, k-tého zdkaznika pfijde d,
novych zdkazniki. Pak je

i—1 l;
ykin = TO + .le;\fj + ZITJ, *
J= J=

Zde T, je zbytkova doba obsluhy zdkaznika jiZ v obsluze,
Tipj=1,2,..,i—1 je doba obsluhy k;-tého zdkaznika,
I, je polet nové prislych zdkaznikd, ktefi jsou obslouZeni pied k-tym zdkaz-
nikem, a
T/, j =1,2,...,1; jsou jejich doby obsluhy.
Prejdeme-li k stfednim‘ hodnotdm, je

‘ 1 1 1
Eyy, = — + — (i — 1) + — EI,.
cu cu (47

Pfitom [; neni v&t§i neZ pocet d; viibec pfislych zdkaznikid béhem doby Yk m

0<1,<d

i
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a tudiz
0 < El; £ Ed;.

Nabyvd tedy Ey,, své nejmensi hodnoty pro I; = 0, coZ odpovidd pripadu obsluhy
v pofadi ptichod@ (nikdo z nové pfislych neni obslouZen diive ne jiz &ekajici) a nej-
v&t8i hodnoty pro I; = d;, kdy maji vSichni nové& pfisli zdkaznici pfednost pied jiz
ekajicimi (obsluha v obrdceném potadi). Ozna&ime-li po fad& y;,.» 7k, Cekaci dobu
ki-tého zdkaznika pii fddném resp. inversnim ¢ekacim rezimu, je tedy

(6) Eyp S Epn < Eyy,, i=12..,n,n=12..,
a tudiz

Z Eykn é Z EYl;n é z E'J);(,n > n = 1’ 2’

k=1 k=1 k=1

Vzhledem ke vztahu (5) je pak
E'}"z é E,yZ é E,yllz ,

kde y’, 7" jsou po fad& doby &ekdni pfi obou zminénych &ekacich disciplindch.
Jezto sttedni hodnota Ey nezdvisi na pofadi obsluhy, je také

7 Dy <Dy Dy.

Pfitom rovnost na levé resp. pravé strané této formule plati pouze v pfipadg, Ze
zpusob vybéru do obsluhy piejde na fadnou resp. inversni disciplinu, nebot v opaéném
pfipad€ plati ostrd nerovnost ve vztahu (6) alespofi pro jednu hodnotu i, n.

Pozndmka: V &ldnku odvozend nerovnost (7) je dokdzdna obdobnym zplisobem
pro systém s jinou ekaci disciplinou v prdci: Oldfich Vasigek, Jedna specidlni éekaci
disciplina v systému hromadné obsluhy, Aplikace matematiky 10 (1965), &. 1, 59—71.

Pe3rome

K JUCLHUIIIIMHE OXWIOAHWA-
B CUCTEMAX MACCOBOI'O OBCJIYKUBAHUA

OJIBAPXMX BAIIMNYEK (Oldrich Vasicek)

B crartbe copMyupoBaHa AUCIUIIIMHA OXMIAHUS B cucteme Tuna M/M/c, npu
KOTOPOit OyeT oOCIy)eH ONpefeIeHHbIH 3aka34uK C BEPOSTHOCTHIO, 3aBUCSIIEH OT
JUIMHBI O4epeJy U OT MOpsiAKa NpuxomoB. Jloka3aHo, YTO OUCHEPLMsI BPEMEHU OXH-
JlaHHs B TaKOM CHUCTEME JOCTUraeT MMHMMAHOJIBHOIO, UM € MaKCUMAaJIbHOTO,
3HAYeHUSI B TOM U TOJBKO B TOM ciyyae, Korja oOCIyXUBaHHE NPOU3BOAUTCS
B IOps/IKE MPHXOAOB, WK K€ B OOPAaTHOM NOPSLIKE. '
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Summary
A NOTE ON A QUEUEING DISCIPLINE
OLDRICH VASICEK

The paper presents a queueing discipline in systems M/M/c such that the prob-
ability of a customer being taken into service depends on the length of the queue
and on the order of his arrival. It is proved that, in such a system, the variance of the
waiting time attains its maximum or minimum value if and only if the customers
go into service according to the order of their arrivals or the inverse order, respect-
ively.

Adresa autora: OldFich Vasicek, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradska 49,
Praha 2.
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