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SVAZEK 10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 5 

POZNÁMKA K CEKACI DISCIPLINĚ V SYSTÉMECH 
HROMADNÉ OBSLUHY 

OLDŘICH VAŠÍČEK 

(Došlo dne 12. května 1964.) 

V článkuje dokázána platnost nerovnosti (7) pro obsluhovací systém typu 
M/M/c, v němž jsou zákazníci vybíráni do obsluhy s pravděpodobnostmi 
danými jejich pořadím ve frontě a délkou fronty. 

Budiž dán obsluhovací systém S typu M/M/c, kde parametr vstupního Poissonova 
proudu je X a parametr rozložení obsluhovací doby je /L, přičemž Q =E (A/cD.) < 1. 
Nechť v systému S je následující čekací disciplína: každý zákazník, který nenalezne 
při svém příchodu žádnou volnou obsluhovací linku, se zařadí na konec lineární 
čskací linky (fronty). V okamžiku uvolnění některé obsluhovací linky je pak vybrán 
do obsluhy s danou pravděpodobností určitý zákazník z fronty, přičemž tato pravdě­
podobnost závisí pouze na délce fronty v okamžiku výběru a na pořadí tohoto zákaz­
níka ve frontě. Budiž rkn, 1 = fc _ n pravděpodobnost, že z fronty délky n byl vybrán 
fc-tý zákazník. Čísla rkn> n = 1, 2, ..., fc = 1, 2, ..., n nechť přitom splňují podmínky 

E rы = 1 > и = 1, 2, 
к=í 

Jako speciální případy lze uvést zejména řádný čekací režim (obsluha v pořadí 
příchodů) pro rín = 1, rkn = 0 pro 1 < fc — n, obsluhu v obráceném pořadí (in­
versní čekací režim) pro rnn = 1, rkn = 0 pro 1 — fc < n a náhodný výběr do obsluhy, 
je-Ji rkn = 1/n, 1 = fc g n. 

V systému S označme y délku čekací doby. Nechť určitý zákazník stojí v okamžiku 
t0 na fc-tém místě fronty při délce fronty n; označme ykn jeho dobu čekání od tohoto 
okamžiku. Vzhledem k markovovské vlastnosti procesu nezávisí rozložení náhodné 
proměnné ykn na tom, jak dlouho čekal tento zákazník před okamžikem t 0 . Buďtež 

w(í) = P{y < t} , 

wfc„(í) = P{y!cn < ť] , fc = 1, 2, ..., n , n = 1, 2, ... 
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Vyšetřujeme-li změnu čekací doby během intervalu délky T -+ 0, dospějeme po 
úpravách k rovnicím 

k~l n 

(-) Kn(t) = Wk-ln-Á?) • Cfi Z rin + £ ( 0 ' C-"r*« + W * n - l ( 0 W Z r i« ~ 
i = l i = k+l 

~ ^fc/vO (CM + 'O + Wfcn+l(0 • ^ > 

kde „ 

, x f 0 pro í < 0 , 
6 (OH ~ 

(1 pro t > 0 , 
a bereme 

d-í 

I rta = 0 . 
i = d 

Přitom pro distribuční funkci čekací doby y můžeme psát 

oo 

(2) w{t) - (1 - 77) e (z) + £ pk_t +c wjt), 
k = l 

kde ph i = 0, 1, . . . je pravděpodobnost, zeje v systému právě i zákazníků (čekajících 
nebo obsluhovaných), a ! 7 = pj(l — O) je pravděpodobnost čekání. 

Užijeme-li na rovnice (1) a (2) Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci, máme po 
úpravě 

fc-l n 

(3) ~ Ýk-hn-Js) Z Vin + ( 1 + Q + S / M ^fc«(0 ~ fc-l('0 Z r i " ~ 

ř = l i = fc+l 

- QÝkn+l(s) = r*„» 

00 00 

(4) ij/{s) = (1 - 77) + X ft_1+c ^ ( s ) = 1 - 77 + Pc Y. Qk~l Ms) > 
fc=l fc=l 

kde 
'•oo /»00 

>Pjs)= e-^dwjt), Í/J(S)= e-°<dw{t). 
Jo Jo 

Sečtěme rovnice (3) podle k od 1 do n. Dostaneme 

- Z ýkn-i(s) + ( 1 + Q + — Z *AfcX0 ~ e Z *Afc«+i(s) = - , n = 1, 2, ... 
fc=l \ Cf.tJ k=l k = \ 

Po vynásobení n-té rovnice O" a sečtení podle n je po úpravách 

YQ"^JS) = ~^---ÍQ"Í 4>J.S). 
n = I 1 — Q C\X t ! = I * = 1 
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Dosazení do vztahu (4) pak poskytne formuli 

00 n 

Ф(8) = 1--П(1-в)-<!'~Ф1Л')' 
Л /1 = 1 fc=l 

Pro střední hodnotu odtud máme 

1 00 И тj 

Ey = -ф'(0) = -П(í - Q) £ çř ~ фkn(0) = 
X n=í k=l Cpi — X 

(nezávisle na čekacím režimu) a pro druhý moment 

(5) E 7
2 = f(o) = 2n{í " g ) f e- Ž Er,„ • 

X n = l fc=l 

Odhadneme nyní velikost součtu 
n 

/ c = i 

V dalším můžeme předpokládat, že systém S obsahuje pouze jedinou obsluhovací 
linku o parametru cfi; jestliže jsou totiž v některém okamžiku všechny linky obsazeny, 
je pravděpodobnost, že se za čas t ani jediná z nich neuvolní, 

{e~^)c = e~Cflt. 

Číslo An je součet středních hodnot doby čekání všech zákazníků, čekajících ve 
frontě délky n. Tento součet nezávisí zřejmě na pořadí, v němž je těchto n zákazníků 
obslouženo. Nechť tedy zmíněné pořadí je fe1? k2, ..., k„, kde (fel5 k2, ...., k„) je nějaká 
permutace čísel (1, 2, ..., n). Nechť během doby čekání yk.n fertého zákazníka přijde di 

nových zákazníků. Pak je 

ykin=T0 + YTkj + YTj-
1=1 1=1 

Zde T0 je zbytková doba obsluhy zákazníka již v obsluze, 

Tk.,j = 1, 2, ..., i — 1 je doba obsluhy ky-tého zákazníka, 
lt je počet nově přišlých zákazníků, kteří jsou obslouženi před krtým zákaz­

níkem, a 
Tpj = 1, 2, ..., lt jsou jejich doby obsluhy. 

Přejdeme-li k středním hodnotám, je 
! 

E y „ = — + — ( í - 1 ) + — - E / f . 
Cfl Cfl Cfl 

Přitom /; není větší než počet d; vůbec přišlých zákazníků během doby 7*lB» 

0 | ř , g di 
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a tudíž 

O S E/ř S E d ř . 

Nabývá tedy Eyfc.„ své nejmenší hodnoty pro /ť = 0, což odpovídá případu obsluhy 
v pořadí příchodů (nikdo z nově přišlých není obsloužen dříve než již čekající) a nej­
větší hodnoty pro li = dř-, kdy mají všichni nově přišlí zákazníci přednost před již 
čekajícími (obsluha v obráceném pořadí). Označíme-li po řadě y'k.n, y'k.n čekací dobu 
krtého zákazníka při řádném resp. inversním čekacím režimu, je tedy 

(6) Ey'kin g Eykin S WU , i = h 2, ..., n , n = 1, 2, ..., 

a tudíž 

ÍwknúÍ^yknúÍWL, n = i,2,.... 
& = 1 / c = l k=í 

Vzhledem ke vztahu (5) je pak 

Ey'2 ^ Ey2 ^ Ey"2 , 

kde y', y" jsou po řadě doby čekání při obou zmíněných čekacích disciplínách. 

Ježto střední hodnota Ey nezávisí na pořadí obsluhy, je také 

(7) By' ^ Dy ^ Dy" . 

Přitom rovnost na levé resp. pravé straně této formule platí pouze v případě, že 
způsob výběru do obsluhy přejde na řádnou resp. inversní disciplínu, neboť v opačném 
případě platí ostrá nerovnost ve vztahu (6) alespoň pro jednu hodnotu i, n. 

P o z n á m k a : V článku odvozená nerovnost (7) je dokázána obdobným způsobem 
pro systém s jinou čekací disciplínou v práci: Oldřich Vašíček, Jedna speciální čekací 
disciplína v systému hromadné obsluhy, Aplikace matematiky 10 (1965), č. 1, 59 — 71. 

Pe3K)Me 

K flHCLÍHnJIHHE O^KHflAHM 
B CHCTEMAX MACCOBOTO OBCJIY^CHBAHH^ 

OJIBAP^CMX BAE1HHEK (Oldřich Vašíček) 

B CTaTbe c(})opMvjiHpoBaHa .nHcuTínjiHHa o^H^aHHH B cncTeMe THna M/M/c, npH 
KOTopoíí GyneT oGcjiŷ KeH onpeAejreHHbní 3aKa3HHK c BepoflTHocTbio, 3aBHCiim:eH OT 
.rrjiHHM onepe.ziH H OT nop^AKa npHxo/ipB. ,ZT,oKa3aHo, HTO jiHcnepmiJi BpeMeHH oaot-
/KlHHfl B TaKOH CHCTeMe /TOCTHTaeT MHHHMaHOJIbHOrO, HJIH 7KQ MaKCHMaJIbHOTO, 

3HaHeHHH B TOM H TOJIbKO B TOM CJIVHae, KOT/Ta o6cJTV>KHBaHHe npOH3BO,ZIHTC5I 

B nopTOKe npHXOAOB, HJTH TKQ B oGparaoM nopíi/jKe. 
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S u m m a r y 

A NOTE ON A QUEUEING DISCIPLINE 

OLDRICH VASICEK 

The paper presents a queueing discipline in systems M/M/c such that the prob­
ability of a customer being taken into service depends on the length of the queue 
and on the order of his arrival. It is proved that, in such a system, the variance of the 
waiting time attains its maximum or minimum value if and only if the customers 
go into service according to the order of their arrivals or the inverse order, respect­
ively. 

Adresa autora: Oldfich Vasicek, VJstav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradska 49, 
Praha 2. 
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