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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 6 

VYJÁDŘENI TRANSFORMACE Z 
CARSONOVOU-LAPLACEOVOU TRANSFORMACÍ 

MILOŠ NOVOTNÝ 

(Došlo dne 15. července 1964.) 

V této práci jsou odvozeny tri věty o vyjádření obrazu při všech třech 
druzích tzv. transformace Z obrazem jistých po úsecích konstantních funkcí 
při transformaci Carsonově-Laplaceově. To umožňuje používat k výpočtu 
obrazů pri transformaci Z slovníků pro transformaci Carsonovu-Lapla-
ceovu. 

Označme P množinu všech komplexních posloupností a = {a^^J^ takových, že 
lim sup \/\ak\ < +oo. Je-li aeP, označme ještě r = (lim sup V]***!)""1' takže 

fc-> + 00 fc-+ + 00 

0 < r S +°0-
+ 00 

Podle Cauchyho-Hadamardovy věty řada £ akz
k absolutně konverguje pro 

fc = 0 

\z\ < r a diverguje pro |z| > r. Nechť Ft(z) je součet této řady v celém jejím obo
ru konvergence. Potom funkci Fx nazýváme obrazem posloupnosti a a posloupnost 
o vzorem funkce Fx při transformaci Z t a píšeme Zx(a) = Fí. 

+ 00 

Podle Cauchyho-Hadamardovy věty řada Yjakz~k absolutně konverguje pro 
k = 0 

\z\ < r " 1 a diverguje pro \z\ > r " 1 . Nechť F2(z) je součet této řady v celém jejím 
oboru konvergence. Potom funkci F2 nazýváme obrazem posloupnosti a a posloup
nost a vzorem funkce F2 při transformaci Z 2 a píšeme Z2(a) = F2. 

Je-li konečně M nějaká množina komplexních čísel, označíme M~i množinu pře
vrácených hodnot těchto čísel. Potom zřejmě platí tato 

Věta o vztahu transformací Z x a Z 2 : Nechť a = {ak}kJ°0 e P, Zt(a) = F\ a M ř je 
definiční obor funkce Fř (i = 1, 2). Potom M2 = M^1 a F2(z) = F t ( l/z) pro 
zeM~\ 

Označme P 3 množinu všech dvoustranných komplexních posloupností a = 
= {a j^-oo takových, že lim sup í^/|a_fc| lim sup \/\ak\ < 1. Je-li a e P 3 , leží obě tyto 

k~* + oo A;-* + oo 

horní limity v intervalu <0, +oo); označme ještě rH = (lim sup í^/ |a_ f c | ) _ 1 a rN = 
= (l imsupí^la^l)" 1 , takže r " 1 < rN. k^+co 

k-+ + oo 
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Podle Cauchyho-Hamadardovy věty řada ]T akz
k absolutně konverguje pro 

fc= — 00 
rŘí < | z | < rN a diverguje pro \z\ < r^ 1 a pro |z | > rN. Nechť F3(z) je součet této 
řady v celém jejím oboru konvergence. Potom funkci F3 nazýváme obrazem posloup
nosti a a posloupnost a vzorem funkce F3 při transformaci (73 a píšeme Z 3(a) = F3. 

Zřejmě platí tato 

Věta o vztahu transformací Z l 5 Z 2 a Z 3 : Nechť a = {a^j^fL^ e P 3 . Potom a' = 
= {ak}k™Q e P a a" = {O, a_ 1 ? a __2, ...} e P. Označíme4iještěZ1(ď) = F\,Z2(a") = 
= F2 a Z 3(a) = F3 a M ř definiční obor funkce Ft (i = 1, 2, 3), p/aí1 daJe M 3 = 
- - M ^ M 2 a F3(z) = Fi(z) + F2(z) pro z e M 3 . 

Označme E(i) celou část čísla £, tj. celé číslo takové, že E(t) ^ t < E(t) + 1. Dále 
nechť a = {ak}k™0eP a r = (lim sup í^/la^) - 1 , takže O < r ^ +oo. Jestliže 

fc-> + oo 

O < r < +oo, zvolme O = r; jestliže r = + co, zvolme za Q libovolně velké konečné 
kladné číslo. Konečně nechť 0 ^ t ^ +oo. Potom definujeme funkci s předpisem 

E(0 

(1) s(a, Q, t) = X ak£* . 
fc = 0 

Konečně integrálem v mezích od a e (— co, + co) do + co budeme všude v dalším 
myslet Riemannův integrál, nevlastní vůči horní mezi. O těchto integrálech platí tato 
známá věta (viz [1], odst. 77): 

+ 00 

Věta o nevlastní integraci funkční řady. Předpokládejme: 1) Platí JJ £/fc(ř) dt = 
+ oo fc = 0 

= YJ SafÁf) dř prO všechna T e <a, + co), kde všechny integrály jsou vlastní. 
fc = 0 + o o + o o 

2) Konverguje integrál Ja
+0° 5] |/ fc(t)| dt nebo řada £ Ja

+0° |/k(í)| dt. Potom 
k=0 k=0 

* + 0 0 +00 +00 / •+00 /»+00 +00 +00 / *+00 

__Л(t)dt = Е Л(t)dt. 
Ja * = <> * = 0 j a 

Po tomto úvodu už snadno dokážeme tyto věty o vyjádření obrazu při transformaci 
Zl9 Z2 a Z 3 obrazem jisté funkce po úsecích konstantní při transformaci Carsonově-
Laplaceově: 

Věta 1. Předpokládejme: 1) a = {ak}k™0eP. 2) r = (lim sup !j/|a f c |)~ l. 3) Je-Zi 
fc-» + 00 

O < r < +co, zvolme Q = r; je-li r = +co, zvolme za Q libovolně velké konečné 
kladné číslo. 4) Zx(a) = Fv 5) log w je hlavní hodnota logaritmu w. Potom 

(2) Fi(z) = \ p \ s(a, Q, t) e~pt dt pro O < \z\ < Q . 
L J o Jp=log(e/z) 

D ů k a z : Podle předpokladů 
+ CO 

(3) Fi(Z) = £ flfcZ* pro |z| < O . 
fc = 0 
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Omezme se dokonce na 0 < \z\ < Q. Potom zobrazení z = Qe p čili p = log (O/z) 
převádí mezikruží 0 < |z| < O na polorovinu 0 < Re p < + co, takže 

(4) 
+ 00 

k = 0 
Р^2) = X ак$е кр Р г о 0 < Ке р < + со . 

Jestliže u(t — k) = 0 resp. 1 pro 0 = t < k resp. k ^ t < +oo (k = 1, 2, . . . ) , 
máme 

00 /•+00 

(5) 
-kp e-ptát = p u(t - k)e~~pt át 

< \Z\ < Q 

(k = 0, 1, ..., 0 < Re p < + co) , 

což dosazeno do (4) dává 

+ 00 /•+ 00 

(6) Fi(z) = p]T afcO
fc u(t - k) e~pt át pro 0 

fc=°Jo 
čili pro 

0 < Re p < + co . 

V každém intervalu <0, T>, kde 0 = T< +co, mají funkce akQ
k u(t — k)e~~pt 

+ 00 

(k = 0, 1, ...) vlastní Riemannův integrál a řada £ a^fc u(í — k) e _ p ř sestává jen 
fc = 0 

z konečného počtu nenulových členů, takže 

(7) 
ЛГ +оо +со /*Г 

^ о ^ " ( ( - &)е_"<1.' = Х акв

ки(1 - к)е-р'<И 
^о *=о *=<Оо 

pro všechna T e <0, + co), 

Protože 0 < |z| < Q9 bude při označení x + iy = p = log (O/z) = log(O^/|z|) + 
+ i arg (O/z) čili x = log (O/|z|) platit 0 < x < + co, takže 

/•+00 /*+00 /*+00 

| o ^ « ( ř - k)e-pt\át = |a fe | e
f c «(t - k) e~xt át = \ak\ Qk \ e~xt dt = 

Jo Jo Jfc 

= |o fc | Q
k - e~k = - l o ^ e - ^ l = - |a»-*| (fc = O, 1, ...) , 

X X X 
+ 00 

E 
fe = 0 

a tedy podle (3) konverguje řada ]T J+ 0 0 \akQ
k u(t-~ k) e pt\át. Z toho a ze (7) 

plyne podle věty o nevlastní integraci funkční řady, že v (6) lze zaměnit sumu a inte
grál: 

•+00 E(í) 

Xo t ó V"dt = 
/• + 00 +00 

- ? i ( - ) - ' P £ o*(Г" « . ( ' - & ) * " " d ř = P 
Jo *=» 

/•+ 00 

= F s(°> ö> 0 e~pt át pro p = log (QJZ) a 0 < z < O . 

Tím je věta dokázána. 
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Věta 2. Předpokládejme: 1) aeP.2)r = (lim sup \/\ak\) i . 3) Je-li O < r < + oo, 
fc-» + oo 

zvolme Q = r; je-7í r = + oo, zvolme za Q libovolně velké konečné kladné číslo. 
4) Z2(a) = F2. 5) log w je hlavní hodnota logaritmu w. Potom 

* + 0 0 

< \z\ < +oo . (8) F2(z) = U í s(a, O, t) e~pt d í l pro O'1 

L JO Jp= log( Qz) 

D ů k a z plyne z věty 1 a z věty o vztahu transformací Z x a Z 2 . 

Věta 3. Předpokládejme: l) a = {afc}k
+.°°_«, 6 P 3 , a' = { a J + 4 , o" = 

= {0, a_ 1 ? a_ 2 , ...}. 2) r f í = (lim sup y | a _ f c | ) _ 1 , rN = (lim sup V M ) " " 1 - 3 ) J e 4 i 

fc-+ + 00 fc-+ + 00 

0 < r f í < +oo resp. O < rN < + oo, zvolme QH = r f í resp £N = rN; je-li rH = + co 
resp. rN = + co zvolme za QH resp. QN libovolně velké konečné kladné číslo. 
4) Z3(a) = F3. Potom 

(9) F3(z) = [ p f °°s(a', O„, t) e~pt d ř i + 
L J0 Jp=log(QN/Z) 

Г p í ^(a", Єн, t) e-" dЛ 
L J 0 J p = ÌOg(QNz) 

pro Oд1 < Ы < ON . 

О й к а я р1упе ъ уё1 1 а 2 а 2 оЪои уё! о У21апи 1гап§Гогтас1 2 1 5 2 2 а 2 3 . 

1л/ега.>игя 

[1] Е С . ТПсктагзк: Тпе Шеогу оГшпс1юш, ОхГогё 1932. 

Р е з ю м е 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ Ъ ПРИ ПОМОЩИ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КАРСОНА-ЛАПЛАСА 

МИЛОШ НОВОТНЫ (МПо8 NоVО^пу) 

Обозначим символом Р множество всех комплексных последовательностей 
+ 00 

а = {о*}̂ ..® таких, что г " 1 = Цт вир к^\ак\ > +оо, так что ряд ^акг
к имеет 

&-» + оо & = 0 

радиус сходимости г. Пусть 1ч(-0 — сумма этого ряда во всей его области 

сходимости. Тогда мы пишем Ъх(а) = Рх. 
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При тех же условиях ряд ^ акг
 к сходится абсолютно для \г\ > г х и рас-

/с = 0 

ходится для |г | > г - 1 . Пусть Р2(г) — сумма этого ряда во всей области сходи

мости. Тогда мы пишем Ъ2(а) = Р2. 

Обозначим через Р 3 множество всех комплексных последовательностей 

о = {̂ }+

=

00_сХ) таких, что при обозначении г^ 1 = Н т ш р ^ / | а _ Л | и г^ 1 = 
fc-> + oo 

+ 00 

= Н т $ир \]\ак\ Имеет место гн

г < гм, так что ряд ]Г ак2
к абсолютно сходится 

к-* + оо к= - о о 

для Гд1 < \г\ < гК и раходится для \г\ < г^1 и для |г | > гм. Пусть -Р3(
2) — сум

ма этого ряда во всей его области сходимости. Тогда мы пишем 2 3 (о) = Еъ. 

Пусть Е(х) - целая часть числа *, а = {ак} к™0 е Р и г = (Нт вир - ^ я * ! ) " 1 -
/с->+оо 

ЕСЛИ 0 < г < + со, выберем ^ = г; если г = + со, то в качестве ^ возьмем про

извольно большое конечное положительное число. Затем определим функцию 5 

по формуле (1). Наконец, интегралом в пределах от а е (— со, + со) до + со мы 

разумеем всюду интеграл Римана, несобственный по верхнему пределу. Тогда 

справедливы следующие теоремы: 

Теорема 1. Предположим: 1) о = {ак}кЛ°0 е Р. 2) г = (Нт вир ].ч/|а / с |)~1. 3) Если 
/с-> + СО 

О < г < +со, выберем ^ = г; если г = +со, возьмем в качестве ^ произвольно 

большое конечное положительное число. 4) 2 х (о) = Рх. 5) 1о§ м! является глав

ным значением логарифма н\ Тогда справедливо (2). 

Теорема 2. Предположим: 1) о е Р. 2) г = (Нт зир ^ | « л | ) - 1 . 3) с̂./Ш 0 < г < 
й-> + оо 

< +оо, выберем ^ = г; ес./Ш г = + со, быверем в качестве ^ произвольно большое 

конечное положительное число. 4) 2 2(о) = Г2. 5) 1о§ >у является главным значе

нием логарифма м>. Тогда справедливо (8). 

Теорема 3. Предположим: 1) о = {«̂ }+

=°°_ да е Р 3 , о' = { а ^ Д , о" = 

= {0, а „ 1 ? а_ 2, •-.}. 2) г н = (Нт зир !.У|а_^|)_ 1, г# = (Нт вир у \ак\)~х. 3) .Еслг/ 
&-> + оо &-> + оо 

О < гн < +со или же 0 < гп < +оо, выберем ^II = г н млм :же ^ = г^; если 

г я = + оо или же гм == + со, т о в качестве ^н или же ^м выберем произвольно 

большое конечное положительное число. 4) 2 3 (о) = 1^. Тогда справедливо (9). 

Приведенные теоремы позволяют вычислять образы в преобразованиях Ъи 

2 2 и 2 3 при помощи словарей для преобразования Карсона-Лапласа. 
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Summary 

THE Z TRANSFORM IN TERMS OF THE CARSON-LAPLACE 
TRANSFORM 

MlLOS NOVOTNY 

Denote by P the set of all sequences a = {ak}kJ°0 with complex terms, such that 
+ 00 

r _ 1 = lim sup Xj\ak\ < +oo. Thus the series £ akz
k has r as radius of convergence; 

fc-> + oo fc=0 

denote its sum by FlvZ), and define Zt(a) = Fl. 
+ 00 

Under the same assumptions, the series £ akz~k converges absolutely for |z| < r" 1 

fc = 0 

and diverges for |z| < r~l. Denote its sum by F2(z) and define Z2(a) = F2. 

Let P3 be the set of all sequences a = {ak}k^^ with complex terms, such that 
rnX < rN f ° r rH1 = lim sup ^ [ a . * ] , rN

x = lim sup \/\ak\. Thus the series 
+ 00 &-+ + 00 fc-> + 00 

Y, ^kzk converges absolutely for rH
l < \z\ < rN, and diverges for \z\ < rH

l or 
k— — oo 

\z\ > rN. Denote its sum by F3(z), and define Z3(a) = F3. 

E(t) denotes the integral part of the real number t. Let a = {ak}k™0 e P and r = 
= (limsup!.y|a fe |)"1. If 0 < r < +oo, set Q = r; if r = +oo, let Q be arbitrary 

k-+ + oo 

positive. The function 5 is then defined by (l). By integrals between bounds 
a e ( - o o , +oo) and -i-oo there is meant the Riemann integral, improper only with 
respect to its upper bound. Then the following theorems hold. 

Theorem 1. Let a = {ak}^0 e P, r = lim sup \f\ak\)~
l. If 0 < r < + oo, set Q = r; 

k-> + oo 

ifr = + oo, let Q be arbitrary positive. Let Zx(a) = F\, let log w denote the principal 
value of the logarithm of w. Then (2) holds. 

Theorem 2. Let a = {afc}+4 e P, r = (lim sup ^/ |a f c | ) _ 1 . If 0 < r < +oo, set 
fc-> + oo 

Q = r; if r = + oo, let Q be arbitrary positive. Let Z2(a) = F2, let log w denote the 
principal value of the logarithm of w. Then (8) holds. 

Theorem 3. Let a = {a^JL^ e P3, a' = { a * } ^ , a" = {0, a_1? a_2, . . . } , and 
rH = (limsup![v/|a_fc |)"1, rN = (lim sup i i / l^ l )" 1 - If 0 < rH < + oo Or 0 < rN < 

&-»• + oo fe-> + oo 

< +oo, set QH = r/f Or QN = rN respectively; if rH = + oo or rN = + oo, let OH 

Or ,0̂ - be arbitrary positive. Let Z3(a) = F3. Then (9) hO/ds. 

These three theorems make it possible to obtain images under the Z l 5 Z2 or Z 3 

transforms from dictionaries of Carson-Laplace correspondences. 

Adresa autora: Milos Novotny, Vyzkumny ustav telekomunikaci, Trebohosticka 987, Praha-
Strasnice. 
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