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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 4

UBER OPTIMALE QUADRATURFORMELN IM RAUME
PERIODISCHER FUNKTIONEN

Ivo BABUSKA

(Eingegangen am 16. April 1965.)

1. EINLEITUNG

In Arbeit [1] haben wir uns mit der Problematik der numerischen Berechnung
des Integrals

(1) 1) = - j r(x) e dx

beschiftigt, wenn f eine 2n-periodische komplexe Funktion ist. In dieser Arbeit wollen
wir uns mit der Berechnung des Funktionals

2n o
@) () = | 194t d
0
beschéftigen, wenn f und g 2n-periodische komplexe Funktionen sind und g € L,.

(Siehe auch 2], [3].)
Die Quadraturformel wollen wir in folgender Form betrachten

D ) 2n ¢ 2n s S - ik2nlyj]
(3) 1(j. ag”, ..., a5Py20) (f) = — Y1 > Agjj21+k € .
Jjoi=t \Jj k==Tj/21

2. PROBLEMSTELLUNG

Es sei ein Banachraum B der 2n-periodischen komplexen Funktionen derart gege-
ben, dass J,und I auf B stetige lineare Funktionale sind. Das Funktional 1(j, 9%q), ...
... %a%},5,) nennen wir eine optimale Approximation von J,. wenn fiir jedes aq, ...
s Aopj gl

@ =105 2y

pr = “Jy - I(j’ dgs s "2lj/2]) B*

(Die Norm ist als Norm der Funktionale zu verstehen.)
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Wir bezeichnen noch

(5) 9.y = inf |[J, = I(j, ags -y Qzpeyay)||e -

ai,i=0,...,j

Es sei eine Zahlenfolge af’, k = 0, 1,...,2[j/2],j = 1, 2, ..., gegeben. Die Formel
1(j, a$d, ... a(z{‘z/j]') nennen Wwir grassenordnungsmdssig optimal in Bezug auf ¢
und B, wenn ein C > 0 (unabhéngig von j) derart existiert, dass fiir alle j gilt

(6) J, = 1(j, af, ..., a5 2

B* é CXB(gs.]) .

Die Formel I(j, a$, ..., 0(2{)2/“) nennen wir fast gréssenordnungsmdssig optimal,
wenn zwei Konstanten C; > 0 und > 0 (unabhingig von j) derart existieren, dass
ist

(7) 19y = 10, ag” ..., asya

s = Ci(g, [B]) -

Ahnlich wie in [1] suchen wir eine solche Formel, die fiir eine womdglich grosse
Raumklasse grossenordnungsmaissig optimal ist. Wir bezeichnen # den Raum

aller reeller Folgen y = (7, 7;, ...) mit folgenden Eigenschaften:
7 g 0, Yo > 0, _] = 0, 1,2,...

. Es existiert s = 1 derart, dass y, > 0 ist. (s hingt von y ab.)

W o -

SRS V2 A
. hm 7;7 = 0.
J=®

Jeder Folge y entspricht eine ganze Funktion
(8) l//';'(Z) = Zoyjzj .
j=

Mit Riicksicht auf die Voraussetzungen iiber S ist offensichtlich, dass

1. lﬁ:,(x) fiir x = 0 eine positive wachsende Funktion ist;

2. ein D > 0 derart existiert, dass fiir x = 0 ist
(9) v (x)2(1+x)D.

Es sei nun y € #. Wir bezeichnen H, den Hilbertschen Raum aller stetigen kom-
plexen 2z-periodischen Funktionen h(x) mit dem Skalarprodukt

(10) (k, h), =§0y ; rnkm(x) h9(x) dx .

Wir konnen voraussetzen (mit Riicksicht auf die Voraussetzungen iiber #), dass
alle Funktionen h € H, total stetig sind.
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3. UBER DIE UNIVERSAL FAST GROSSENORDNUNGSMASSIG OPTIMALE
FORMEL

Weil die Funktion g(x) € L, ist, kénnen wir schreiben

w0

g(x) = Y e, ) Y el <o
Es sei s ein Index mit dem kleinsten Absolutwert, dass ¢, £ 0. Es sei j > 0. Wir
bezeichnen w; (x) = (1 — cos jx) ¢"*. Die Funktion w; (x) wird offensichtlich gleich
Null inden Punkten x, = (2n/j) [, [ = 0, 1, ..., j. Darum ist auch I(j, ao, ..., ayg;2)) -
Aw;(x)) =0 fiir jedes a;, i = 0,1, ..., aya
Anderseits haben wir

J ;) = j

2n 0
e"(1 = cos jx) Y e ™ dx =2n(¢, — -2 — 4 j[2) .
0 k=—w

Mit Riicksicht auf unsere Voraussetzung, dass g € L, ist, gilt lim ¢, = 0. und wir

Jk] = 0
erhalten fiir gentigend grosse j

[ o ()] 2 e -
Weiter gilt offensichtlich fir geniigend grosse j
lo ()7 = 22[¥(s?) + Hl(s + 1)) + 2l(s = )] 2 C2v(i?) -

Wir haben also Satz 1 bewiesen:
Satz 1. Es existiert ein Cy (unabhdngig von j) sodass ist

7g.0) = C5(Y,(j?)*

Wir wihlen nun eine spezielle Quadraturformel — diese nenen wir universal —
und wir beweisen, dass sie grossenordnungsmissig fast optimal ist fiir jedes H.,
7 € #. Die Universalformel I, sei durch die Folge af?) . ,, = ¢, [k| < [j/2] beschrie-
ben. Wir wollen das Fehlerfunktional betrachten

J,—1,.

Y
Dieses Funktional ist auf H, stetig und wir kdnnen schreiben

(Jy - Ig)(f) = (f’ Q)v’
wobei

o (1) o= Ty (s + kj)?) '



+ oo
Z d,e™~ setzen, erhalten wir

Tatséchlich wenn wir fiir f(x) die Reihe f(x) =

(. Z cpe™), ——27t z d,,(kan(f)

k=—o
Ahnlich erhalten wir auch

o L/2] ¢ o w
f s et(s+kj)x> =2 d\ — f
< k;oo sf—z[J/Z] Ul(s + kj)?) . k:Zoo s=—;j/2] st = Il

Wir erhalten also
[j/21 0 eik(+nj)x

Ck ikx
e — C —_——,
k:—z[j/Z] kn;%()w l//:,((k + nj)z)

ox) = Ikl >ZU/21 v, (K?)

Darum ist

|wg—1m::|ww2§8n[ y el % fomaia%ra‘ﬂ

13021 Yy (K?)  k="Tim

Weil ,(k?) eine wachsende Funktion ist, erhalten wir

B T U AN

lIA

2 <81 —1—— ol + 2
el <8 [up,',(j/z)z) |k|>2;j/2]| 7t k=~z[;j/2] V{(7[2)%) =0 (1 + 2n)* j2[4)
< Cs Cs
) ::[wALﬁ%2)+ wxcﬂzV>R]
A (1l S I
WSo w1 + 2n) j2J4)
= S <
=0 1+ (i[2)* + o(n + n%?) (1 + n) iy ((j[2)%) ~
< S - l .
=2 T a2 G (15 n) oGP
Weil gilt

vi(jf2)?) = Z syo((Jf2)%)

s=1

bekommen wir

W;((]/Z)Z) (//2)2 = ‘p/((//z)z) — Yo

sodass fiir geniigend grosse j gilt R < 0.
Wir bekommen endlich
1y = 1], < Co(w,{(i[2)*)™F = C2™(9.J[2)

und haben folgenden Satz bewiesen:
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Satz 2. Die Universalformel ist fast grossenordnungsmdssig optimal in jedem
H, ye.

4. UBER EINIGE KONKRETE FORMELN

Wir wollen uns mit einem konkreten Beispiel beschéftigen. Wir wollen das Funk-
tional
n/2
J(f) = f(x)dx
—n/2
ausrechnen. .
Auf Grund des im vorherigen Absatz gesagten, konstruieren wir ein Universal-
formel. Wir kénnen schreiben

g(x) =12+ (2|n) Y. (=1)*"" cos (2k — 1) x/(2k — 1)
k=1
und
g(x) =1 fir 2kn —nf2 £ x < 2kn + 7|2,
g(x) =0 fir 2kn+n2<x <2k + 1)n — n/2.

Die Universalformel ist dann von der Form

J(f) ~ (27r/j)é:1f(2nl/j) Si(2xllj),

[(+2)/4]

S{x) =12 + (2[n) k;l (—=1)cos (2k — 1) x/(2k — 1).

Wir bemerken noch, dass auf diese Weise das Problem der Integration in Raum der
nichtperiodischen Funktionen auf dem Intervall (—1, 1) durch die Substitution
x = sin ¢ gelost werden kann.
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Souhrn

O OPTIMALNICH KVADRATURNICH FORMULICH
V PROSTORECH PERIODICKYCH FUNKCI

Ivo BABUSKA

V préci se studuji vlastnosti formule I(f) numerického vypodtu integrdlu

(1) 5 = j F(x)a(x) dx, gel,
0
ve tvaru
I d o 2
© )= 712/ (7 l> K 2[:~/2]ag'}2]+ke iy,
= =-Lj

V prdci se ukazuje, Ze je-li
g(x) = ¥ ae™
k=—-w

a polozime-li af’ = ¢,_(;,5;. pak formule (2) m4 tu vlastnost, Ze vyraz

21 d 2 Li/21 . N

sup | J(f)—= Zf<#_—l Y G

“up Iflms1 J=0 \J k="t \
i=t g . 2n QWA /2n T P
inf  sup | J(f) — = > 2 aginR ety
a Uiz || flnst Jjox=t \J Jk="Tis |

je omezeny pro Sirokou ttidu Hilbertovych prostor H.

Pe3rome

Ob OIITUMAIJIBHBIX KBAJJPATYPHbBIX ®OPMVJIAX
B NMPOCTPAHCTBE MEPUOAUYECKUX ®YVHKLUN

MNBO BABYIIKA (Ivo BABUSKA)

B paboTe ucciaeayroTcs cBoiicTBa popmyJnl I(f) Aas BbYMCAEHUS MHTErpasia

2n o
(1 J(f) =| f(x)g(x)dx, geL,
(0]
B BUEC
i L2l ) _
(2) I(f) — ij f(zn l> Z a{;/)2]+k e——zklnl/_[.
J =1 J k=-1[j/2]



B paboTe nokasaHo, 4YTO €CiIU
d .
9(x) = ¥ e
k=—w

H eI M0I0KUM 0 = ¢, 1. To GpopMya (2) 061agaeT Tem CBOHCTBOM, 4TO BbI-
k k=Lj/21
paxeHue

| WY ey
sup ngf)—*Zf<;l> Y e |

Ifllmst | 1=1 J k=-[j/2]
sup -
J=1,2,. . 2r U121 el (Lj/2l) ik2nl/[j/2]]
qu sup g(f) - Z f - I Z Agjr21+k€ :
a (2D | fllgst =1 k=—[i/4] 1

OTPaHHYCHO IS LIMPOKOro Kyacca mpocTpancts [wibbepta H.

Anschrift des Autors: Ing. dr. Ivo Babuska Dr. Sc., Matematicky ustav CSAYV, Opletalova 45,
Praha 1.

265



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T23:22:46+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




