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SVAZEK 11 (1966) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

ÜBER OPTIMALE QUADRATURFORMELN IM RÄUME 
PERIODISCHER FUNKTIONEN 

Ivo BABUSKA 

(Eingegangen am 16. April 1965.) 

1. EINLEITUNG 

In Arbeit [1] haben wir uns mit der Problematik der numerischen Berechnung 
des Integrals 

(1) Jp(f) = --[lnf(x)e^dx 
2x Jo 

beschäftigt, wenn /eine 27r-periodische komplexe Funktion ist. In dieser Arbeit wollen 
wir uns mit der Berechnung des Funktionais 

(2) Jg(f) - f Kf(x)~g(x)dx 

beschäftigen, wenn / und g 27i-periodische komplexe Funktionen sind und g e L2. 
(Siehe auch [2], [3].) 

Die Quadraturformel wollen wir in folgender Form betrachten 

(3) l(j,a^,...,a%,2,){f) = -íf(-l) E 4 ^ + ^ ' ™ 
J 1 = 1 \J J k=-[j/2-\ 

2. PROBLEMSTELLUNG 

Es sei ein Banachraum B der 27i-periodischen komplexen Funktionen derart gege­
ben, dass Jg und I auf B stetige lineare Funktionale sind. Das Funktional l(j, ga0

j),... 
..., ^a2D72]) nennen wir eine optimale Approximation von Jr wenn für jedes a0, . . . 
..., a2U/21 gilt 

(4) || J f - I(j, gay\..., 'a<£m)\\B. S\\Jg~ l(h *o, •.., «2U/2])| |B. • 

(Die Norm ist als Norm der Funktionale zu verstehen.) 
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Wir bezeichnen noch 

(5) XB(gJ) = inf || Jg - I(j, % . . , «2[*/2])||B* • 
a « , i = 0 , . . . 5 j 

Es sei eine Zahlenfolge a[j), k = 0, 1, ..., 2[j/2], j = 1, 2, ..., gegeben. Die Formel 
I(j, ÖQ^, ..., a2[2/j]) n e n n e n wir grössenordnungsmässig optimal in Bezug auf $ 
und B, wenn ein C > 0 (unabhängig von j) derart existiert, dass für alle j gilt 

(6) \\Jg - /(j, a(ö°, • • - 4{WII«- ^ QB(0,7) • 

Die Formel I(j, a(J}, ..., a2[2/j]) n e n n e n wir fast grössenordnungsmässig optimal, 
wenn zwei Konstanten Cx > 0 und ß > 0 (unabhängig von j) derart existieren, dass 
ist 

(7) || J , - I(j, <#>,..., a%^\\B* = ca
B(g, [/&']) . 

Ähnlich wie in [1] suchen wir eine solche Formel, die für eine womöglich grosse 
Raumklasse grössenordnungsmässig optimal ist. Wir bezeichnen jf den Raum 
aller reeller Folgen y = (y0, yx, ...) mit folgenden Eigenschaften: 

1. yj = 0, y0 > 0 , j = 0 ,1 ,2 , . . . 

2. Es existiert s = 1 derart, dass ys > 0 ist. (5 hängt von y ab.) 

3. Iimyj / J ' = 0. 
j*->oo 

Jeder Folge 7 entspricht eine ganze Funktion 

00 

(8) ^ ) = IVJ'-
1 = 0 

Mit Rücksicht auf die Voraussetzungen über J f ist offensichtlich, dass 

1. *l/y(x) für x — 0 eine positive wachsende Funktion ist; 

2. ein D > 0 derart existiert, dass für x = 0 ist 

(9) ^(x) ^(l+x)D. 

Es sei nun y G 34?. Wir bezeichnen Hy den Hilbertschen Raum aller stetigen kom­
plexen 27r-periodischen Funktionen h(x) mit dem Skalarprodukt 

00 r*2n 

(10) (k, h\ -= j 7, kU)(x) h(J)(x) dx . 
1=0 Jo 

Wir können voraussetzen (mit Rücksicht auf die Voraussetzungen über Jf), dass 
alle Funktionen he Hy total stetig sind. 
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3. ÜBER DIE UNIVERSAL FAST GRÖSSENORDNUNGSMÄSSIG OPTIMALE 
FORMEL 

Weil die Funktion g(x) e L2 ist, können wir schreiben 

oo oo 

9(x) = T ckeikx , £ \ck\
2 < °o • 

k= — oo fc = — oo 

Es sei s ein Index mit dem kleinsten Absolutwert, dass cs #- 0. Es sei j > 0. Wir 
bezeichnen cojs(x) = (1 — cosjx) elsx. Die Funktion (oj)S(x) wird offensichtlich gleich 
Null in den Punkten xt = (2njj) /, l = 0, 1, ..., j . Darum ist auchI(j , a0, ..., «2[j /2]) * 
. (oj;jY}) = 0 für jedes ah i = 0, 1, ..., a2U/2}. 

Anderseits haben wir 

f*2n oo 
Jg{c°jÄx)) = ^ * ( l - cos Ix) X] cke~ikxdx = 2TT(CS - cs_;-/2 - cs+J-/2) . 

J 0 fc= - c o 

Mit Rücksicht auf unsere Voraussetzung, dass g e L2 ist, gilt lim ck = 0. und wir 
|fe|-> 00 

erhalten für genügend grosse j 

KK-.-M)! = N-
Weiter gilt offensichtlich für genügend grosse j 

[h,s(x)||2 = 2n[^(s2) + W7((s + jf) + W7((s - j)2)] iS Crftf). 

Wir haben also Satz 1 bewiesen: 
Satz i . Fs existiert ein C3 (unabhängig von'}) sodass ist 

x"yj)^c3(^(f))-i. 

Wir wählen nun eine spezielle Quadraturformel — diese neuen wir universal — 
und wir beweisen, dass sie grössenordnungsmässig fast optimal ist für jedes H 
y e Jf. Die Universalformel Ig sei durch die Folge a[Jlu/21 = ck, \k\ S [j/2] beschrie­
ben. Wir wollen das Fehlerfunktional betrachten 

\ 
Dieses Funktional ist auf H7 stetig und wir können schreiben 

(J9-Q(f) = (f,Q\, 
wobei 

+ co co [J/2] 

fc=-oo \jjy{kz) k=-к s=-U/21 (/řy((s + kj)2) 
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Tatsächlich wenn wir fürf(x) die Reihe f(x) = £ < W * setzen, erhalten wir 
k = — oo 

00 CO 

(f, £ cke
ikx)r = 2n £ dkck=Jg(f). 

k = — oo fc= — co 

Ähnlich erhalten wir auch 

oo [j/2] 

/. X X yi(s + kj)x 

fc=-oo s = - [ j / 2 ] l / t y((s + kj)2) 

Wir erhalten also 

= 2n Z £ ^+/<л - IXЯ 
k= — cc s = — [ j / 2 ] 

[1/2] oo ik( + nj)x 
o(x)= Y -Љ—eь*- ү Ck Y — 

|fc|>[j/2] lA ľ (^ 2 ) fc="D72] п=-oo l// ľ((k + И/) 2 ) 

Darům ist 

J - I r = 
r n ií?l!y 

IИ2 = 4 X -ЬL 
L|fc|>[j/2] ^ y ( k 

D72] 

+ X Ы2 X 
( k 2 ) fc=-[j/2] и=~oo фy((k + nj)2 

Weil $y(k2) eine wachsende Funktion ist, erhalten wir 

Ы? ^ 8тr 
0 7 2 ] I,. 12 oo 

x w2 + 2 x ^ЈтяUx •AД//2)2) 
ýy(jl2)2) |fc|>[j/2] fc=-[j/2] \ \ J У ( ( І \ 2 ) 2 ) П = O фy(ì + 2 n ) 2 

L l ^ 

~U 
C д c. 

•((j/2)2) Ш - ) * ) Ј 
und 

к = X UW)2 

= x 
„% фr((í + 2n)2j2\4) 

1 

Weil gilt 

*% 1 + ^((j\2)2 + 0(n + n2j2))(\ + n) nj2/^(7\2)2 

oo | 

- í o r+7^((.//2)2) (;/2)2 (1 +"n) í / í ^ 5 ) " 

WIW-ivJÍUWY-1. 
bekommen wir 

WfflUPYzUUm-yo 
sodass für genügend grosse j gilt R < oo. 

Wir bekommen endlich 

17, - /,|? g C6(fX(.//2)2))-i <; ClX"\g,j\2) 

und haben folgenden Satz bewiesen: 
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Satz 2. Die Universalformel ist fast grössenordnungsmässig optimal in jedem 
Hv y e JT. 

4. ÜBER EINIGE KONKRETE FORMELN 

Wir wollen uns mit einem konkreten Beispiel beschäftigen. Wir wollen das Funk­
tional 

rn/z 
J(f)= f(x)dx 

J -TT /2 

ausrechnen. 
Auf Grund des im vorherigen Absatz gesagten, konstruieren wir ein Universal­

formel. Wir können schreiben 

oo 

g(x) = 1/2 + (2 /7 i )X(- i ) f c + 1 cos (2k - 1) x/(2k - l) 
k = l 

und 

g(x) = 1 für 2k7i — TI/2 ^ x < 2kn + TT/2 , 

g(x) = 0 für 2k7i + TI/2 < x g 2(k + 1) n - TT/2 . 

Die Universalformel ist dann von der Form 

j(f)x(2nlj)if(2nllj)Sj(2nljj), 
1=1 

[(j+2)/4] 

Sj(x) = 1/2 + (2/TX) £ ( - 1 ) cos (2k - 1) x/(2k - l) . 
it = i 

Wir bemerken noch, dass auf diese Weise das Problem der Integration in Raum der 
nichtperiodischen Funktionen auf dem Intervall < —1,1) durch die Substitution 
x — sin cp gelöst werden kann. 
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S o u h r n 

O OPTIMÁLNÍCH KVADRATURNÍCH FORMULÍCH 
V PROSTORECH PERIODICKÝCH FUNKCÍ 

Ivo BABUŠKA 

V práci se studují vlastnosti formule I(f) numerického výpočtu integrálu 

(O 

ve tvaru 

(2) 

Ш == f(x) g(x) áx , g є L2 

2тi. [1/2] 

I(/) = - I f - l I - 8 & - M " w . 
J 1 = 1 \j J fe=-[j/2] 

V práci se ukazuje, že je-li 

g(x)= £ cke
ikx 

k = — oo 

a položíme-li a£J) = ck_íj/2^ pak formule (2) má tu vlastnost, že výraz 

sup 
j = l,2,... 

sup 
J 1 = 1 \ j /fc=-[j/2] 

•iklnl/j 

inf sup 
в|<ti/-l) | | / | | н ł Ş l 

9_ U/2] n \ [i/4] 

li/)--!/-' Z « 
j fc=l \ j / fe=-[j/4] 

(D72]) Jk2кl/U/2] 
~ kЄ 

je omezený pro širokou třídu Hilbertových prostorů H, 

Р е з ю м е 

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

ИВО БАБУШКА (1УО ВАВШКА) 

В работе исследуются свойства формулы 1(/) для вычисления интеграла 

(1) 

в виде 

(2) 

Ш= f(x)g(x)dx9 gєL2 

2к' J2л [1/2] 

/(/) = - £ / - ' I °tfm+ke-"ы». 
J 1=1 \J J k=-U/2] 
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В работе показано, что если 

g{x)= X <.«*" 
k = — <x> 

и если положим со[л = ск_и/2], то формула (2) обладает тем свойством, что вы­

ражение 

sup 
1=1,2,. 

sup 
l/ll«__l 

W)- — __/ — l I c*e 

7 , = i VJ /*=--//2] 

iklnl/j ! 

inf sup 
ű ř (í j/2]) | [ / | | H Î Ş 1 

2тг [1/2] 2я 
I.(/)-- I j - l I «rø 

Ü/4] 
-.([1/2]) „ifc2jtí/[y/2]j 

7 . = 1 у ; / /с=-[.//4] 

ограничено для широкого класса пространств Гильберта Я. 

Anschrift des Autors: Ing. dr. Ivo Babuška Dr. Se, Matematický ústav ČSAV, Opletalova 45, 
Praha 1. 
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