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SVAZEK 13 (1968) APLI KACE M ATE M ATI KY ČISLO 1 

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

Н. С. БАХВАЛОВ ( ^ 8. Васпуа1оу) 

Поскольку мой доклад по теме близок к аналогичному докладу С. Л. Соболе

ва и Иво Бабушки на предшествующей конференции в Либлицах („Оптимиза

ция численных методов", Арикасе та ! . , 1965, 10, 96 — 129) то он, естественно, 

повторяет многие моменты их доклада. 

1. Так называемая ,,чистая" математика создала и создает большое число 

приближенных методов решения задач. Достаточно вспомнить способы вы

числения функций при помощи разложения в ряды, метод Пикара решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений, метод Ньютона решения не

линейных задач и т. д. Часто при исследовании проблем ,,чистой" математики 

приближенный метод не указывается в явном виде, но производятся различ

ные преобразования задачи, облегчающие применение численных методов. 

Например, метод потенциала сводит решение уравнения Лапласа к решению 

интегрального уравнения. Эти методы важны для прикладной науки хотя бы 

тем, что указывают принципиальную возможность решения задачи. Однако, 

как правило, при их создании ограничиваются лишь указанием к возможности 

применения для решения задач широкого класса. При этом не исследуется 

эффективность этих методов и не обращается внимание на устойчивость к округ

лениям при вычислениях. Поэтому многие из этих методов оказываются не 

применимыми при реальном решении задач. 

2. Другим поставщиком методов решения задач является прикладная наука. 

Здесь, как правило, создаются методы, позволяющие реально решить задачу. 

Однако, поскольку усилия направлены на скорейшее получение результата в ви

де числа, то эти методы часто очень сильно используют специфику решаемой 

задачи. Это приводит к более быстрому решению конкретных задач, однако, если 

говорить о решении большого числа сходных между собой задач, то они 

могут оказываться не оптимальными в смысле затрат человеческого труда. 

3. Вычислительная математика в значительной степени занимается созда

нием и исследованием устойчивых методов решения целых классов задач. При 

этом часто исходной основой для исследования являются методы, создавае

мые ,,чистой" математикой и прикладной наукой. 
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В своем докладе мы не будем касаться всех проблем, стоящих перед вычисли

тельной математикой. 

Если мы ограничимся некоторым классом задач и некоторым классом мето

дов их решения, то возникает естественное стремление создать оптимальный 

на этом классе задач метод решения. Само понятие оптимальности может 

толковаться в смысле универсальности метода, простоты применения, объема 

используемой памяти ЭВМ, количества вычислений и т. д. Часто подход к это

му понятию определяется в зависимости от мощности класса реально решае

мых задач. 

Решения многих задач являются функционалами или операторами от неко

торых функций. Например, решение уравнения в частных производных является 

оператором от коэффициентов, функций, входящих в граничные условия, 

функций, задающих границу области. 

Если мы зафиксируем какие-либо классы таких функций, то будет определен 

некоторый класс решаемых задач. Мы будем рассматривать классы функций, 

задаваемые их дифференциальными свойствами. Такой подход к классам 

функций и классам решаемых задач не является единственно возможным, од

нако мы и не претендуем на всесторонний охват проблемы оптимальности 

методов. Во всяком случае он полезен. 

При отыскании метода решения задачи часто дело обстоит следующим 

образом. Исследователь не определяет формально класс задач, а просто при 

выборе алгоритма пытается учесть некоторые качественные характеристики 

задачи. Совокупность этих характеристик неявно определяет класс решяемых 

задач, с которим он работает. 

В точности оптимальный метод в настоящее время удалось найти для не

большого числа задач; некоторые примеры таких задач имеются в [1]. 

В других случаях удается построить методы, оптимальные по порядку той 

или иной характеристики метода. Часто при этом дело обстоит следующим 

образом. Строится некоторый метод, при использовании которого любая 

задача из рассматриваемого класса решается с некоторой точностью г за N 

арифметических действий. Независимо производится оценка снизу погреш

ности методов на рассматриваемом классе. А именно, показывается существо

вание такой постоянной с > 0,что для любого метода,требующего содействий 

и принадлежащего рассматриваемому классу методов погрешность решения 

некоторой задачи из рассматриваемого класса не меньше е. 

Получение оценок снизу погрешности методов имеет самостоятельное зна

чение. Например, встречается следующая ситуация. Решается какая-то новая 

задача. Мы относим ее к некоторому классу задач. На основании оценок снизу 

мы получаем, что для решения задач из этого класса с заданной точностью 

требуется слишком большое число действий. Отсюда мы делаем вывод, что 

для решения задачи с приемлемой точностью необходимо изменить класс задач, 

к которому мы относим исходную задачу. 
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Перейдем к характеристике состояния положения об оптимальных методах 

решения в различных разделах вычислительной математики. 

4. Традиционной задачей численного анализа является задача решения 

системы линейных уравнений. Даже, если мы хотим найти значение только 

одной компоненты, повидимому, оптимальным по числу арифметических ме

тодов является метод Гаусса. В настоящее время показана [2] его оптималь

ность среди методов определенного класса (оперирующих одновременно с це

лыми строками или столбцами матрицы). Однако, принципиальное значение 

для вычислительной математики имело бы доказательство его оптимальности 

среди всех методов. 

В случае, когда матрица линейной системы с N неизвестными содержит М 

ненулевых элементов, метод сопряженных градиентов требует затраты О(МЫ) 

арифметических действий. Было бы интересно рассмотреть вопрос об опти

мальности этого метода по порядку числа действий на классе линейных систем 

N^0 порядка с матрицей содержащей М ненулевых элементов. Интересна 

также задача об оптимальном методе обращения матриц, см. также [3] . 

Совершенно не изучен вопрос об оптимальности приближенных методов 

решения задач линейной алгебры. Например, трудно высказать суждение об 

оптимальном методе решения такой задачи. 

Фиксированы числа Ъ0, аи а2, N,0 < а1 ^ а2. Рассматривается класс систем 

/У-го порядка: Ах == Ь, где ||Ъ[| ^ Ь0 и все собственные числа Я( матрицы А 

удовлетворяют условию ах ^ \Х\ ^ а2; требуется найти решение этой задачи 

с точностью г. 

Конечно, эти задачи нельзя рассматривать как самые актуальные, стоящие 

перед специалистами в области линейной алгебры. В этой области еще не со

всем четко определились классы задач, представляющих интерес для решения; 

для некоторых задач (плохо обусловленные системы общая проблема собст

венных значений) достаточно универсальные алгоритмы появились только 

в последнее время. 

5. В области наилучшего представления и приближения функций из классов 

дифференцируемых и аналитических функций достигнуты большие успехи 

специалистами по теории функций. 

В частности, А. Н . К о л м о г о р о в ы м [4], А. Г. В и т у ш к и н ы м [ 5 ] и их после

дователями для таких классов получены оптимальные по порядку или асимпто

тически оптимальные оценки минимального объема информации, необходи

мого для задания функций из этих классов. Однако, для классов функций боль

шого числа переменных этот объем информации оказывается очень большим. 

Как и в случае рассматриваемой далее задачи численного интегрирования это 

говорит об актуальности следующей проблемы. Как формально описать 

классы функций большого числа переменных, действительно встречающихся 

в приложениях. Может быть, следует изменить саму постановку задачи о при-
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ближении с заданной точностью? Среди простейших задач, характеризующих 

сложность проблемы наилучшего вычисления функций, можно упомянуть 

такую: как вычислять наилучшим образом с заданной точностью значения 

какой-либо конкретной функции, например, ех. 

6. Для задачи определения нулей и экстремумов функций большого числа 

переменных в настоящее время, пожалуй, нельзя указать работ, где был бы 

ьетко и разумно определен круг рассматриваемых задач и в соответствие 

с этим имела бы смысл задача построения оптимального метода. 

7. Многие постановки задач об оптимальных методах имеют происхожде

нием задачу о численном интегрировании. Посмотрим, как здесь может ставить

ся эта задача. Пусть нам дан некоторый класс подынтегральных функций Р 

и некоторое многообразие способов интегрирования. Для каждого способа 

интегрирования на этом классе существует некоторая погрешность г. Можно 

рассмотреть все способы интегрирования, требующие для своей реализации не 

более чем Л арифметических действий и среди них отыскивать способ с наи

меньшей величиной г. Такая задача естественна, однако она очень сложна для 

решения, поскольку ее решение должно в каком-то смысле опираться на реше

ние сложной задачи отыскания оптимального способа вычисления значений 

функции из заданного класса. Поэтому более распространенной является сле

дующая постановка проблемы. Рассматривают всевозможные способы ин

тегрирования, использующие информацию о значениях подынтегральной 

функции в N точках, и среди них отыскивают оптимальный. Повидимому, 

решения упомянутых постановок дли разумных классов Р должны быть при

мерно одинаковыми, однако вторая постановка несравненно проще. 

Какой класс методов имеет смысл рассматривать? Во-первых, можно рас

смотреть класс линейных способов интегрирования, т. е. способов, при кото-
N 

рых интеграл \п /(Р) ё Р заменяется квадратурной суммой ]Г с ,ДР 7 ) с коэффи-
/=-1 

циентами, не зависящими от подынтегральной функции. Во-вторых, можно 

рассмотреть класс произвольных методов интегрирования, использующих 

информацию о значениях подынтегральной функции в N точках; такой произ

вольный способ интегрирования укладывается в следующую схему: задаются 

функции 

Ф2Ш1; Ух), •••> <Рт№и •••> ^N -и Ух, •••> З^-О , 

^N(61, . " > й^У^-чУц) 

и точка Ри общие для всех функций/рассматриваемого класса. Последователь

но определяются величины и точки 

ДР 1 ) ,Р2 = Ф 2 (Р 1 ;/(Р 1 )) , ДР 2),--> 

ря = ср,(рг,...,Р^-^ДРО,...,дру_1)). /(Р*) 
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и приближенное значение интеграла заменяется величиной 

М Р 1 , . . . , Р л . / ( Р 1 ) . " - . / ( - \ ) ) . 

В настоящее время имеется большое число результатов, относящихся к опти

мальным методам интегрирования функций различных классов. Мы хотим 

указать на один факт, показывающий, что постановка проблемы оптимизации 

даже в одномерном случае, еще нуждается в уточнении. Поскольку второй 

класс методов шире, то нижняя грань погрешности методов этого класса на 

рассматриваемом классе функций должна быть не больше, чем для класса 

линейных методов. Из результатов [6] вытекает, что в случае выпуклого класса 

I7 подыинтегральных функций эти нижние грани совпадают. 

Традиционно рассматриваемые классы дифференцируемых и аналитических 

функций являются выпуклыми. Поэтому, на первый взгляд, может показаться, 

что рассмотрение второго, более широкого, класса методов не имеет 

смысла. 

Однако, методы второго типа, например, методы интегрирования с авто

матическим выбором шага, хорошо себя зарекомендовали в вычислительной 

практике. Это указывает на недостаточность рассмотрения только традицион

ных, выпуклых, классов подынтегральных функций. Повидимому, для реаль

ных вычислений более типичны классы кусочно-аналитических функций, не 

являющиеся выпуклыми. Однако для правильной постановки проблемы опти

мизации эти классы нуждаются в формальном описании. 

Из высказанного видно, что наши дальнейшие рассмотрения носят часто 

лишь модельный характер. Однако это не уменьшает роли этого направления, 

поскольку отыскание оптимальных методов приводит к расширению круга 

используемых методов, и, что существенно важно, позволяет увидеть перспек

тивы развития методов вычислений. 

Упомянем наиболее общие результаты в области оптимизации численного 

интегрирования. Через Н(

!

Г

Р"'"Г*)(А) будем обозначать класс функций Дх 1 ? . . . ,х 5 ) 

периодических с периодом р по каждой из переменных, у которых | | / ( Г 1 "" , Г ж ) | | ь ^ 

^ А и то же неравенство выполняется для всех производных, подчиненных 

/ ( Г ь " " Г я ) ; г19 ..., гя не обязательно целые. Через К(А) будем обозначать пере

сечение некоторого конечного числа классов типа Н1]'р""г*(А). Для почти 

всех классов К(А) получены [7] точные с точностью до множителей порядка 

1пу N оценки оптимальной скорости сходимости. В большинстве случаев оцен

ки сверху реализовывались при использовании теоретико-числовых способов 

интегрирования [8]. В работах С. Л. Соболева и примыкающих к ним для 

классов функций инвариантных относительно ортогональных преобразований 

независимых переменных, изучен ряд вопросов, относящихся к построению 

квадратур, оптимальных не только по порядку, но и в смысле главного члена 

оценки. Укажем грубо, как производятся оценки снизу погрешности на классе. 

Применим формально какой-либо способ интегрирования для вычисления 
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интеграла от функции / 0 = 0. В результате мы получим информацию, что в ка
ких-то точках подынтегральная функция/0 обращается в нуль. Затем построим 
две функции из рассматриваемого класса, совпадающие с / 0 в этих точках, 
но по возможности с достаточно далекими значениями интегралов от этих 
функций. При вычислении интегралов от этих функций мы получим ту же 
информацию о подынтегральной функции, что и в случае /0, а, следовательно, 
одно и то же приближенное значение интеграла; поскольку точные значения 
интегралов от этих функций достаточно различаются, то погрешность в случае 
одной из функций будет достаточно велика. В первоначальной форме [7], [23] 
этот метод был усовершенствованием метода, предложенного А. Н. Колмо
горовым [4] для оценки снизу 8 —энтропии классов функций. В дальнейшем 
было предложено уточнение этого метода [9], позволившее получить новые 
оценки снизу для классов функций, задаваемых скоростью убывания коэффи
циентов Фурье. 

Первая из оценок снизу для случая 5 > 1 [23] гласит, что на классе Ст(Л) 
функций 5 переменных, у которых все производные порядка т ограничены 
по модулю постоянной А, нельзя получить оценки сходимости по порядку 
лучшей 0(/Ш"~т/х). Таким образом, при т/з < \ сходимость оптимального 
по гарантированной оценке метода в каком-то смысле хуже, чем сходимость 
метода Монте-Карло. Этот факт, осознанный на нестрогом уровне еще ранее, 
привел к исследованию недетерминированных способов интегрирования, т. е. 
таких способов, где получаемое приближенное значение интеграла зависит от 
некоторых случайных величин. Произвольный недетерминированный способ 
интегрирования определяется аналогично определенному выше произвольному 
способу интегрирования. Отличие состоит лишь в том, что функции ср1 и 5# 
предполагаются зависящими от некоторого случайного события и измери
мыми по соответствующей мере. Были построены недетерминированные 
методы со сходимостью на Ст(Л) порядка 0(АМ~т/з) и со сходимостью по ве
роятности порядка 0(АМ~т/8~1/2), т. е. лучшей чем у метода Монте-Карло. 
Эти оценки неулучшаемы попо рядку. Для всех классов К(А) также [7] были по
строены методы со сходимостью по вероятности, отличающейся от оптималь
ной лишь множителями порядка 1пу N. При этом имело место следующее 
обстоятельство. Для класса функций Ь2 оптимальная сходимость по вероят
ности достигается, например, при употреблении классического метода Монте-
Карло. В случае классов более гладких функций для достижения скорости 
сходимости по вероятности близкой к оптимальной следует брать узлы ин
тегрирования зависимыми между собой. В ряде случаев оптимальная скорость 
сходимости по вероятности достигается, если мы будем рассматривать как 
случайные параметры каких-либо квадратур (так называемая рандомизация). 
Оптимальные скорости сходимости гарантированной и по вероятности для 
различных классов К(А) отличаются множителями порядка № Ыу N. где а 
может меняться в пределах 0 ^ а ^ 1. 
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Заметим, что из указанных оценок для классов Я(Л) вытекают неулучшаемые 

с точностью до множителей 1п УЯ оценки сверху и снизу оптималной скорости 

сходимости для любых классов периодических функций конечной гладкости; 

это следует из того, что любой такой класс связан с некоторым классом К 

соотношением К(В) з Р з К(Л). 

8. Оценки снизу объема вычислений при квадратурах позволяют получить 

оценки снизу объема вычислений необходимого при решении других задач ма

тематической физики. Пусть, например, значение решения в некоторой точке 

записывается в виде 

и(Р)= I Г(Р,0)№)&0, 

и функция / ( б ) рассматривается как функция из некоторого класса Р. Всякий 

способ нахождения значения и(Р) можно рассматривать как способ вычисления 

интеграла в правой части. Поэтому оценка снизу объема вычислений этого 

интеграла на классе Р является одновременно оценкой снизу объема вычисле

ний при любом способе отыскания значения и(Р). Может случиться, что значение 

и(Р) является нелинейным функционалом от некоторой функции/из заданного 

пространства Р. В этом случае для каждого числа узлов N выделяют достаточно 

мощное подпространство Ри а р такое, что при / е Рм решение представляется 

в виде 

М(р)= Гг„(р,е)/(е)(1<2 + е(/), 

где е(/) — величина высшего порядка. Далее оценку снизу получают, пользуясь 

оценками для квадратур на классе Ры. 

Пусть НЕ(Р) — минимальное число значений функции /, задание которых 

достаточно при любой / е Р для восстановления решения с точностью в; оценки 

снизу объема вычислений, вытекающие только из необходимости использова

ния информации о таком числе значений функций /, естественно называть 

информационными. Порядок величины Не(Р) может быть различным в зависи

мости от нормы, в которой оценивается погрешность приближенного реше

ния; часто порядок Ие(Р) не совпадает с порядком НЕ(Р) — е-энтропии класса 

функций Р. 

Если решение зависит от функций /19...,/,-, относимых к классам Р19..., Рр 

соответственного мы таким же образом определяем величины Ие(Р]),..., 

..., Не(Р]); пусть Не = ХХ^г7;)- Нам представляется правдоподобной следующая 
1 = 1 

гипотеза. В случае разумных классов функций Ри ..., р. всегда можно указать 

способ решения со следующими характеристиками: используется информация 

о значениях каждой из функций §х в 0(К(^1)) точках, дополнительно произво-
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дится 0(Не 1пу (1/е)) арифметических действий, погрешность приближенного 

решения не больше г. 

В дальнейшей части доклада мы будем иллюстрировать на примерах прав

доподобность этой гипотезы. В цитируемых ниже работах оценка снизу мини

мального количества учитываемых значений функций /еР проводится по опи

санной выше методике. Оценки сверху минимального объема вычислений 

проводятся путем построения некоторых конкретных методов, оценок коли

чества используемой информации, объема вычислений и погрешности этих 

методов. Из этих оценок вытекают оценки порядков величин кв(Г) и спра

ведливость утверждения гипотезы в рассматриваемых примерах. Нам кажется, 

что на пути проверки, этой гипотезы для различных случаев можно получить 

большое число новых методов решения задач. 

9. Задача численного интегрирования уравнения у' = /(х, у) на [0, 1] в классе 

правых частей С2(А) содержит как частный случай задачу вычисления интегра

ла .Го/ОО^Ьс П Р И / е ^ ( Л ) . Отсюда следует, что, используя информацию 

о значениях функции / в N точках, нельзя получить значение решения у(\) 

с погрешностью по порядку лучшей 0(АМ~г). Эта оценка достигается сверху 

по порядку при использовании метода Адамса. Можно показать [10], что среди 

методов интегрирования на сетке с постоянным шагом методы типа Адамса 

являются оптимальными и по главному члену погрешности. 

10. Отметим последний интересный результат, относящийся к оптимальным 

методам решения интегральных уравнений. 

В случае решения интегрального уравнения 

И(Р) = Л [К(Р, еме)с!е+/(р) 

при 
КеСиА), /еЩА) 

для оптимального метода [11] погрешность оказывается величиной 0(М~г/$) при 

0(Ы2) арифметических действиях и 0(Ы2) используемых значениях ядра К 

и 0(И) значениях /. 

11. В случае дифференциальных уравнений в частных производных правиль

ные оценки порядка скорости сходимости оптимальных методов в настоящее 

время удалось получить лишь для простейших модельных задач. 

Пусть в двумерной области С с границей Г решается уравнение Лапласа 

Ли = 0 при граничном условии и\г = ср. Пусть 

Г е А(К, А, 11), ере Н(р, А, X) 

3 = ч = К + 1Л = Г = р + X. 
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Построен [12] способ решения этой задачи со следующими характеристика

ми. Используется информация о значениях граничной функции в N точках, 

производится 0(Ы 1п2 ^ арифметических действий, объем используемой 

памяти 0(]У), погрешность получаемых значений решения на некоторой сетке 

порядка 0(1/Лгг), причем значение решения в любой точке может быть полу

чено интерполяцией с этой сетки за конечное число действий и с погрешностью 

0 ( 1 / ^ ) . В этих оценках возможно может быть лишь устранен множитель 

1п2 N в оценке числа арифметических действий. Если ^ > г к речь идет о вы

числении значений решения лишь в некоторой строго внутренней подобласти, 

то этот множитель может быть устранен. При этом порядок одновременно 

используемой оперативной памяти уменьшается. Конечно, эти способы на

столько сложны, что их построение в настоящее время можно рассматривать 

лишь как теоремы о существовании методов с данными оптимальными ха

рактеристиками. 

Было бы интересно рассмотреть такую задачу. Пусть отыскивается значе

ние решения уравнения Лапласа только в одной точке. До какой величины мож

но уменьшить при этом порядок одновременно используемой оперативной 

памяти. Из других работ, относящихся к построению оптимальных сеток для 

решения уравнений Лапласа и Пуассона, упомянем работу [13], где подробно 

рассмотрен случай кусочно-гладкой границы и кусочно-гладких граничных 

условий. 

В работах [14 — 16] рассмотрен ряд асимптотически эффективных методов 

решения сеточных эллиптических уравнений на квадратных и прямоугольных 

сетках. Это направление очень близко примыкает к направлению построения 

оптимальных на классах способов решения задач, но не совпадает с ним. 

В частности, в [14] сеточное четырехточечное уравнение Лапласа на сетке 

с шагом И в случае произвольной конечной двумерной области решается за 

0(Н~2 \п2 (Н~г)) действий с погрешностью 0(На) при любом а > 0. В [16] 

сеточное уравнение в квадрате, соответствующее эллиптическому дифферен

циальному уравнению с непрерывными коэффициентами, решается за 

0(Н~ 1п(е~ )) действий с точностью е. В [15] сеточные уравнения в прямо

угольниках решаются для общих эллиптических систем с погрешностью в за 

0(Н~ \п(Н~ )1п(г~ 1)) действий. Упомянем один результат из [14]: пусть 

в квадрате решается уравнение Пуассона Ли = / при и\г = О и /еЩ2)(А), 

где УУ2

2)(А) — подкласс функций из \У2

2)(А), обращающихся в нуль на границе 

квадрата. Для такой задачи построен оптимальный по порядку числа действий 

на этом классе метод решения. Решение на сетке с шагом И получается с по

грешностью 0(Н2) за 0(Н~2) действий. Это число действий не может быть 

уменьшено по порядку даже при нахождении значений решения только в одной 

точке. Существенное значение для получения этой оценки имело использование 

релаксационного метода, предложенного в [17]. 
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12. Перейдем к случаю задач со временем. Часто высказывается мнение, 

что при решении задач с малой гладкостью применение схем высокого порядка 

является бессмысленным. Мы приведем один пример, ставящий под сомнение 

эту точку зрения [18]. 

Пусть решается задача Коши для уравнения и( + их = 0 при и(0, х) е \У(

2

1)(Л). 

С одной стороны, поскольку решение не имеет производных порядка выше 

первого, то нельзя говорить о наличии формальной аппроксимации. Тем 

более, на первый взгляд, нет смысла в применении схем высокого порядка 

аппроксимации. Однако, оказывается, что при использовании схем г-го поряд

ка аппроксимации погрешность решения оказывается величиной порядка 

0(Нг/(г+1)), а при г~\п(к~1) погрешность оказывается величиной порядка 

О(И). Эта оценка не может быть улучшена при решении задачи на сетке с ша

гом к. Принципиальную возможность построения схем, позволяющих решать 

эту задачу с погрешностью порядка 0(к) можно было бы заранее предвидеть 

из информационных соображений. 

13. Интересный пример оптимального на классе метода решения задачи 

разобран в [19]. Здесь построена оптимальная сетка для решения однородного 

уравнения теплопроводности при граничных условиях периодичности и задан

ном классе начальных условий. Оптимальная сетка содержит по порядку такое 

же количество узлов, которое необходимо для запоминания начальной функции 

с соответствующей точностью и общее число действий оказывается таким же 

по порядку. 

14. В последнее время достигнуты значительные успехи в развитии так 

называемых методов переменных направлений решения многомерных задач 

со временем (см., в частности, [20,21]). Эти методы в каком-то смысле являют

ся близкими к оптимальным. 

Пусть, например, решается уравнение 

5 

«Г = ХХ;х,- +/(*,Хи...,Х8) 

в области 

0 й хи...,х8 й 1, 0 ^ I ^ Т 

при граничных и начальных условиях и\г = 0. Рассмотрим класс правых частей 

СГо^гГв(А), т. е. класс функций, удовлетворяющих условиям: 

| / $ # | ^ Л , \/<А\йА; 0йтгйП9 1 = 1,...,5. 

Из оценок снизу погрешности интегрирования [7] следует: при использовании 

информации о правой части в N точках нельзя гарантировать сходимости на 
5 

этом классе по порядку лучшей 0(АЫ~г), где г"1 = ]Г г]1. Если мы используем 
1=о 
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сетку с шагами т, Нх, . . . , /?5, то нельзя гарантировать сходимости по порядку 
5 

лучшей О(А(тГ0 + ]Г ку)). С другой стороны, из информационных соображений 
/ = 1 

вытекает, что информации о значениях решения в узлах такой сетки достаточно 

для восстановления решения с погрешностью того же порядка. Исходя из этого, 

естественно, попытаться отыскивать метод решения на сетке с шагами, свя

занными соотношениями тГо ж к\1 ж . . . ж ИГя, требующий малого числа ариф

метических действий. Эти соображения апостериорно оправдывают внимание, 

проявляемое к методам переменных направлений. Для некоторых модельных 

классов задач удается показать неулучшаемость методов с точностью до 

множителей более низкого порядка [22]. 

Конечно, в докладе не охвачены все работы по существу относящиеся к теме 

оптимизации методов решения. В значительной мере обзор ограничен рас

смотрением тех работ, где авторы явно выделяют классы рассматриваемых 

функций и говорят об оптимальности методов, причем и эти работы не отра

жены в достаточной мере. 
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