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SVAZEK 13 (1968) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

ОБ ОДНОМ ИЗ СПОСОБОВ НОМОГРАФИРОВАНИЯ 
СИСТЕМЫ ЧАСТНОГО ВИДА ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИЙ 

ЯН ПИДАНИ (1Ак Р Г О А ^ ) 

(Поступило в редакцию 27/1V 1967 г.) 

Одним из важных случаев основной канонической формы [2] 

( 1 ) /1 ,2 ""* /?,8 = / з , 4 ~~ /9,10 = /5,6 *-" / и , 1 2 > 

#1,2 ~~ #7,8 = #3,4 ~" #9,10 = #5,6 ~~ #11,12 > 

допускающем построение номограмм с прозрачным ориентированным транс
парантом, является каноническая форма 

(2) ^ 1 , 2 + AЗA = ^ 7 , 8 - ^ 5 , 6 

# 1 , 2 + # 3 = # 7 , 8 — # 5 

^ 9 , 1 0 """ ^ 1 1 , 1 2 > 

# 9 , 1 0 ~~ # 1 1 • 

Простейшие уравнения элементов номограммы, принадлежащие канонической 
форме (2) будут: 

неподвижная плоскость 

%1 = ^ 1 , 2 > П\ = # 1 , 2 > 

&2 = ^ 7 , 8 > Чг = # 7 , 8 > 

Ключ: (хих2) Н (х3,х4), /||Г, 

(Х5, Х6) |-> (ХП, Х 8 ) , (X1 UXÍ2) !-> 

^ ( * 9 > * i o ) -

Рис. 1. 

íз" ~ ^ 9 , 1 0 > rj3 — B9tí0 , 

тpaнcпapaнт 

(4) í'г - ~ ~ ^ 3 , 4 > Пx = ~ ~ # з > 

й " ^ 5 , 6 > Пl = # 5 > 

í э " l l l , 1 2 > Чз - ^ i i • 

Схема номограммы приведена на рис. 1. 

Каноническая форма (2), как следует из 
уравнений элементов номограммы (4), интересна тем, что линии [х3, х5, хп 

бинарных полей (х,. х,+ 1), I = 3, 5, И на транспаранте представляют собой 
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семейство параллельных горизонтальных прямых, которые можно использо
вать в качестве направляющих. 

Теорема. Пусть дана система управ нений 

(5) х7 = Дх1 5 х2, х3, х4, х5, х 6 ), 

* 8 = 9\Х1) Х2-> ХЪ) Х4-> Х5> Хб) > 

Хд == ПуХ1, х2, х3, х4, х1 1 ? х12), 

* 1 0 = Ч ^ 1 > Х 2 > х3> Х4-> * 1 1 ' ^ 1 2 / •> 

где /, д, к, I в области О достаточно гладкие и в Ох а 6 /хгвх^хЛа + 0> 
I -= 1, 2, 3, 4, 5, 6, /с = 1, 2, 3, 4, 11, 12. 

Для того, чтобы систему уравнений (5) можно было представить в виде 

(6) Аи2 + Л3,4 = А1г8(/, д) - А5г6 = А9Л0(Н, I) - А1и12 , 

#1,2 + Въ = Я7 > 8(/, д)~В5 = Б9 Д 0(/1, /) - Вп , 

причом А1к, В1к, Вь достаточно гладки и 

(1) Д ( Л м ч . 1 , В м + 1 ) ф 0 ? ! = 1 э 7 , 9 , 
Д ( ^ ^ 1 + 1 ) 

(8) Д М м + 1 , Д , ) ф 0 ? , _ з , 5 , 1 1 , 

Д(х,.,Х;+ 1) 

необходимо и достаточно 

(9) 1Х!:Ъ'Х1 = Н(Н,1), « = 4,12, 

(Ю) .М1Ы2:_?1 ==!(/.,/), 
О Х 1 2 0Х12 

( п ) 3%.1о<*,0,.^.^,0 = 0 > ,- = 1,2,3,4, ^ = 1,2,3, 
дх,- дх1Х дхк дхг1 

(12) Д(/?^) . Д(М) д Д(/,^) , Д ( М = Д(/,з) . Д ( М 
2)(х2, х3) Т)(х2,х3) Д(^1,х3) ^(х 1 5х 3) ^(х!,х 2) Д(х1 ?х2) 

Примечание. Условия (7), (8) означают невырожденность бинарных полей 
(х(,х1+1), г = 1,3,5,7,9, П. 

Доказательство. Сначала докажем необходимость условий. Предположим, 
что система тождеств (6) существует и удовлетворяет условиям (6), (7). 

Из системы тождеств (6) можно выделить подсистему 

(13) А1>2 + АЪА = А1$8(/,д)-А5г6, 

В1г2 +В3 =В1,8(/,д)-В5. 
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В работе [4] была решена следующая задача: 
Для того, чтобы система двух уравнений с восемью переменными 

(14) х7 = ^\X^9 х2, х3, х4, Х5,
 хб) ? 

х8 = 9\Х1, х2, х3, х4, х5, х6) , 

/ и д в области С достаточно гладкие, С1 а С /Х1дХ1 Ф 0 (/ = 1, 2, 3, 4) можно 
было представить в виде (13), необходимо и достаточно 

(15) 9хГ-&**0и>в)> ' = 4,6, 

(16) /Х4 : 1х6 = Т(х3, х4, х5, х 6 ), 

(17) г^18(/; 4 :Л 6 ) = -Р(*з,*4), 
дх4 

ЯЛ 
(18) °-^±:/Х4 = К(/,д), 

0Х4 

(19) - Ж б [ 1 + о, 
0 ( Х ! , Х 2 ) 

(20) г ^ = | ! ^ = 0 , , . в 1 > 2 > ;. = 3 , 5 . 
дхь дx^ 0X1 ох^ 

Предположим, что эти условия выполнены; тогда функции А\ь В1к, В1 можно 
определить с точностью до произвольных функций и систему (6) привести к виду 

(21) Л9Л0(к, I) = м(х1? х2, х3, х4) + АХ1Л2 , 

#9,ю(^ 0 = КХ1' Х2> *з) + -9ц , 

где 

(22) м(х1? х2, х3, х4) = А1з2 + Аъл , 

»(Х19Х29Х3) = #1,2 + В 3 . 

Дифференцируя (21) получим 

(23) ^ Ь Н Л ; + гг1ы° /;. = „;., / = 1,2,3,4, 
К ' дН " 81 

(24) дАыоК{ + ^9Ло1,^5А1Ы1^ 1 = 1 1 ; 1 2 , 
«ЗА <3/ < 3 х ; 

(25) ^ ы л к'Х1 + ггг^1°- /; = „;., . = 1,2,3, 
дН ' 81 

(26) ^ 1 0 А; + & Л / ; 1 = В 1 1 , 
ЗА а/ 

(27) ^ ' - ° - Й ; . + ^ /;. = 0 , . = 4 , 1 2 . 
<ЗА а/ 
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Из (27) получим 

(28) /' : К. = - ^ ^ : ™*л± . 
К ; ' ' дН 5/ 

Обозначив правую часть (28) через Н(Н, /), получим условие (9). Взяв во внима
ние (28) для (23) и (24), находим 

(29) [^ + Я ( М ^ ] , . . ,„;. 

(30) Г % 3 + ЩЬ, / ) % Л »;__. ЙЬИ. 
|_ ОП 5/ ^ 0X12 

Разделив почленно тождество (30) на тождество (29), находим 

(31) * , 1 2 : НХ4 = : м Х 4 . 
З х 1 2 

Прологарифмировав (31) и взяв производную по Х12 

(32) -^\ё(К1г:К4) = -^Ыд' ' О \ " Х 1 2 "Х4/ Л " л 

5 Х 1 2 (3X12 5x12 

Обозначив правую часть (32) через К(х1и х 1 2 ) , получим 

(33) - ^ ^ х н ) ^ 1 ^ » , 
5X12 

<р(х1Х) — произвольная функция. 

Зная 5 Л 1 1 ) 1 2 / 5 х 1 2 , потом (30) можем записать в виде 

(34) ^ ^ + н(й, /) ^ 5 = ^ ь н : й ; 1 2 . 
дН 5/ 5 х 1 2 

Для того, чтобы (34) можно было рассматривать как дифференциальное урав
нение с частными производными относительно А9Л0(Н, /), должно выполниться 
условие (10). 

Продифференцировав первое тождество (21) по х1 (* = 1, 2, 3, 4), второе по 
хк (к = 1, 2, 3), потом обе по х'ц получим условие ( И ) . 

Из тождества (23) находим 

(35) *>&- < - ^ й . и>2 + *Ь± и'хз = 0 . 
1>(х 2,х 3) 0(хи х3) Г>(Х1,х2) 
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По предположению условия существования системы (13) выполнены, следова
тельно, условие (35) должно выполниться также и для функций/и д 

Об) Ж°1и.1-ЖА.и.2 + Жй1и.^0. 
^(x2,x3) в(х19х3) " ^(x1,x2) 

Условие совместности системы (33), (34) относительно и имеет вид (12). 

б) Доказательство достаточности. Предположим, что условия (9) —(12) выпол
нены. Так как функции к и / даны, из условия (9) определим Н(Н, /); из (10) и (33) 
определим Ь(к, /). Зная функции Н(к, I), Ь(к, I) — составим уравнение 

(37) ^ ^ + Н(к, I) ^ ^ == Ь(к, I) . 

дк 31 

Пусть уравнение (37) имеет решение 

(38) А9Л0(к, I) = А(к, I) + Ф\_В(к, /)] , 

где А(к, I) — частное решение (37); Ф\В(к, /)] — общее решение соответствую
щее однородному уравнению 

(39) ^ о + я ( м ) М ^ н > = 0 . 
дк д1 

Используя условие (10) для решения (38), уравнение (37) запишем в виде (34) 
и спомощью условия (9) в виде (24), или 

(40) Л-1А9Ло{Н,1у]^д-^Ы1. 
ох12 ох12 

Интегрируя (40) по х12, получаем 

(41) А9Л0(к, I) = п(хи х2, х3 ,х4, хХ1) + А11Л2 . 

Из (И) и (41) вытекает, что 

(4.2) и\Х1, Х2, Х3, Х.ф/ ' ^ 1 1 = = т\Х>\у -^2? ^3» "^4> -^11/ > 

обозначив а п + А1112 через А1112, получим 

(43) А9Х0(к, I) = й(хи х2, х3, х4) + А11л2 . 

Пусть будет общим решением уравнения 

(44) дЛА± + Н(К1)ЛЁЫ°==о, 
дк д1 

(45) в9Л0(н, I) = Ф д а , /)] . 
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Взяв во внимание условие (9), уравнение (44) запишем в виде (27), или 

(46) Р [В9,10(Л, /)] = 0 , 1 = 4, П. 

дх( 

Из (11) и (46) вытекает 

(47) В9Л0(Н, I) = й(х1? х2, х3) + Б п . 

Продифференцировав (43) по х( (*' = 1,2, 3, 4) 
(48) ^Ь1о К + ^ 9 л о V -_ -

ал а/ ' 
откуда 

(49) Д^-0 а' -.ШИй' + ^М_й =о 
^ ^ г./ \ *- г./ \ * 2 г./ \ *з - и • 1)(х2, х3) 1)(х1?х3) Д х 1 ? х 2 ) 

Из (12) и (49) получим 

(50) Шй.^ - - ^ Ы + - ^ Ы = о. 
1>(х2,х3) 1)(х1?Хз) ^(х 1 ? х 2 ) 

Из (35), (36) и (49), (50) вытекает, что 

13*А I Ы\Х^, Х2, Х3, Х4) = : ЫуХ^, Х 2 , Х3, х^\. 

Аналогично получим 
(52) д(хи х2, х3) = у(хи х2, х3) . 

Подставляя правые части (51), (52) в (43) и (44), получим тождество (21). Теорема 
доказана. 

Из теоремы следует метод определения неизвестных функций, если условия 
представимости выполнены. 

Пример. Рассмотрим систему уравнений. 

(53) х7 = 1 : 4[х1(х1 - 4) + х2 - Зх3 + х4 + х5(х6 + 10х5)]2 , 

х8 = 1 :у/2[(~х\ — х2 + х3 + х4 + х5(х6 — 10х5)]1/2 , 

_ - 2 Х 1 - Х з + Х4 + 5ЬХ12 

Хд — Х Х 1 е , 

*10 = \ / ( ~ * Х 1 ~~ Х2 + Х 3 + Х 4 + 1 § Х П + 8 П Х 1 2 - Х П - I ) 3 . 

Легко проверить, что условия теоремы выполнены и ^(Н, 1) = 1 : Ад ^/9 

Я(/, д) = 1:2у1/, Н(Н, I) = 3 *]1: 2Й, Ь(Н, I) = 1 : Н. 
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Из уравнения 

(54) дЛ^8 + { дЛ7,8 = 1 

3/ 4 # 7 / дд 2 ^ / ' 

находим функцию 

(55) Л 7 , 8 (/ д) = V/ + 9 2 • 

Подобно получим функцию 

(56) в7.8(/, д)=^-д2, 

из уравнения 
дВ7>8 | 1 аВ7,8 = 0 

5/ 4^7/ ^ 
функцию 

(57) Л9>.0(Л,/) «= 18 Л , 

из уравнения 

^ 9 , ю , 31/1дА9Л0 = 1 . 

ой 2 к д1 к' 

функцию 

(58) Б9>10(/г,/) = 1 я / 1 - ^ / / 2 , 

из уравнения 

а/2 2/г а/ 

Из (55)-(58) следует 

— - ^ | xз + x4 = \/х7 + "^8 "^5"^6 ' 

x1 — ^0x1 + x2 --•̂ '3 = = \/Х7 *̂ 8 — 1^xс , 

— 2x1 - х 3 + х 4 = 1& х 9 - 1& Х Ц — 5п х 1 2 , 

x1 — __-Х1 + x2 --^З ""̂  ё Х9 — х / ^ 1 0 — ^11 + » 

ИЛИ 

(59) -2x1 - xз + х4 = ^х7 + х\ - х5х6 = 1§ х9 - 1§ х п - зп х 1 2 , 

x1 — ,_^1 + x2 --^3 = = \/ ^ 7 -^8 1^x5 ~= 1§ -̂ 9 — ч / ^ Ю ' "^11 + • 

После введения параметров перобразования в (59), получим уравнения элемен
тов номограммы: 

неподвижная плоскость 

(,1 = —2x1 , # 7 1 = ^ — 2 x 1 + ^ , 

С 2 = = \1Х7 ~ ^ 8 ' Чг = V ^7 — ^8 + ^ ' 

с̂ з = 15 + \% х9 , ?у3 = 5 + 1§ х9 - \/х\0 , 
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транспарант 

Ь1 = ^ 3 ~" * 4 > 

^ 2 = ^ б ^ б > 

^ 3 = 15 + 1§х п + з п х 1 2 , */3 = 6 + х п 

Номограмма приведена на рис. 2а, б. 

n'2 = íoxf + 5, 

Трилер- дана х,-,?, х2-5, х3-5, х̂ -я х 5 -^ ( х,-*, х„-«, г0' 

хй-' 

Находил х , - ^ х§-(», х , - ^ х л-^ 

Рис. 2а — Неподвижная плоскость. 

Si *- s> 

-. Ч ç í̂ 

1 1 1 / / ' ' ' ' ' 

=4-l І / / -ŕ ^/m / 

i / / / 7 / 
ŕ ° f 

//// ///; 
-Цf / 

/////, ÍA/Ąß 

.f КЛЮЧ- (Ъ&ЫЬ,**), iffť 

(х5|х-)~(х..,Хв) ,(х«1х«)^(х5/х»). 

Рис. 26 — Транспарант. 
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Výtah 

O JEDNOM ZE ZPŮSOBŮ NOMOGRAFICKÉHO ŘEŠENÍ SOUSTAVY ČTYŘ 
ROVNIC VE SPECIÁLNÍM TVARU 

JÁN PlDANY 

V práci jsou dány nutné a postačující podmínky pro to, aby bylo možno trans
formovat soustavu rovnic 

X-j — J\Xl9 X2, X 3 , X 4 , X 5 , X 6 j 

* 8 = 9\Xl9 Х2ч X3> X4i X5> Хб) 

X9 ~ " ( * - > X2> X3> X4> XÍÍ9 x n ) 

• 1̂0 = = *\xli ^2> -*-3> X4-> -^ll) Xll) 

na tvar 
^ 1 , 2 + ^ 3 , 4 = ^ 7 , 8 "~ ^ 5 , 6 = ^ 9 , 1 0 ~~ ^11,12 > 

# 1 , 2 + # 3 = Bl,8 ~ B5 = # 9 , 1 0 - Bíí • 

Tyto rovnice je možno řešit pomocí nomogramu s orientovanou průsvitkou. 

Summary 

NOMOGRAPHICAL REPRESENTATION OF THE SYSTEM 
OF FOUR EQUATIONS IN PARTICULAR FORM 

JÁN PlDANY 

This paper derives the necessary and sufficient conditions for the system of equations 

x l ~ J\xl> x2> *3> *4> x 5> X6) > 

* 8 == 9\X1> X2> x3> X4> X5> X6) > 

Xg = rlyXi, X2, X 3 , X4, X l t , X 1 2 j , 

^10 = '\xl> ^2> *3> ^4> Xllf xll) > 
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to be transformable into the form 

^M.2 + ^3,4 = ^7,8 *~" ^5,6 ~ ^9,10 ~~ ^11.12 > 

#1,2 + #3 = #7,8 ~ #5 = #9,10 — #11 • 

These equations can be constructed with the help of nomograms with oriented trans
parency. 

Adpec aemopa: Jan Pidany, Katedra Matematiky SFV&T, Nam. Februaroveho vit\ c. 9, Kosice. 
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