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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

GEODATISCHE LINIE UND GEGENNORMALSCHNITTE 1

ZBYNEK NADENIK und LADISLAV ZAJICEK

(Eingelangt am 26. Mai 1967.)

Es sei IT eine analytische regulare Fliche'). Wir wihlen einen Punkt O € IT und
eine von O ausgehende Geoditische g « IT. Auf dieser wiahlen wir einen anderen
Punkt Q@ £ O und bezeichnen mit s die Bogenldnge von g zwischen O und
Q0 (s> 0< Q — 0); Q seci dabei in einer solchen Umgebung von O, in welcher
die von O ausgehenden Geodétischen keinen weiteren gemeinsamen Punkt haben.
Wir konstruieren den durch Q gehenden Normalschnitt n von IT in O und den durch
O gehenden Normalschnitt n* von IT in Q (d.h. die sogenannten Gegennormal-
schnitte). Im folgenden werden wir nur solche Bogen dieser Kurven betrachten,
welche fiir Q — O in den Punkt O iibergehen.

Die Bedeutung der Geoditischen und der Gegennormalschnitte fiir die hohere
Geodasie ist evident: Bei den Berechnungen auf dem Referenzellipsoid arbeitet man
mit den Geoditischen, wihrend die im Terrain mit dem Theodolit gemessenen Winkel
nur Winkel zwischen den Normalschnitten sind.

In der Tangentenebene 7 im Punkt O wihlen wir das orthogonale Koordinaten-
system mit den Achsen x, y in den Hauptkrimmungsrichtungen; ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann man sie so orientieren, dass die in Richtung von O zu Q
orientierte Tangente der Geoditischen g in den ersten Quadrant gerichtet ist (oder
event. mit der x-Achse identisch ist); sie hat dann den Steigungskoeffizient k. Die
extremale Normalkrimmung in Richtung der x-Achse (bzw. y-Achse) bezeichnen
wir mit 1/R, (bzw. 1/R,) und der Kiirze halber setzen wir

3
(1) u=(i__1><£__’g>_
Ry Ry/J\R, R,

Die Kurven g, n, n* projizieren wir senkrecht auf die Ebene t in die Kurven g, 7, n*
und den Punkt Q in den Punkt Q mit den Koordinaten [&, ]; 7 ist die Strecke 0Q.
In der Ebene t wihlen wir eine beliebige Gerade x = ¢ = konst., 0 < ¢ < &, und
wir bezeichnen mit y,, ,, V,« die Ordinaten ihrer Schnittpunkte mit den Kurven
g, n, n*.

1) Diese Voraussetzung ldsst sich wesentlich verringern, aber ohne besondere Bedeutung
fiir unsere Schliisse.
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Uber den gegenseitigen Verlauf der Geoditischen g und der Normalschnitte n, n*
gilt dann fiir geniigend kleines ¢ > 0 dieser Satz:

1. Angenommen, die Geoddtische g gehe vom Punkt O nich in einer Haupt-
kriimmungsrichtung aus (k + 0). Wenn a £ 0, dann hat der Unterschied

(21-3) Ya— Yy bzw. yy =y bzw. Yy — yp
im Intervall (0, &) fiir

_ L

J3

(31-3) x=—1—§+(2) bzw. x=(1

NE

den Extremwert

)nmabm.x=g+@)

o

9.3

Auf dem Rotationsellipsoid hat schon F. R. HELMERT ([2], Kap. 7) die Lage der
Geoditischen zu den Gegennormalschnitten untersucht. Obwohl sein Verfahren
nicht ganz frei von den Einwénden ist, findet man eine solche Darlegungsweise
auch in neueren Lehrbiichern iiber héhere Geodisie (siehe [3], Kap. XII, besonders
§ 120 und [5], § 12; das Buch [2] ist um mehr als achtzig Jahre élter als [5] und doch
ist das Verfahren in [2] betréchtlich genauer als in [5]). Die Beschrinkung auf das
Referenzellipsoid ist aber unwesentlich und fithrt nicht zur Vereinfachung der
Rechnungen oder der Ergebnisse.

(4:1-5)

&+ (4) bow. 6".}73 £+ (@) b 28+ (4).

Dem Fall, dass die Geodétische g vom Punkt O in einer Hauptkriimmungsrichtung
ausgeht, ist bisher ungeniigende Aufmerksamkeit gewidmet worden (vgl. [2], S. 343
oder [1], S. 119—120). Ihn betrifft der Satz

2. Angenommen, die Geoddtische g gehe vom Punkt O in einer Hauptkriim-
mungsrichtung aus. Wir setzen ebenso wie in [4]

©) b= [?% Rl(i, y)Ly:o

und nehmen noch b/R, + 0 an. Im Intervall (0, £) haben die Unterschiede (2,_5)
fiir

(61-3) X=—31—4€+(2) bzw. x =af +(2) bzw. x =14+ (2)

¥
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die Extremwerte

b b
7..3) — ——— E* 4 (5) bzw. — S5a — 6a® + a*) & + (5
() = Goh @+ o LRI
b
bzw. — ——&* + (5);
16R, ° ©)

a=0,446. .. istdieeinzige Wurzel der Gleichung 4a®—12a+5=0 im Intervall (0, 1).
Falls auf dem Rotationsellipsoid die Geoditische g mit dem Meridian oder mit
dem Aquator identisch ist, so ist freilich die ganze Situation trivial. Sonst sind aber
die Voraussetzungen des Satzes 1 oder 2 erfiillt, was leicht zu verifizieren ist (vgl. [4],
Abschn. 7).
Es folgen die Beweise der beiden Sitze.

1. Die Projektionen g, #, i* der Kurven g, n, n* haben in der Tangentenebene ©
die Gleichungen
(1,1) y, = kx + tax® + [4(x)],
(1,2) vo ={k + 38 + 3] x,
(1,3) o = {k = 328 + [3)]} x + {42€ + [2(O]} x* + [3(x)]»
in denen x € <0, ¢). Die Gleichung (1,1) und der Steigungskoeffizient der Geraden
(1,2) sind in [4]?) hergeleitet worden (siche (1) in vorangefiihrter Einleitung und
(2,11) mit (3,3) in [4]).

Zum Koordinatensystem in der Tangentenebene t fiigen wir die zu 7 senkrechte
z-Achse bei. Die Gleichung der Fliche IT ist dann

1 x2 y2
1,4 z==—4+ =)+ [3x,
(1) S x) + o]
und die Gleichung der durch die Punkte O, Q und die Fldchennormale von IT in Q
bestimmten Ebene ist infolge (1,4) und (1,1) (vgl. dazu (3,4) und (3,5) in [4])

(1,5)

X y

N

3 1 k2 2
: ke + a8 + [4(0)] (1? + E)é +

+ [4(8)] = 0.

N | =

1 /1 K R, + 2R, [k Ik
E+ —(—+ — )&+ ké+L+——‘—+——>€3+0
2R, \R, R, 6R,R, \R, R,

+[4(2)] + [4(9)]

2) In [4] haben wir vorausgesetzt, dass der Punkt O elliptisch ist. Diese Annahme war aber
unwesentlich fiir die Herleitung der vorzitierten Ergebnisse.
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Eliminieren wir z aus (1,4) und (1,5), so erhalten wir die Gleichung der Projektion 7i*
und mittels der iiblichen Operationen mit den Potenzreihen kann man sie auf die
Form (1,3) bringen.

Nach (1,1) und (1,2) ist

0 =9 o et 4 35, ]
dx

und diese Ableitung verschwindet fiir x aus (3,). Fiir dieses x ist weiter

dZ(y" - yg) —
dx?

- v pen+o

(stets fiir geniigend kleines £ > 0). Das Einsetzen aus (3,) in den nach (1,1) und (1,2)
bestimmten Unterschied (2,) liefert seinen Extremwert (4;), welcher fiir o > 0
(bzw. o < 0) das Maximum (bzw. Minimum) ist.

Die Behauptungen iiber die Unterschiede (2,) und (2;) kann man unter Zuhil-
fenahme von (1,1)—(1,3) dhnlich beweisen. Der Ausdruck « aus (1) ldsst sich folgen-
dermassen geometrisch interpretieren: Die Kriitmmung der Kurve #* im Punkt O
ist o = a& + [2(&)]] : {1 + K* + [2(&)]}*, so dass hm #o 1 & = o] : {1 + K*}.

&
Daraus und aus lim & :s = 1: {1 + k?}* (siche (3,12) in [4]) folgt hm xos3 1 EF

[a] s—=+0

2. Wenn die Geoditische ¢ vom Punkt O in einer Hauptkriimmungsrichtung
ausgeht, ist k = O (siche die Konvention in der Einleitung) und in der Tangen-
tenebene 7 haben dann die Gleichungen der Projektionen g, i, i* die Form

(2’1) Yg =

x*+ [5(x)]

24R1

@2 ={ T +[4(e:)]}

23 ye= {;j%; &+ [} + e [3(4)]} % + 3]

und zwar fiir das in (5) bestimmte b. Die Gleichung (2,1) und der Steigungskoef-
fizient der Geraden (2,2) sind ebenfalls in [4] hergeleitet worden (siehe (5,5) und (6,2)
in [4]).
Indemim Abschn. I eingefiithrten Koordinatensystem hat die Flidche IT die Gleichung
2

2
24) z= %[;— + ﬁ—:’ + 4[ax® + 3bx%y + 3exy? + dy*] + [4(x, »)] -
1 2
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Die Koeffizienten a, ¢, d werden im folgenden nicht zur Anwendung kommen.
Aus (2,1) und (2,4) erhalten wir wieder die Gleichung der durch die Punkte O, Q
und die Flichennormale von IT in Q bestimmten Ebene (vgl. (6,3) in [4]):

X y z
¢ N ) Py S Y |
(2,5) 24R, 2R,
_1 3 5b 4
&+ 2R%é +[4(9)], TR [5&)], ©

Ahnlich wie im Abschn. 1 liefert auch jetzt die Elimination von z aus (2,4) und (2,5)
die Gleichung (2,3).
Nach (2,1) und (2,2) ist

d(y - yg) b £3 b 3
‘ = - + — x° + [4(x, )] .
dx 4R, © " 6R, [40x. )]

Diese Ableitung verschwindet fiir x aus (6,), fiir welches

d2(y" - yy) — b 2 3 0
dx? 43/2.R,é + BT+

(stets fiir geniigend kleines ¢ > 0 und freilich unter den Voraussetzungen des Satzes 2).
Das Einsetzen von x aus (6,) in den nach (2,1) und (2,2) bestimmten Unterschied (2,)
liefert den Extremwert (7,) und dieser ist das Maximum (bzw. Minimum), falls R,
und b die verschiedenen (bzw. dieselben) Vorzeichen haben.

Aus (2,1) und (2,3) folgt

o —yw) b sy B B sy e ).
dx 24R, 2R, 6R,

Die rechte Seite verschwindet fiir x aus (6,), wo der Koeffizient a zum Schluss des
Satzes 2 bestimmt ist. Fiir dieses x ist

00 =) _ b <1 - g) &+ [ +0,

dx? R, \2
so dass fiir b/R, > 0 (bzw. <0) der Wert (7,) das Minimum (bzw. Maximum) ist.
Auf dhnliche Weise verifizieren wir, dass auch der Unterschied (2;) fiir (65) den

Extremwert (7,) annimmt.
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Vytah
" GEODETICKA CARA A PROTEJSI NORMALNI REZY I
ZBYNEK NADENIiK a LADISLAV ZAJICEK

Je vySetfovdna vzdjemnd poloha geodetiky a prot€jsich normalnich fezl v bodech
0, Qi v pripadé€, kdy geodetika vychdzi z bodu O v hlavnim sméru.

Pe3romMme

T'EOAE3NYECKAS JIMHUA 1N B3AUMHBIE HOPMAJIBHBIE CEUEHUS 1

3BBIHEK HAJTEHUK (ZBYNEK NADENIK) 1 JIAJIUCJTAB 3BAMMYEK (LADISLAV ZAJCEK)

I/I3yl1ae’rc;1 TIOJIOXKCHUE FCO)183I{‘{CCKOfI JIMHWW W B3aMMHBIX HOPMAJIbHBIX CeUeHUI
B TOYKax 0, Q TOXC B CJIy4ac, Korjga reoac3nycckas JIMHUA UICT U3 TOYKU O B rnaB-
HOM HaNpaBJICHUH.

Anschrift der Verfasser: Doc. dr. Zbynék Nddenik C.Sc., Ing. Ladislav Zaji¢ek, Praha 2, Troja-
nova 13, Ceské vysoké ueni technické.
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