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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 3

GEODATISCHE LINIE UND GEGENNORMALSCHNITTE II

JAN Kousa und ZBYNEK NADENIK
(Eingelangt am 26. Mai 1967.)

Diese Note kniipft eng an [7] an. Besonders behalten wir alle Voraussetzungen
und Bezeichnungen aus dem Anfang der Einleitung in [7].

Wir bezeichnen noch mit v (bzw. v*) denjenigen Winkel im Punkt O zwischen
der Geoditischen g und dem Normalschnitt n (bzw. n*), welcher fir Q » O
(d-h. s — 0) gegen Null strebt. Infolge der schon in [7] erkldrten Griinde ist die
Reduktion des Azimuts des Normalschnittes auf das Azimut der Geoditischen
eine wichtige Aufgabe der hoheren Geodisie. Im Zusammenhang mit dieser Reduk-
tion ist das Studium der Beziehungen zwischen den Winkeln v und v*. Es gelten
diese Sitze:

1. Falls im Punkt O die Konstante (1) aus [7] von Null verschieden ist, so gilt

lim v/v* = 1.
s=0
2. Der Punkt O sei nichtparabolisch und kein Nabelpunkt. Geht von ihm die
Geoddtische g in Richtung einer solchen Kriimmungslinie aus, welche im Punkt O
die von Null verschiedene geoddtische Kriimmung besitzt, so ist
lim v/v* = 1.
s=0
3. Der Punkt O sei ein isolierter Nabelpunkt. Wenn die geodditische Kriimmung
der Kriimmungslinie, welche in O die Geoddtische g beriihrt, in O von Null ver-
schieden ist und wenn ebenfalls die Ableitung in O in Richtung von g des Unter-
schiedes der Hauptkriimmungen nicht verschwindet, dann ist
lim v/v* = .
s-0
Der Inhalt des Satzes 1 ist in den Biichern iiber hohere Geoddsie — unter Be-
schrankung auf das Rotationsellipsoid, welche wieder ganz unwesentlich ist —
in der Regel durch die nicht vollig korrekte Behauptung erfasst, dass ,,die Geodd-
tische die Winkel zwischen den Gegennormalschnitten drittelt. Die Ungenauigkeit
dieser Behauptung, ja sogar ihre offensichtliche Unrichtigkeit, falls die Gegen-
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normalschnitte in den Punkten eines Parallelkreises konstruiert sind, hat den zweiten
Verfasser in [5] zu einer genauen im Satz 1 angefiihrten Formulierung angeregt.
In [5] ist auch der Satz 2 (in einer anderen Form) hergeleitet worden, und zwar
mittels der einfachsten Methoden der Differentialgeometrie, was begreiflich ldngere
Rechnungen zur Folge gehabt hat. In [6] ist ein anderes Verfahren zum Beweis
des Satzes 1 benutzt worden: Die Anwendung der Pfaffschen Formen hat eine kurze
Herleitung der kanonischen Gleichungen einer Geoditischen ermdglicht und aus
diesen ergibt sich der Grenzwert im Satz 1.

In der vorliegenden Note beweisen wir auf dhnliche kurze Weise auch den Satz 2
und als ein neues Ergebnis noch den Satz 3. Zum Schluss untersuchen wir die Situa-
tion auf dem dreiachsigen Ellipsoid (vgl. dazu [5], Abschn. 7).

1. FiirdenOrtsvektor r = r(u, v)und das Darboux-Dreibein t,t,N unserer Fliche IT
gilt in der iiblichen Cartanschen Symbolik

dr = ot + o,t,; dt, = + w,t, + 03N, 0,3 = R{'o,,
dt, = —w,t, + 03N, w,;3 = Rz_lwz >
dN = -3t — 0,3t ;

wo alle w gewisse Pfaffsche Formen in u, v sind und R,, R, die Hauptkrimmungs-
radien bezeichnen.

Fiir eine Geoditische g mit der Parameterdarstellung r = r(s), mit dem Tangen-
tenvektor t = t, cos A + t, sin A und mit der Bogenlidnge s gilt w, = cos 4 ds,
w, = sin Ads, d4 + o,, = 0; dem Punkt O € g ordnen wir freilich den Ortsvektor
r(0) zu.

Die Kriimmung des Normalschnittes in Richtung von tist R™! = Ry ! cos® 4 +
+ R;'sin* 4. Weiter ist w;, = (g, cos A + g, sin A)ds, wo g,, g, die geodi-
tischen Kriitmmungen der Kriimmungslinien sind. Die Ableitung in Richtung von t
ist im folgenden stets mit einem Strich bezeichnet.

Nach einer lingeren, aber sonst mechanischen Rechnung erhalten wir fortschrei-
tend auf Grund der vorangefithrten Beziehungen, dass

r' =t cosd +t,sind,

ru =Nl,
R
r”’=-t1COSA—-tzsmA+N 1 ,
RR, RR, R
v wy,cos A/ 1 1 .
V=t () + 22— ) 4+ ()sindl +
ds R \R, R,

NJ(LY 21 (cos’ 4 sin’ 4
R/ R\ R} R Jf’
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rVo=1t()+¢ {(.)sinA + [ﬂ (—L - L>I+

R,ds\R, R,
+ L_L @12 E + @12 1) cos AL +
R, R,)\ds \R ds ) R,
+NI(L) —-% 1y 3 /1 cos? A+ (.)sin? A + (.)sin 24} ;
R R2\R) RR,\R,

die Koeffizienten (.) werden uns nicht interessieren. Fussend auf diese Gleichungen
kann man sofort die kanonischen Gleichungen einer Geodétischen aufschreiben

(vel. [4], S. 45).

2. Die Gleichungen einer Geoditischen in dem durch das Darboux-Dreibein
t,t,N im Punkt O mit der Bogenldnge s = 0 bestimmten Koordinatensystem (die
Achse x bzw. y bzw. z ist die Tragergerade des Vektors t, bzw. t, bzw. N, mit welchem
sie gleichsinnig orientiert ist) sind deshalb nach Abschn. 1 fiir A = 0 (der Kiirze
halber setzen wir [...][,—¢ = [...]o)

(2.1)

il LG ) G ol
LSO S -al o

Die Hauptnormale unserer Geoditischen (folglich auch die Fldchennormale)
in jhrem Punkt mit dem Ortsvektor r = r(s), dessen Koordinaten in (2,1) gegeben
sind, hat die Parameterdarstellung

Il

2
2,2 X(2) = r(s +/1(—1~fi), ie(—o0, +00).
ds?

Die dritte Gleichung (2,1) ermdglicht, den Parameter A, des Schnittpunktes Q*
der Geraden (2,2) mit der Tangentenebene 7 im Punkt O (d.h. mit der von den in O
gebundenen Vektoren t,, t, aufgespannten Ebene) auszurechnen:

s2 53 ll
2.3 do=—zi— =—=—+=|R (=) | +[4].
) ° ds? 2 3[1<R>]o (4]
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Das Einsetzen aus (2,3) in (2,2) und die Benutzung der zwei ersten Gleichungen (2,1)
liefert die Koordinaten x*, y* des Schnittpunktes Q*:

2.4)

x*

3
s+i—[—13:|+[4],
3t R,
5s* 1 1 ST18 1 ry 1 1
T (s | | el Tes R 9 O] RO
. 1 2 1 0 L 1 2 1 2 Rl 0

Infolge (2,1) ist fiir geniigend kleines |s|

ale e wl o

Weil die Verbindungslinie 0Q* die Tangente von 7i* im Punkt O ist, so ist nach (2,4)

3
S EYARNE A
4 R, \R, R/

Aus (2,6) und (2,5) folgt der Satz 2.

(2,5) tgy =

y
x

* |
-
x*

(2,6) tg v¥ =

3. Behufs des Beweises des Satzes 3 bedenken wir: Zufolge seiner Voraussetzungen
existiert die Grenzlage im Punkt O des Darboux-Dreibeins, dessen Scheitel lings
der Geodaitischen g gegen O strebt, und diese Grenzlage bestimmt — &hnlich wie
im Beweis des Satzes 2 — ein orthogonales Koordinatensystem mit dem Aufpunkt O,
mit der x-Achse in der Tangente der Geodétischen g und mit der z-Achse in der
Flichennormale von IT. Wir erhalten die Gleichung der Geoditischen g in diesem
System, wenn wir R;|,_o = R,|,=¢ in (2,1) setzen. (Die eingehende Durchfiihrung
des angedeuteten Grenziiberganges kann ausgelassen werden.) Wenn wir dann auf
ganz dhnliche Weise wie im Beweis des Satzes 2 verfahren, finden wir fiir die Winkel v
und v* die Beziehungen '

st 2 1 I
w2 =100 (- 1) | 1),
x| 5URC\R, Ry o
* ‘ris 1 1y
R I R e P)
x stUR, 'R, R, |, [

Der Satz 3 ist ihre einfache Folge.

4. Jetzt sei die Fliache IT ein dreiachsiges Ellipsoid. Falls die Punkte O und Q
in seiner Symmetrieebene sind, so ist die Situation ganz trivial; deshalb werden
wir diese Lage ausschliessen. Das Ellipsoid mit den Halbachsen a > b > ¢ > 0,
auf dem die Kriitmmungslinien als Parameterkurven u, v = konst. (a2 >u> b%>
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> v > ¢?) eingefiihrt sind, hat 1) in dem Grundkoordinatensystem die Parameter-
gleichungen

S [ Gt | Gl O SN A
1) x_i[(az_bz)(az_cz)], yol. (xoyoz ambod),

2) die Koeffizienten der ersten Fundamentalform

(42) E u(u — v) CF=0, G= v(v — u)
4(a —u)(b — u)(c— u) 4a—v)(b—0v)(c—v)

und 3) die Hauptkriimmungen
(+3) R7' = abe(u’v)™*, R;' = abc(uv®)™*

(siehe [2], S. 229); folglich in den Nabelpunkten u = b = v. Schliesslich die geo-
datische Krimmung der Parameterlinien ist bekanntlich '

(4.4) —(EG)™*.08/GJou bzw. —(EG)™*.d/Efov.

Falls O kein Nabelpunkt ist und falls die Geoditische g nicht in einer Hauptrichtung
von ihm ausgeht, so ist die Konstante o aus (1) in [ 7] offensichtlich von Null verschie-
den. Daher gilt der Satz 1.

Wenn O kein Nabelpunkt ist, d.h. fiir u > v, ergibt sich aus (4,2) und (4,4), dass
die geoditische Kriitmmung der Kriitmmungslinien in O nicht verschwindet. Fiir eine
von O in einer Hauptkriimmungsrichtung ausgehende Geodatische gilt demnach
der Satz 2.

Endlich sei O ein Nabelpunkt. Weiter seien u = u(s), v = v(s) die Gleichungen
der von ihm ausgehenden Geoditischen, folglich b = u(0), b = v(0). Unter Zuhil-
fenahme von (4,1) ist leicht einzusehen, dass die Richtung du|,_¢ : dv|,_ = 1 in der
Symmetrieebene y = 0 unseres Ellipsoids ist. Wenn wir also den obenerwédhnten
trivialen Fall vermeiden, so ist du/ds|,_, * dv/ds|,_o. Aus (4,3) folgt nach einer
elementaren Rechnung

O(R7Y — Ry M|ou,—pep = —0(RT" — R31)[00]yzyep + 0,

so dass d(R{' — R;')[ds|,-o * 0. Aber die geoditische Kriimmung der Kriim-
mungslinie im Punkt P unserer Geodétischen wird fiir P — O uneigentlich; dies folgt
leicht aus (4,2) und (4,4) und stimmt mit der Tatsache zusammen, dass die Kriim-
mungslinien die geodatischen Ellipsen und Hyperbeln mit dem Brennpunkt O sind
(siehe [2], S. 236). Folglich geniigt der Satz 3 nicht zur Beherrschung der Situation
in einer Umgebung eines Nabelpunktes auf einem dreiachsigen Ellipsoid.
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Vytah

GEODETICKA CARA A PROTEJSI NORMALNI REZY I

JAN KouBa a ZByNEK NADENIK

Xoivro e

Jsou vySetfovdny limitni vztahy uhld mezi geodetikou a protéjSimi normédlnimi
fezy v bodech O a Q pii Q — O i v pripadech, kdy geodetika jde z bodu O v hlavnim
sméru nebo kdy bod O je kruhovy.

Pesome

T'EOJE3MYECKAS JIMHUSA N B3AUMHBIE HOPMAJIBHBIE CEUEHU A 11

SIH KOYBA (JAN KouBa) u 3BBIHEK HAJEHMK (ZBYNEK NADENIK)

M3yyaroTcst MpeAesbHbIS COOTHOUISHMS YIJIOB MEXIY TIeoIe3UYecKod JIMHMEH U
B31MMHBIMU HOPMaJIbHBIMHU C24eHUAMM B Toukax O u Q mia Q — O ToXe B Cllyyasx,
KOT[a reojie3nyeckast JIMHUA MAET U3 Toukd O B TJaBHOM HanpaBJIcHHM WIM KOIJa
Touyka O oMOwiIHYecKas.

Anschrift der Verfasser: Ing. Jan Kouba, Doc. dr. Zbynék Ndadenik CSc., Praha 2, Trojanova 13,
Ceské vysoké uleni technické.
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