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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

GRUNDLAGEN DER RAUMLICHEN KINEMATISCHEN GEOMETRIE I

ApOLF KARGER

(Eingegangen am 23. Juni 1967)

1. EINFUHRUNG

Im Artikel sind die fundamentalen Beziehungen der kinematischen rdumlichen
Geometrie auf dem Grund der Theorie der Lieschen Gruppen und Algebras abgeleitet.
Zuerst wird gezeigt, daB3 die Liesche Algebra der Lieschen Gruppe der gewdhnlichen
Kongruenzen in dem Raum E; eigentlich die Algebra der sogenannten dualen
Vektoren ist. Die Anwendung des Apparates der dualen Vektoren in der klassischen
Auffassung der rdumlichen kinematischen Geometrie ist also natiirlich. Zugleich
folgt daraus, daB die in dieser Arbeit beniitzte Arbeitsmethode keine grundsétzliche
Bereicherung des in der Raumkinematik beniitzten Apparats mit sich bringen kann.

Die Prozedur der Ableitung von Frenetschen Formeln fiir die rdumliche Bewegung
ist folgend:

Der Regelfliche wird das einparametrige System der Cartanschen Unteralgebras
der Lieschen Algebra g der Gruppe von rdumlichen Kongruenzen beigeordnet — es
sind die Lieschen Algebras der isotropischen Gruppen einzelner erzeugender Geraden.
Die Invarianten dieses Systems sind dann gefunden und zugleich wird gezeigt, daB sie
eben die Invarianten der gegebenen Regelflache sind.

Wenn nun die Bewegung gegeben wird, kann man den Vektor des Richtkegels in
die Cartansche Unteralgebra, die durch diesen Vektor bestimmt wird, einbetten.
(Wir setzen voraus, dal3 der Vektor des Richtkegels das reguldre Element aus g ist.)
Wir gzwinnen damit einparametrige Systeme der Cartanschen Unteralgebras und
koénnen vizlleicht die Invarianten der Bewegung finden.

Die beigeordnete Vektorbewesgung der rdumlichen Bewegung ist die sphérische
Bewegung. Da die Frenetschen Formeln fiir rdumliche Bewegung die Formeln fiir
beigeordnete Vektorbewzgung als einen Teil enthalten, ist damit der Zussammenhang
zwischen der rdumlichen und der sphéirischen kinematischen Geometrie beschrieben.
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2. LIESCHE ALGEBRA DER LIESCHEN GRUPPE VON KONGRUENZEN
IN DEM RAUM

Es sei die Liesche Gruppe G der geraden Kongruenzen des dreidimensionalen
euklidischen Raumes &5 gegeben, und g sei ihre Liesche Algebra. Man kann jeden
Vektor X € g in der Form 0 0 0 0

a 0, —b b
1 — 1> > 3> 2
) Y= e b0 -
asz, — bZa bla 0
schreiben. Bezeichnen wir EJ‘ die Matrizen der Standardbasis der Algebra gl(4), also
. . . . 23
Ej(aj) = 8"8;5, wo i,j, o, f=0,1,2,3 sind. Bezeichnen wir g = sgn (t ; k> s
B, =g, ~kE"3. Dann kann man den Vektor X € g als ein Paar X = (xz, x ) der gewShn-
3

lichen Vektoren x, und x;, wo x; = 2 a;Elund x, = Z b;B; ist, schreiben.
i=1 i=1

Bezeichnen wir # x v das iibliche Vektorprodukt der gewohnlichen Vektoren und
es seien X = (x,, x;), Y = (p,, y;) die beliebigen Vektoren aus g. Dann gilt
@ [X, Y] = [(x2, x1), (025 ¥1)] = (32 X p2, X2 X py, + X1 X p,).

Man sichr aus der Bezichung (2), daB g die Algebra der sogenannten dualen Vekto-

ren ist. (Bemerkung: Die Algebra der dualen Vektoren ist als eine Algebra iiber dem
Korper der reellen Zahlen betrachtet.)

Bedienen uns im weiteren dieser invarianten quadratischen Formen auf g:
3 3
(3) X, Xy =73 (b)* und {X,X}=2Y(a;b),
i=1 i=1

wo X die Koordinaten wie in (1) hat.
Bezeichnen wir

0, 0, 0, O
0, -1, 0, O
E N 07 s T ]a 0
0, 0, 0, —1

>

und betrachten wir den Vektorraum F = g @ E} Wenn X = (xz, xl) € g ist, dann

gilt [X, E] = (0, x,). Der Vektorraum F ist also die Liesche Algebra. Der drei-
dimensionale euklidische Raum E5 wird in F durch die Gleichung X =E + (0, x;)

definiert. Sein Stellung V5 wird durch die Vektoren ¥ = (0, xl) = Z a,E} e g gebil-
det. Seine Metrik ist durch die invariante Form (V; V) = Z (a )2 welche zugleich

die Metrik in E; ergibt, gegeben. Da die Gruppe ad G in dlesem E; eben so, wie die
Gruppe G im vorigen Raum &5 operiert, werden wir uns im folgenden nur mit der
Gruppe ad G und dem Raum E; befassen.
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3. INVARIANTEN DER REGELFLACHE

Es sei X = (x,,x;)eg und x, % 0. Der durch Vektoren X und Y = (0, x,)
generierte Vektorraum bildet eine komutative Unteralgebra der Algebra g; bezeichnen
wir sie by . (by ist natiirlich die Cartansche Unteralgebra in g, die das regulire Ele-
ment X enthilt.) In hy existieren solche Vektoren h; und h,, daB

(3) {hy, hy} = Chay by =0 und Chy, ) = (hy hy) = 1

gilt. (Dann ist auch {hy, hy) = {h,, h,} = 0 und {h,, h,} = 1.) Dabei setzen wir
voraus, daB die zweite Komponente des Vektors h, so orientiert wird, daB sie der
ersten Komponenten des Vektors hy gleicht. Dann existieren genau zwei Paare
hy, h,. Wir werden die durch die Vektoren hy, h, gebildete Basis kanonische Basis
nennen. Es geht offensichtlich aus ihrer Konstruktion hervor, daB sie nicht von ad G
abhingt.

Es sei eine (geniigendmal differenzierbare) Regelfldche in E, gegeben, deren sphi-
risches Bild keine singuldre Punkte hat. Setzen wir voraus, da} sie durch die Gleichung

Z(t,u) = E + (0, x,5(t) x x,(t) + u. x,(t))

gegeben ist. Es sei (x,; x,) = 1 und (x,; x,) = 0. Finden wir die isotropische Algebra
Da(to,uy der Geraden & (to, u), bezeichnen wir sie kurz ly. Leicht resultieren wir, daB
by durch die Vektoren R; = (x,, x;) und R, = (0, x,) generiert ist. Die Vektoren
R; und R, bilden die kanonische Basis in )y, denn sie erfiillen (3). Die durch Vektoren
R, und R, genericrte kommutative Unteralgebra werden wir die tangentiale Unter-
algebra nennen. Bezeichnen wir sie ty. Wihlen wir die kanonische Basis T,, T,
in ty. Weiter wihlen wir den Parameter t so, damit R, = T, gilt. In diesem Fali
nennen wir ihn den Bogen und bezeichnen ihn s. Setzen wir im folgenden voraus,
daB die Flidche als Funktion der Parameter s und u gegeben ist. Aus der Definition
der Vektoren R, und T, sicht man, daB3 s der Bogen des sphérischen Bildes der Flache
ist. Nennen wir die durch die Vektoren Ny = [Ry, T,], N, = [R,, T,] = —[R,, T,]
generierte kommutative Unteralgebra die normale Unteralgebra. Die Vektoren
N, und N, bilden ihre kanonische Basis. Die normale Unteralgebra bezeichnen wir .

Satz 1. Man kann fiir die Algebras Yy, ty, ny der Regelfliche & die Frenetschen
Formeln schreiben:

dR, dR,
4 — =T, 4+ 0,T,, —=T,,
() ds 1 112 ds 2
dT
Q-E=—R1+kNl—olRl —o,N,, —2% = —R, + kN,,
ds ds
dN
%Z_le+ng2, —2 = —kN,.
ds ds
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s ist dabei der Bogen des sphdrischen Bildes der Fldche, k ist die sphdrische
Kriimmung des sphdrischen Bildes der Fldche, o, ist der distributive Parameter
und o, ist die iibrige Invariante der Fliche. ([1].)

Beweis. Mit Riicksicht darauf, da8 wir zugleich die geometrische Bedeutung der
Invarianten finden wollen, fithren wir die direkte Ausrechnung durch. Der Beweis
der ersten Formel der zweiten Zeile ist kompliziert, der Rest ist einfach. Da diz
Ausrechnung mechanisch ist, fithren wir nur die Hauptteile ein. Bezeichnen wir
die Determinante der Vektoren u, v und w aus V5 als Iu, v, wl. Dann bekommen wir

T, = (3527321 - (iﬁ-’ez) 352)’ T, = (Oa 3272) ,
Ny = (%, X %, x, X X, + x; X %, — (¥3 %) X, x %), N, =(0,x, x %),
k = (T2 Ny) = |x,, %5, %5 -

Man sieht aus der Bezichung fiir k, daB} k wirklich die sphéirische Kriimmung ist.

([11)

T, + Ry — Ny = (0, %, — (% %,) . %, — (%13 %) £, + x,) .

Wenn wir die Komponenten dieses Vektors in der Basis R,, T,, N, finden, bekom-
men wir:
1. Die Komponente in T, ist gleich Null.

2. Die Komponente in R, ist gleich —(%,; %,). Diese Komponente ist wirklich
der negativ genommene distributive Parameter der Fliche.

3. Die Komponente in N, ist gleich
|1, x2, %3] + |*1, %2, %5| — k(%;; %,). Diese Komponente ist wirklich der negativ

genommenen iibrigen Invariante gleich ([1]). Den Rest beweisen wir dhnlich. Der
Satz ist also bewiesen.

4. INVARIANTEN DER RAUMLICHEN BEWEGUNG

Die Bewegung g(t) aus G sei der Klasse mindestens C* und es sei R(t) ihr Richt-
kegel (der Rastrichtkegel). R(t) = (r,, ). Setzen wir voraus, das der Parameter t
kanonisch ist, d.h. <R, R) =1 ([2]). Die zugeordnete Vektorbewegung hat zwei
invariante Unterrdume ([3]):

a) 7% = {0, )},
b) ¥7, ist solcher 2-dimensionaler Unterraum, daBl 7, und ¥", senkrecht sind.

Das 1™-System wird durch den ganzen Raum E; gebildet. Es hat also triviale
Bedeutung und wir werden es nicht betrachten. Das 0™-System ist eine Regelflache.
Sie ist durch dic Punkte X = E + (0, x,) aus E; gebildet, fiir welche ([3]) gilt:

(5) [R,X]e7,.
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Diese Regelfliche wird die Rastpohlflidche genannt. Lésen wir die Gleichung(5). Nach
der Multiplizierung bekommen wir die Gleichung

r +r, X x; =Ar,, wodldiereelle Zahlist .

Wir wissen ([3]), daB die Losung (fiir jedes t) eine Gerade ist und ihre Richtung wird
durch den Vektor (0, r,) bestimmt. Es geniigt also einen Punkt der Gerade zu
finden. Wie sehen leicht, daB der Punkt Y = E + (0, r, x r,) die Bezichung (5)
erfiillt. Die Rastpohlfiiche ist also durch die Gleichung

Z(t,u) = E + (0, ry(t) x ry(t) + u. ryt))

gegeben.

Betten wir nun der Vektor R in die isotropische Algebra hy der Geraden der
Rastpohlfldiche ein. (Aus der Gleichung der Rastpohlfliche sicht man leicht, das
es moglich ist.) Wahlen wir in hy die kanonische Basis R;, R,. Im folgenden setzen
wir voraus, daB (R, R;> # 0 ist. (In dem Fall, daB (R, R,> = 0 fiir alle t gilt,
ist die Rastpohlfliche die Zylinderfliche. SchlieBen wir diesen Fall aus!) Die Algebras
ty und ny sind dann gegeben. Wéhlen wir in ihnen die kanonische Basen wie in dem
Absatz 3. Hinsichtlich der Beziehung (4) gilt dann

Satz 2. Bei den erwdhnten Voraussetzungen und den Bezeichnungen gilt:

(6) R =R, + tR,,
dR, dR,
— =, T, + u, T —= =3,T
dt 1y T Hgds dt 142
dT dT,
— = —%R; + 0Ny — Ry — 1Ny, == —x Ry + %N,
dt dt
dN dN
— = — %, T, + u,T,, —2 = — Ty,
dt dt

wo t, v, %4, ®a, by, Uy die Invarianten der Bewegung sind.

Die Formeln der zweiten Spalte sind dabei die Frenetschen Formeln fiir die
zugeordnete Vektorbewegung. (Es ist die sphirische Bewegung.) Der kanonische
Parameter t ist der Winkel der Drehung, v ist der Parameter der momentanen Schraub-
bewegung. Nach dem Vergleich mit (4) erhalten wir weiter:

d . . .
= d_: , wo s der Bogen des sphérischen Bildes der Pohlfliche ist,

%2 Hy Ha
2o Bag, B2
%y %y 3

= 0,.
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5. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN INVARIANTEN DES RASTRICHTKEGELS
UND GANGRICHTKEGELS

Satz 3. Es seien v, %y, %y, L1, it die Invarianten des Rastrichtkegels und es seien
D, %y, %3, 1y, i1, die Invarianten des Gangrichtkegels. Dann gilt

V=0, % =Hy, )y = fy,

Hy —Hy =1, py— = —0.

Beweis. Ausden Beziehungen R = R, + vR,, R = R, + R, und R = ad g(t)ﬁ
folgt R; = ad gR,, R, = ad gR, und v = ii. Nach der Differenzierung erhalten wir
R, = ad gR, + ad g[R, R,]. Wenn wir betrachten, daB [R, R,] = 0 ist und wenn
wir aus den Bezichungen (6) einsetzen, erhalten wir

T, — 1,T, =%, T, — i,T, und », =%, u =p,, T,=ad gT, .

Nach der weiteren Ableitung der letzten Beziehung setzen wir wieder aus (6) ein und
bekommen T, = ad gT, + ad g[R, T,].

#,N; = %,N; + N, ,N, = ji,N, — oN, und also %, — ¥, =1, pu, — ji, = —v.

Dieser Satz ist damit bewiesen.

Die rdumliche Bewegung ist also (im Sinne der kinematischen Geometric) gegeben,
wenn zwei Regelflichen (Rast- und Gangpohlflache) gegeben sind, fiir welche gilt:

1. Ihre sphirische Bilder haben keine singuldre Punkte.

2. Sie beriihren sich ldngs einer erzeugender Geraden.

3. Sie haben den gleichen distributiven Parameter in den entsprechenden erzeu-
genden Geraden.

Daraus sieht man, daB die entsprechenden Punkte der Striktionlinien bei der
Bewegung zusammenfallen werden. (In dem Falle, daB3 die Pohlflichen abwickelbar
sind, fallen die Punkte ihrer Riickkehrkurven zusammen.) Finden wir endlich die
Differenz der tangentialen Vektoren der Striktionkurven.

Wenn S bzw. S die Striktionlinie der Rast- bzw. Gangpohlfiiche ist, dann gilt
fiir ihre tangentiale Vektoren dS/ds bzw. dS/dt:

ds ds = .
— = —MmRy — yN, und — = — R, — 41N, .
dt dt

Daraus folgt, daBl wir in der zustdndigen Lage, das hei8t bei der Zusammenfallung
der Vektoren R, mit R, und N, mit N,, die Bezichung
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haben. Wenn also die momentanen Bewegungen die Drehungen um die erzeugende
Gerade der Pohlfliche sind, entrollen sich die Striktionslinien. Damit wird zugleich
eine andere geometrische Interpretation des Invariants v gegeben.
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Souhrn

ZAKLADY PROSTOROVE KINEMATICKE GEOMETRIE

ApOLF KARGER

V ¢ldnku jsou odvozeny zdkladni vlastnosti prostorového pohybu z hlediska
kinematické geometrie a s pouzitim teorie Lieovych grup a Lieovych algeber. Je
ukdzdno, Ze Lieova algebra g grupy G prostorovych shodnosti je isomorfni s algebrou
tzv. dudlnich vektort.

Ddle jsou nalezeny invarianty jednoparametrické soustavy Kartanovych pod-
algeber v g a jejich souvislost s invarianty pfimkové plochy v euklidovském prostoru.

Je-li dan prostorovy pohyb, ukazuje se, Ze Fidici kuZel tohoto pohybu lze vnofit
do jednoparametrické soustavy Kartanovych podalgeber. Pomoci invariantd této
soustavy se uZ snadno naleznou i invarianty prostorového pohybu.

Anschrift des Verfassers: Adolf Karger, Strojni fakulta CVUT, Praha 2, Horska 4.
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