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SVAZEK 14 (1969) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

O MOŽNOSTI RIESENIA SÚSTAVY ROVNIC 
NOMOGRAMAMI S ORIENTOVANÝM TRANSPARENTOM 

JÁN PlDANY 

(Došlo dne 22. ledna 1968) 

V článku [2] je rozpracovaná metodika konštrukcie nomogramov s orientovaným 
transparentom, nájdené základné kanonické tvary a ukázaný spósob transformácie 
takýchto nomogramov. V tejto práci hladáme nutné a postačujúce podmienky, kedy 
sústava dvoch rovnic s ómimi premennými a štyroch rovnic s dvanástimi premenný-
mi dajú sa upravit' na základné kanonické tvary, ktoré je možné zobrazit' nomograma-
mi s orientovaným transparentom. 

Uvažujme sústavu rovnic 

(1) x7 = J(xl5 x2, x3, x4, x5, x6) , 

^ 8 = 9\XÍ9 ^ 2 ? ^ 3 ? ^ 4 ? -*5> ^ 6 1 • 

Hladajme podmienky možnosti úpravy sústavy rovnic (l) na kanonický tvar 

( 2) ^7,8 ~ A3A = AU2 + A5>6, 

^ 7 , 8 ~ ^ 3 , 4 = -^1,2 + # 5 , 6 9 

ktorý možeme zobrazit' pomocou nomogramov s orientovaným transparentom [2] 
(obr. 1). 

Veta 1. Nech je daná sústava dvoch rovnic (l), kde f, g v oblasti G sú dostatočne 
hladké a G j C G f^.. gx. =j= 0 (i jedno z dvojice čísel 1,2; 3,4; 5,6). 

Aby 

( 3) ^7,s(/5 9) = AU2 + A3A + A5i6 , 

BltB(f,g) =BU2 + B3A + B5f6, 
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pričom Aik, Bik sú dostatočne hladké a 

D(AiJ+uBiJ+1) 
(4) 

D(xhixi+Í) 
Ф ö , í = 1,3, 5,7 

Obr. 1. Kluč: (xí9 x2) N (*3, x4), (x5, x6) \-> (x7, x8). 

je nutné a postačujúce, aby 

(5) fXi:g'Xi = Q(f,g), 

3A: 
(6) 

(7) 

гj,k . fi 

ČX: 
:fxl = R(f,g), 

ÕB, й : / ; = S(/,9), 
дxt 

kde i jedna z dvojice čísel 1,2; 3,4; 5,6; j = k — 1, 

Í2 , ak i = 1, 2 , 

k = <;4, ak i = 3, 4 , 

, ak i = 5, 6 , 
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(8) ^ 7 , 8 ( j , q ) ^ , 8 ( j , a ) = 0 ) n = l 2 Í ) 

dX2n Vx2n + 2 VX2n ^X2n + 2 

(9) D ^ ^ ^ Q . 
D(xi,x2) 

P o z n á m k a 1. Podmienka (4) zaručuje regulárnost' binárnych polí (xhxi + 1), 
i = 1, 3, 5, 7. 

P o z n á m k a 2. V ďalšom bez ujmy na obecnosti budeme považovat' i = 1, 3, 5, 
potom i = j a k = 2, 4, 6. 

D o k a ž , a) Podmienka nutná. Predpokladajme, že sústava (3) existuje a vyhovuje 
(4). Derivujme (3) podlá xh i = 1,3, 5 

( 1 0 ) ^ ' + ^ , 1 , i ' 3 ^ 1 

(ii) dJu.fL. + °*i*gls
dJi*. 

Of % ax£ 

Po úpravě z (10) a (11) dostaneme 

(12) ^ + K - : j ; , . ) ^ - ^ : j ; > 
Of % dXi 

(13) ^ + ( ^ : j : , ) ^ - ^ : j ; , 
Of d# dXi 

Aby sme mohli považovat' (12) a (13) za parciálně diferenciálně rovnice vzhfadom 
na A78(f, g) a B7 8(f, g), musia platiť podmienky (5), (6) a (7). Z (12) dostaneme 

(14) / i : / i 3 ^ : ^ = 4 , 

n = 3 a n = 5, ak i = 1; n = 5 ak i = 3. 

Logaritmujme (14), potom derivujme podlá xt 

(15) -^(/-/^AigMii. 
Oxž Ox( Oxf 

Ak označíme pravú stranu (15) Pi(xř, xk), potom 

(16) ^ = <p(xk)e!™xt-Xk)dxt\ 
3X; 

*) Je len podmienka postačujúca. 
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Analogicky dostaneme 

(17) , ^ = ilf(xk)e!P2{Xi'Xk)dXi 

dXi 

(p(xk), ý(xk) sú íubovofné funkcie. 

Z (3) dostaneme 

(18) D(Ai,2,Blt2) , D(A 7 , 8 ,B 7 > 8 ) D ( / g ) 
D(x l 9 x 2) D(x7>, x 8) D(x l 5 x 2) 

Podmienka (9) vyplývá z (4) a (18). 

b) Podmienka postačujúca. Predpokladajme, že pre / a # sú splněné podmienky 
(5)-(9) . Pretože funkcie / a a sú dané z (5) určíme Q(f, g) a z (6), (7), (16), (17) 
M(f,g),N(f,g). 

Zostavme rovnice 

(19) ^ f + Q(f, 9) - £ - * = M(L , ) , 
df dg 

(20) ^ + (2( /?,)^=N(/,), 
3 / dg 

ktorých riesenia nech sú 

(21) A7,8(L g) = F i í L g) + *t[K{f,,)], 

(22) B7 j 8(L a) = F2(L 9) + <t>2\K(f, , ) ] . 

F1? F2 sú partikálne riesenia (19), (20) a <P1? $ 2 obecné riesenia homogénnych rovnic 
prislúchajúcich (19), (20). 

Berme do úvahy podmienky (5), (6), (7) pre riešenie (21) a (22), potom (19) a (20) 
móžeme písať v tvare (12) a (13), alebo 

3 - , . v-, 8BiM (24) £.[-'.-*'»-«.. 
Z (8), (23) a (24) vyplývá, že 

(25) A7,8(L , ) = A1.2 + ̂ 3,4 + ASt6 , 

B 7 , 8 ( L , ) =01 ,2 + B3A + B5i6. 
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II. 

Určme podmienky možnosti úpravy sústavy rovnic 

(26) x7 — j\x1, x2, x3, x 4, x5, x6), 

•̂ 8 ~ g(^i? __ x3* •*. ^5? Xó) 9 

x9 = m(x l 5 x 2, x3, x4, Xn, xi2) , 

xio = nyx1, x2, x3, X4, X l l s X12J , 

na základný kanonický tvar 

^ 1 , 2 + ^ 3 , 4 ~ -4 7,8 ~~ ^ 5 , 6 ~ ^ 9 , 1 0 ~~ ^ 1 1 , 1 2 J 

# 1 , 2 + # 3 , 4 — # 7 , 8 ~~ # 5 , 6 ~ # 9 , 1 0 ~~ # 1 1 , 1 2 •> 

ktorý se dá zobraziť pomocou nomogramov s orientovanou priesvitkou [2] (obr. 2). 

Veta 2. Nech je daná sústava rovnic (26), pričom f, g, m, n v oblasti G sú dosta-
točne hladké a v Gx c G fx.. g'x.. mXk. nXk ~fe O (i je jedno z dvojice čísel 1, 2; 3, 4; 
5,6 a k jedno z čísel 1,2; 3,4; 11, 12). 

Aby sa sústava rovnic (26) da/a upravit' na tvar 

(27) A1>2 + A3>4 =5 „ 7 f 8 ( / , g) - A5,6 = -4 9 , lo(^ ») ~ ^11,12 9 

#1,2 + #3,4 = # 7 , s ( / g) - #5,6 = B9A0(m, n) - Bu>12 , 

pričom Aik, Bik sú dostatočne hladké a 

(28) D(AU+UBU+Í) + 0^ i = 1 3 5 / J 9 n 

D(Xh*i+l) 

je nutné a postačujme, aby 

(29) nXk : mXk = H(m, n) , 

(30) ^ : m ; k = V(m,n), 
dxk 

(31) _ ^ _ _ : < = = T ( m j n ) j 

dxk 

kde k je jedno z čísel 11, 12, 

(32) mH> ň . D ( m » n ) _ - O J ň . A ( _ _ z i = gC_ ň . p ( m > n ) 
D(x2, x 3 ) D(x2, x 3) D(x1?x3) D(xl5x3) D(x1?x2) D(xl5x2) 

P o z n á m k a 3. Y ďalšom budeme považovať k = 11. 
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Dokaž , a) Podmienka nutná. Predpokladajme, že sústava rovnic (27) existuje 
a vyhovuje (28). 

1111 II 
>?:íEEn± 

-"~~TTZZZ 

Uvažujme sústa^t1 

(33) A^2 + A3A = Alti{f,g) - As,6 , 

Bui + B3A = B 7 > 8 ( / , g) - B5,6 . 

IГ 

X) 

O 
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Podmienky existencie sústavy (33) sme odvodili vo vete 1. Predpokladajme, že tieto 
sú splněné, potom móžeme určiť funkcie A/,f+i' ^/,í+i» * ~ 1? 3, 5, 7 a (27) upraviť 
na tvar 

(34) A9>10(m9 n) =• u(xl9 x2, *3>
 x4) + ^11,12 9 

B910(m, n) = v(xl9 x2, x39 x4) + Bn,i2 > 

kde 

(35) U = Al92 + A3,4 - *> = 5 1 , 2 + #3,4 • 

Derivujme 

(36) ^ ^ m ; , + ^ I ° „ ; ( = « ; , , i = 1,2, 3, 4, 
dm dn 

(37) ^ 1 ° m; u + ^-*° n'xil = ^ ^ , 
dm dn O"xn 

( 3 8 ) ^ 1 0 m ; j + ^ 1 0 n^ s ^ f i = 1, 2 , 3, 4 , 

dm dn 

(39) & ! £ m' + ^ 1 ° „' , = ^ H - í l . 
Om Orc OX11 

Utvořme maticu 

A = \\mXinXiu
f
x.v

f
x.\\ , i = 1, 2, 3, 4, 11 , 

kdeu ; n = dAlul2jdxll9vXu = dBll9l2jdx11. 

Z (28) a (35) vyplývá, že 

(40) ^ V " ' 
D(xl9x2) 

tj. h(A) ^ 2. 

Ak zoberieme do úvahy (36) —(39) vidíme, že třetí a štvrtý štipec matice A sa dajú 
lineárně vyjadriť pomocou prvých dvoch stTpcov, preto h(A) = 2 a 

(41) D(m9n9u) _ Q ^ D(m9 n9 v) = Q 

D(xl, X 2 , X l l ) 1^(Xl' X2» X l l j 

Z (34) dostaneme 

D(xi, x2) D(x9, xi0) D(xi, x2) 
(42) D(u> Ľ) = ^ з . Ю ' ggцo) д ( w ' и ) 
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Zo (40) a (42) vyplývá, že det |mi..<.| 4= 0 (i = 1, 2). Po úpravě zo (41) dostaneme 

(43) , D(m, n) , D(m, n) 1 ш D(m, n) __ дAlul2 

uXí + UX2 . — , 
D(x29 xľl) Dþ^Xц^ D(xьx2) дxiг 

(44) 
, D(m, n) , D(m, и) 

D(*2 ?*ll) 2 %^ll). 

Z (37) a (39) dostaneme 

. T>(m, n) dBllA2 

D(xux2) dxtl 

(45) 

(46) 

_____ + (n< . „')___-_--- = _ _ _ 2 . m-
Om On Oxn 

^ 9 9 1 0 , ( t . t \ d B 9 . i o _ ^ 1 1 , 1 2 . 

OП dxtl 

Aby sme (45) a (46) mohli považovat' za parciálně diferenciálně rovnice vzhladom na 
A910(m, n) a B9sio(^, n), musia byť splněné podmienky (29), (30) a (31). 

Z (36) dostaneme 

(47) 
D(m, n) , D(m, n) , D(m, n) , 

__А_________ u'xi _______ u'x2 + v l uxз = 0 . 
2Ҳx2, x3) D(xi,x3) D(xьx2) 

Podlá předpokladu podmienky existencie sústavy (33) sú splněné, preto podmienka 
(47) platí aj pre f a g. 

D(f,g) , D(f,g) , _ D(f,g) , _ 
м_, + u' __ 0 . 

D(x2, x 3) " D(xl9x3) D(x1?x2) 

Podmienka riešitelnosti sústavy (47), (48) vzhladom na u má tvar (34). 

b) Podmienka postačujúca. Predpokládajme, že podmienky (29) —(32) sú splněné. 
Pretože funkcie m, n, u, v poznáme, z (29), (30), (31), (43), (44) určíme H(m, n), 
V(m,n), T(m, n), a zostavíme parciálně diferenciálně rovnice 

(49) 

(50) 

^ Ł І O + Я ( Ш ţ -) _ < _ > = F ( m > „) f 

õm õn 

— — + Я(m, n) - — — = T(m, п) , 
om дn 

ktorých riešenia nech sú 

(51) A9}10(m, n) = Ax(m, n) + C![B(m, n)] , 

(52) B9,io(m, n) = A2(m, n) + C2[B(m, »)] , 
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kde A! a A2 sú partikulárně riešenia (51), (52) a Ct a C2 obecné riešenia homogénnych 
rovnic prislúchajúcich (51) a (52). 

Ak berieme do úvahy podmienky (29), (30) a (31) pre riešenia (51) a (52), potom 
(49) a (50) móžeme písať v tvare (45) a (46), alebo 

(53) - A [^.-o(*.«)] - - - 1 M 2 

dxtl ' dxxl 

(54) ±- [B9A0(m, »)] -
d x l t d x ^ 

odkiaí 

(55) ^9 , lo( m > **) = -4n, l2 + l 7 ( X l ' *2, *3> X4) » 

(56) ^ 9 , l o ( ^ ? «) = #11,12 + á(*l> *2> *3> ^4) ' 

Derivujme (55) podlá xt (i = 1, 2, 3, 4) 

(57) ^ ± ° m ; l + ^ i 2 n ; .ss;. 
Om Oti 

odkial' 

(58) - ^ - 1 «;, - ^ " ' " l u;2 + g f e ? ^ u;3 ^ o . 
D(x2, x3) D(x1? x3) D(x1? x2) 

Ak berieme do úvahy podmienku (32) pre (58), potom 

(59) MŮ.«-;, - MlL «;2 + - ^ M - «;3 = o. 
D(x2, x 3) D(xl9 x 3) D(xl5 x 2) 

Z (47), (48) a (58), (59) vyplývá 

(60) u(xl9 x2, x3, x 4) = u(xl9 x2, x3, x 4 ) . 

Podobné dostaneme 

(61) v(xl5 x2, x3, x 4) = v(x1? x2, x3, x 4) . 

Dosadíme do (55) a (56) pravé strany (60) a (61) dostaneme identitu (34). 

P ř í k l a d . Majme sústavu 

x 7 = sin %\x1 + x 2 + x 3 + 2x4 + x 5 (x 5 + x 6)] , 

*8 ~ Vi\_xi ~~ x2 + 3x3 + 2x4 + x 5(x 6 — x5)J , 

x 9 = x 1 2 e x i + 2** + 2x4+shXu 

*io = (xi — x2 + 3x3 + 2x 4 + s h x u - x 1 L + 3 1gx 1 2 ) 2 . 
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Eahko sa přesvědčíme, že předpoklady vety sú splněné, pričom 

e ( f , g ) = l : 2 a V ( l - f 2 ) , S(fg) = 0, R(fa) = 2 : V ( l - f 2 ) , 

H(m, n) = 6yjn:m, V(m, n) = 1 : m , T(m, n) = - 2 : m . 

Zostavme rovnice 

_4_,8 1 aA7 í 8 _ 2 

odkiaT 

e/ 2^v(i-/2)* ^ va-/2)' 
^ 7 , 8 + 1 _ _ 7 . J L _ Q 

a/ 2_V(i-/ 2 ) ' a* ~ ' 

_ _ _ 1 0 _y__ ^ 9 , 1 0 _ __ 

dm m дп m 

___io- 6 Vn д £ 9 Д 0 _ _2_ 

dm m cm m 

^7,s(/> g) = aresin/ + g2 , B7,s(f g) = aresinf - g2 , 

^9,io(m

? n) = lg m , #9,io(m> «) = lg m - Vn > 

x! + 2x3 + 2x4 = arcsin x7 + x8 — x5x6 , 

_ 2 2 

x2 x3 — arcsm x7 x8 x5 , 

xx + 2x3 + 2x4 = lg x9 — sh x1]L — lg x12 , х2 ~~ %3 ~ '8 Х9 V^10 — ^11 + 2 1§ x12 , 

а1еЬо 

^ + 2x3 + 2x4 = агезш х7 + х2, — х5х6 = 1§ х9 — §п хХ1 — 1_ x12 , 

x2 — xз = агезш х7 — х8 — х2 = \% x9 — V;с1о — хи + 2 1§ х 1 2 . 
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Summary 

ON THE POSSIBILITY OF REPRESENTATION OF A SYSTEM 
OF EQUATIONS BY NOMOGRAMS WITH ORIENTED TRANSPARENCY 

J A N P I D A N Y 

The paper derives the necessary and sufficient conditions under which the system 
of equations 

Xl ~ J\Xli X2> X3> X4> X5> X6) » 

^ 8 ~~ 9\XU X2> X3-> X4> X5> X6) » 

can be modified to the form 

^ 7 , 8 " " ^ 3 , 4 ~ ^ 1 , 2 + ^*5,6 » 

B7 8 — B3 4 = Blf2 + B5,6 » 

and the system of equations 

x7 = J(Xi, x2? ""3, X4> X5> X6) » 

XS = 9\Xl> "̂ 2? X3i ~*4? X5-> X6) » 

X9 = YYlyXi, x2, x 3 , x4, X n , X 1 2 ) , 

x 1 0 = w(Xi, x2» x 3» ^4? ^ l l ' X 1 2 J > 

to the form 

^ 1 , 2 + ^ 3 , 4 ^ ^ 7 , 8 ~~ ^ 5 , 6 = ^ 9 , 1 0 ~~ ^ 1 1 , 1 2 •> 

-^1,2 + ^ 3 , 4 ^ ^ 7 , 8 ~~ ^ 5 , 6 = ^ 9 , 1 0 ~~ ^11,12 •> 

which can be represented by means of nomograms with oriented transparency. 
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