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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 1

UBER NETZWERKE MIT EINDEUTIG BESTIMMTEM FLUSS

JAROSLAV MORAVEK und MILAN VLACH
(Eingegangen am 16. Mai 1968)

1. Einleitung. Es wird das folgende Netzwert untersucht: Sei N eine endliche
nichtleere Menge. Die Elemente von N heissen Knotenpunkte und die geordneten
Paare (x, y)e N x N Bogen. Sei jedem Knotenpunkt x € N ein Paar von reellen
Zahlen «(x), (x) und jedem Bogen (x, y) eine reelle Zahl ¢(x, y) zugeordnet, wobei

— oo 2 aXx) < + 0, —ow<p(x)S + o firalle xeN
(1 - <clx,y) <+ firalle (x,y)eN x N
e(x,x) =0 fiir alle xeN

gilt.

Das geordnete Quadrupel (N, ¢, o, f) der oben beschricbenen Objekte heisst
Netzwerk. Eine endliche reellwertige Funktion f (x, y) der Bogen heisst Fluss auf
dem Netzwert, wenn die folgenden Beziehungen erfiillt sind:

f(x, )= —f(y, x) firalle (x,y)eN x N
) ax) £ Y f(x, y) £ B(x) fiiralle xeN
f(x,y) £ e(x,y) firalle (x,y)eN x N.

Im Absatz 2, der einen vorbereitenden Charakter hat, wird die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Flusses auf dem Netzwerk (N, ¢, «, B)
formuliert (Satz 1). Dieser Satz ist analog zu den Bedingungen, die von anderen
Verfassern gefunden wurden (vgl. [1], [2], [3] u.a.). Im Absatz 3 wird ein Iterations-
verfahren beschrieben, das analog mit dem in [4] zur Untersuchung des Dreiindex-
transportproblems benutzten Verfahren ist. In dieser Arbeit werden gewisse not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit des
Flusses mit Hilfe dieses Iterationsverfahrens formuliert (Satz 2).

2. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Flusses.
Man fiihrt zuerst eine geeignete Bezeichnung (vgl. [1], [2]) ein. Sei X eine endliche
Menge und sei a(x) fiir x € X eine reellwertige Funktion. Man setzt

a(A) = Z‘:‘a(x) fir AcX.

XE€E.
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Ahnlicherweise, wenn z(x, y) eine Funktion von zwei Verdnderlichen x, y € X ist,
so setzt man

z2(4,B) =) Y zx,y) fir AcX,BcX.

xeA yeB

Als Sonderfall folgt aus der Definition a() = z(4, 0) = z(@, 4) = 0. Ferner, statt
z({xo}, B) und z(A, {y,}) schreibt man z(x,, B) bzw. z(4, y,). So kann man z. B.
die Bedingungen

ox) = ) f(x.y) = B(x),
yeN
welche in der Definition des Flusses auftreten, folgendermassen schreiben:

afx) < f(x, N) < B(x).

Der Satz iiber die Existenz eines Flusses auf dem Netzwerk (N, c, B) lautet
folgendermassen:

Satz 1. Ein Fluss f(x, y) existiert genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfuellt sind:

(3) a(x) < B(x) fiir alle xe N
4 e(x, ») + c(y,x) = 0 fiir alle (x,y)eN x N
(5) SAS =0&SUS =N =S, ) = max [«(S), — f(5")]

Beweis. A) Notwendigkeit. Die Bedingungen (3), (4) sind offensichtlich not-
wendig. Die Bedingungen (5) folgen folgendermassen:

oS, 8) = (S, S)
f(S,8") = (S, N) =z oS)
f(5,8) = —f(S’,N) =z =B(S").-
B) Hinlaenglichkeit. Zuerst beweist man den folgenden Hilfsatz: Gelten die

Bedingungen (3), (4), (5) des Satzes 1, dann existiert eine reellwertige Funktion
f(x, y) der Biogen des Netzwerkes, welche die folgenden Eigenschaften hat:

(6) f(x,y)= —f(y,x)  firalle xeN,yeN
7) a(x) < f(x,N) < B(x) fiir alle xeN
(8) V(ALY Y max[0,f(x,y) — c(x, y)] ist minimal.

Beweis des Hilfsatzes. Zuerst zeigt man, dass das Problem der mathematischen
Optimierung (6), (7), (8) eine zuldssige Losung hat. Es folgt aus der Bedingung (5)
des Satzes 1, dass

«(N) £ 0 < B(N) gilt .
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Daraus folgt ferner, dass solche Zahlen y(x) existieren, fiir welche

a(x) < y(x) £ B(x) falls xeN
und
W(N)=0.

Jetzt zeigt man, dass eine Funktion f (x, y) existiert, wobei

Jy) = 1),
©) o =0

gilt. Man schreibt die Menge N in der Form N = {x,, X,, ..., x,} ein und setzt

Flxxje) = 2(x) + .o +9(x;) — o
TCejersx;) = —((xy) + ... + }’(x,-))} fir j=12,.., 1

und f(x, y) = O fiir alle anderen Bégen (x, y). Die Funktion f erfiillt offensichtlich
die Beziehungen (9). Das Optimierungsproblem (6), (7), (8) ist zwar nichtlinear, aber
es kann durch das Einfiihren neuer Verinderlichen A(x, y) ((x, y)e N x N) auf
eine lineare Optimierungsaufgabe transformiert werden; wir setzen dabei

VD)LY S Ax y)

xeN yeN

und wir kommen zur folgenden dquivalenten linearen Optimierungsaufgabe: Es ist
die Funktion ¥V(f, ) zu minimieren unter den Bedingungen (6), (7) und

Ax, )20, Ax,p)=f(x,p) —clx, ).

Das letzte Linearprogramm hat eine zuldssige Losung und es gilt ausserdem V( f,A) =
= 0. Daraus folgt, dass eine solche Funktion existiert, fiir welche die Bedingungen
(6), (7) und (8) erfiillt sind. Der Beweis des Hilfsatzes ist beendet.

Jetzt beweist man die Behauptung des Satzes 1. Nehmen wir an, dass kein Fluss
im Netzwerk (N, c, o, ,B) existiert und dass auf dem Grund des Hilfsatzes eine solche
Funktion f existiert, dass V(f) > 0 und V(f) = min. Dann existiert ein solcher
Bogen (xo, x,), dass

Xo * x5, f(x0, X1) > (%0, Xy) -

Da man angenommen hat, dass V(f) minimal ist, muss wenigstens einer der beiden
folgenden Fille eintreten:

B1) f(xo, N) = oa(x,),
oder

B2) f(x4,N) = B(xy).
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Man betrachtet zuerst den Fall B1). Man fiihrt die folgende Menge S ein:

xeS <« {x € N und eine solche Folge (yo, Pis oeo yk) von paarweise verschiedenen
Knotenpunkten existiert, dass yo = Xo, ¥ = x und f(y), yj+1) <
< c(yj, yj+1) fur Jj= 0, 1,..., k-1 gllt}

Ferner setzt man S’ = N — S. Es ergibt sich definitionsgemass
Xo € S s Xp es’ )
f(x,N) = «(x) falls xeS und
f(x,y) = c(x,y) falls (x,y)eS x §'.

(Wenn das letzte nicht gélte, konnte man den Wert V(f) im Widerspruch zur Voraus-
setzung vermindern.) Nun hat man

«S) = f(S,N) = £(S, S") = f(xo, x1) + [f(S, §") = f(x0, x1)] =
2 f(%0, x1) + [¢(S, ") = (%0, x1)] > (0, x1) + [€(S, 8") — e(x0, X1)] = (S, S
Das ist im Widerspruch zur Bedingung (5).
Im Falle B2) konstruiert man analog ein Paar der Mengen S, S’, fiir welche
SAS =0, SuS =N, —p5)>¢S,S)
gilt. Der Beweis des Satzes 1 ist vollstdndig.

Bemerkung. Nach dem Beweis kann man einen Algorithmus konstruieren.
Dieser Algorithmus erméglicht im Falle, dass alle Werte c(x, y), o(x), B(x) entweder
rational oder + o0 bzw. — oo sind, in endlich vielen Schritten zu entscheiden, ob ein
Fluss im Netzwerk (N, c, o, B) existiert, und einen Fluss findet. Im Verlauf des
Algorithmus ist es geeignet die Zeichnungsprozedur von Ford und Fulkerson zu
benutzen [1].

3. Kriterium fiir die Eindeutigkeit des Flusses. Man setzt

m©®(x, y) = c(x,y) firalle (x,y)eN x N

und

m®*V(x, y) = min [m®)(x, y), —a(y) + mO(y, N — {x}), B(x) + mO(N — {y},x)]
fiir alle (x, y) eNx N, r=0,1,2,... Im folgenden Hilfsatz wird der Zusammen-
hang zwischen dem Fluss und der Folge {m® (x, y)},-o,;,.. untersucht.

Hilfsatz. Falls ein Fluss f(x, y) existiert, dann gilt

f(xy) s limmO(x,y) = ... = mBx, y) £ mOx, )

r—=>o©

fiir alle (x, y)e N x N.
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Beweis. Die Ungleichung m“*(x, y) < m®(x, y) ist klar, Man beweist nun:

f(x,¥) £ mP(x,y) fir (x,y))€N x N.
Diese Behauptung ist fiir r = 0 klar. Gelten die Beziehungen

(% y) £ mO(x, y)

fir alle (x, y) € N x N, so hat man

S 9) =f(N,y) = f(N = {x}, ») = ~f(ya N) + f(», N = {x}) <
< —oy) + mO(y,N - {x}),

f0x,9) = f(x.N) + f(N = {3}, x) < B(x) + mO(N — {y}, )
und f(x, y) £ m"*V(x, y) fiir alle (x, y) e N x N.

Bemerkung 1. Im Falle, dass jeder der Werte c(x, y), «(x) und f(x) entweder
eine rationale Zahl oder + oo bzw. — oo ist und die Bedingung des Hilfsatzes er-
fiillt wird, so existiert ein solches o, dass m**(x, y) = m™*(x, y) = m*?(x, y) =
= ... fiir alle (x, y)e N x N.

Bemerkung 2. Der Hilfsatz bedeutet eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Flusses. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend, wie aus dem in [5] unter-
suchten Beispiel folgt.

Jetzt haben wir den folgenden.

Satz 2. Das Problem der Bestimmung eines Flusses ist genau dann eindeutig
losbar, wenn der Grenzwert

m(x, y) = lim m®(x, y)
r— o

existiert und m(x, y) + m(y, x) = 0 fiir alle (x, y)e N x N gilt.

Beweis. A) Hinldnglichkeit. Es ergibt sich leicht aus der Definition der Folge
{m®(x, y)},%, dass der Grenzwert m(x, y) die Eigenschaft (2) eines Flusses erfiillt.
Also m(x, y) ist ein Fluss in (N, ¢, o, f). Ist jetzt f(x, y) ein beliebiger Fluss in
(N, ¢, a, B), so hat man:

1) f(x, y) < m(x, y) fiir alle (x, y)e N x N (nach dem Hilfsatz),
2) 0 = f(x, y) + f(y, x) = m(x, y) + m(y, x) = 0 fiir alle (x, y)e N x N.
Aus den Beziehungen 1) und 2) folgt unmittelbar, dass
f(x,y) = m(x, y)
fiir alle (x, y)e N x N gilt.
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B) Notwendigkeit. Nehmen wir an, dass die Bedingung des Satzes nicht er-
fiillt ist, und dass ein Fluss f(x, y) existiert. Man will zeigen, dass diese Voraus-
setzung zum Widerspruch fiihrt. Nach dem Hilfsatz existiert der Grenzwert

m(x, y) = lim m"(x, y)

r— o

und nach der Voraussetzung ein Bogen (xo, X;), mit xo + x; und f(xo,xl) <
< m(xo,xl). Sei (Yo» Y15 -+ yk) die lidngste Folge von paarweise verschiedenen
Knotenpunkten, fiir welche die Beziehungen

S0 9) <m(y;-1, v))
fir j =.1,2,..., k gelten. Man muss jetzt die folgenden drei Féille: untersuchen.

I) f(yos N) < B(yo) und f(yi, N) > a(y,). In diesem Falle existiert eine solche
positive Zahl ¢, dass die Beziehungen

Fjo1v) =fjy)) + ¢ fiir j=1,2,...,k,
i(yjﬂyj—1)=f(yj7yj—l)—8 fir j=1,2,...,k,

und
J(x ) = f(x,y)

fiir alle anderen Bogen, einen von f verschiedenen Fluss f definieren.

1) f(yo, N) = B(yo). Indiesem Falle gilt /(N — {y,}, yo) = [f(N = {»:}, vo) +
+ B(yo)] = B(vo) = f(¥o, ¥1) = B(¥o) < m(yo, ¥1) — B(vo) = m(N — {y:}, yo)
und es existiert also ein Bogen (y_, y,) fiir den die Bezichungen y_; =+ yo, y_; + ¥,
und f(y-q, yo) < m(y_1, ¥o) gelten. Wegen der Voraussetzung, dass die Folge
Yos Y1» --+» ¥ die maximale Lénge hat, gilt die Bezichung y_, = y, fiir ein [, mit
1 = I £ k. Dann existiert eine solche positive Zahl ¢, dass die Beziehungen

f(yj_l, y,-) =f(yj_1, yj) + ¢ fir j= 0,1,..., l

Jis yi-1) = f(vjs yj-1) — & fiir j = 0,1,..., 1
und

J(x9) = f(x, y)
fiir alle anderen Bogen, einen von f verschiedenen Fluss f definieren.

1) f(», N) = oy,). Analog wie im Falle II konstruiert man auch in diesem
Falle einen von f verschiedenen Fluss f. Der Beweis ist vollstandig.

Beispiel 1 (Eine eindeutig 16sbare Aufgabe)
N = {xp, x5 %3}, ofx;) =0, alx;) =1, ox3)=—1,
ﬁ(x1) =4, ﬂ(xz) =35, B(xs) =2,
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0,0,0
Hc(x,-, xj)H =11,03] = Hm(")(x,-, xj)“
7,2,0
0,0,0 JQ 0,0
MmO, x)|| = 0,0,3|[, [mP(xix)[=10 01| (r=23..),
0,0,0 0, —1,0
0, mol
ICes %))l = |10, 0,111 = [|f(xs, x))
0,-1,0|

Beispiel 2 (Aufgabe mit mehreren Fliissen).

N ={rpxxa}, alx) =0, a(x) =1, ofx) = -1
B(x1) =4, B(xz) =5, B(x;3)=2

0,4,2
lle(xir x)|| = || 1,0, 3| = [|[mO(x;, x;)|!
2 2’
0,2,2 0,2,1
[m O x| = {1, 0,3, [[mO(x,x)| =[103| (r=23,..)
4,0,0 2,0,0

'

<

0,2,1
Hm(x,-, xj)H =1,0,3
2,0,0

> Vs

Es existieren zwei verschiedene Fliisse, z.B. f* + f®, wo

10, 0,0 0, -1, %
If O x| =0, 0.1], [[fPCux)|=] % 03
0,-1,0 =% —50
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Vytah
O SITICH S JEDNOZNACNYM TOKEM

JAROSLAV MORAVEK a MILAN VLACH

V této prdci jsou dokdzdny dveé véty o dopravnich sitich. Véta 1 odstavce 2 uddva
jistou nutnou a postacujici podminku pro existenci toku v siti. Hlavni vysledek této
préce, Véta 2 odstavce 3 poskytuje jisté algoritmické kriterium pro rozhodnuti
otdzky, zdali v siti existuje jediny tok.

Anschrift der Verfasser: RNDr. Jaroslav Mordvek CSc., Matematicky Gstav CSAV v Praze,

Zitna 25, Praha 1, RNDr. Milan Viach CSc., Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Malostranské
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