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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 4 

QUALITATIVE UNTERSUCHUNG 
DES I. OPTIMIERUNGSPROBLEMS 

IN MEHRPARAMETRISCHER PROGRAMMIERUNG 

LlBUSE GRYGAROvÄ 

(Eingegangen am 23. September 1969) 

In der üblichen Literatur über die lineare parametrische Optimierung, hauptsächlich 
über die lineare einparametrische Optimierung, wird am meistens die sogenannte 
Simplexmethode als Ausgangspunkt genommen und auf Grund dieses Verfahrens 
gelangt man zu verschiedenen theoretischen Folgerungen, die nachher für allgemeinere 
Aufgaben des entsprechenden Typs gelten. Vom mathematischen Standpunkt aus 
ist dieser Zugang nicht ganz korrekt, denn, es kann nicht der qualitative Faktor 
des allgemein formulierten Problems auf diese Weise umgefasst werden (z.B. die 
Voraussetzungen für das Simplex-Verfahren schränken schon die qualitative Theorie 
ein). Aus diesem Grunde scheint es natürlicher zu sein, einen neuen Weg zu den 
Beweisen den entsprechenden Sätze aus der Theorie der linearen parametrischen 
Optimierung einzuschlagen, wobei das Simplex-Verfahren selbst nur zur Berechnung 
von konkreten Aufgaben führt. In meiner früheren Arbeit [5] habe ich ebenfalls 
für das Erreichen der theoretischen Ergebnisse, die den qualitativen Charakter 
einer linearen mehrparametrischen Optimierungsaufgabe beschreiben, die Simplex­
methode benutzt. 

Die vorgelegte Arbeit enthält ebenfalls eine qualitative Untersuchung des soge­
nannten „ersten mehrparametrischen linearen Optimierungsproblems", und zwar 
ohne irgendwelcher Benutzung irgendeines Verfahrens, welches selbst nur zur 
Berechnung in konkreten Fällen dienen soll. Alle theoretische Ergebnisse aus der 
oben zitierten Arbeit [5] sind hier enthalten. Darüber hinaus enthält die vorgelegte 
Arbeit einige neue Resultate, die die Menge aller optimalen Lösungen des Problems 
betreffen, also nicht nur eine einzige optimale Lösung (eine optimale Basis-Lösung), 
wie es bei der Simplexmethode vorkommt. 

In der Arbeit sind nur die bekannten Tatsachen aus der elementaren Theorie 
der konvexen Polyeder (z.B. [ l ]) und die bekannten theoretischen Ergebnisse aus 
der linearen einparametrischen, bzw. mehrparametrischen Optimierung benutzt 
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(Arbeiten [2], [3], [4]). Die geometrische Interpretation, die oft bei der Durch­
führung von Beweisen angewendet wird, ist in der fraglichen Literatur nicht üblich 
und in dieser Hinsicht liegt hier keine Vorlage vor. 

Es seien ca, fcca, am, br (a = 1, ..., n; k = 1, ..., d; r = 1, ..., m) gegebene reale 
Zahlen mit den Eigenschaften 

a) 1 = d = n - 1; 

b) der Rang der Matrix ||ca, tca , ..., dca|| ist d + l;1) 
n 

c) Z \ara\ > 0 fur alle r = 1, ..., m. 
a = l 

Unter dem I. linearen mehrparametrischen Optimierungsproblem verstehen wir 
die folgende Aufgabe: 

Man soll das Minimum (das Maximum) der Funktion 

(1) F,(x) = F(A, x) = t (ca + X kk kca) xa , 
a = l / c=L 

unter dem Restriktionen 
n 

J]amxa = br (r = 1, ..., m), 
a = l 

xa = 0 (a = 1, ..., n ) , 

k = (A l 9 . . . , A d ) e l d , 

bestimmen, wo ld ein gegebenes abgeschlossenes und beschränktes d-dimensionales 
Intervall in Ed ist. Wir setzen voraus, dass 

(2) m = {x e E„ | t ar^a = K, (r = 1, ..., m), xa = 0, (a = 1, ..., n)} * 02) 
a = l 

gilt. 
Wir werden uns nur auf das Problem der Minimierung der Funktion Fx(x) ein­

schränken, denn der Fall der Maximierung von Fx(x) wird auf dem Fall der Mini­
mierung einfach dadurch überführt, dass statt Fx(x) die Funktion — F^(x) betrachtet 
wird. 

In dieser Arbeit handelt es sich nicht um eine konkrete Berechnung des eben formu­
lierten I. linearen Optimierungsproblems der mehrparametrischen Programmierung, 

1) Die Voraussetzungen über die Vektoren xc, . . . , dc sind natürlich, denn, sonst — falls 
die entsprechenden Bedingungen nicht erfült wären — könnte man das gegebene lineare Opti­
mierungsproblem auf ein ähnliches Problem mit einer kleineren Anzahl von Parametern redu­
zieren, wo die entsprechenden Bedingungen schon erfüllt sind. 

2) Die Menge ffl stellt also ein konvexes Polyeder in En, welches mindestens eine Ecke besitzt, 
dar. 
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sondern um eine qualitative Untersuchung eines ganzen Systems von Aufgaben 

(3) min {Fx(x)} ! 
xeWl 

und zwar für alle k e Ed. Genauer gesagt, werden wir uns mit der folgenden Auf­
gabestellung beschäftigen: 

1. Es soll der maximale Definitionsbereich der Funktion 

(4) <p(X) = min {Fx(x)} 

xeSfR 

bestimmt und näher charakterisiert werden; 

2. Falls die Menge 

(5) Mopt(0X) = {x* e 9R| FoX(x*) = min {FoX(x)}} 
xeW 

die Lösung des Problems 
min {F0,(x)} ! 
xeffl, 

ist, so soll man die Menge 

(6) PoX = {A e Ed | äftopt(A) = 9Jlopt(0A)} 

berechnen; 

3. Es soll die Funktion cp(k) in ihrem maximalen Definitionsbereich näher charak­
terisiert werden; 

4. Es sollen die Zusammenhänge zwischen den verschiedenen Mengen P^ (k e Ed) 
angegeben werden. 

Satz 1. Es sei für festgewähltes 0k e Ed das Problem 

min {FoX(x)} ! 
xeW 

lösbar [d.h. äftopt(o^) + $)• ^st ox e S ôpt(ô ) eine Ecke des Polyeders 9K3), ist die 
Menge 

(7) Po,(0x) = {A e E, | Fx(0x) = min {Fx(x)}} 
xeWl 

ein konvexes Polyeder in E 

3) Wir gehen von der bekannten Tatsache aus, dass unter der Voraussetzung der Lösbarkeit 
des Problems (3) (für ein festgewähltes X e Ed) immer eine Ecke des Polyeders 9)7, in der das 
Optimum eintritt, existiert. 
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Beweis. Es ist P0x(ox) + 0> da 02 e PoX(0x) gilt. Falls 9M ein einziges Element 
enthält, d.h. 

SR = {0x} = ättopt(0A), 

so stellt die Menge Po3L(0x) den ganzen Raum Ed dar (der Raum Ed kann als ein 
Spezialfall eines konvexen Polyeders betrachtet werden)4). Falls die Menge 9JI 
mehrere Punkte besitzt, so gibt es mindestens eine Kante des Polyeders 9JI, die aus 
der betrachteten Ecke oxe90l herausgeht. Es seien jh (j = 1, . . . , s) alle aus der 
betrachteten Ecke 0x ausgehende Kanten des Polyeders WH. Auf jeder dieser Kante 
wählen wir einen beliebigen Punkt ,-x (j = 1, ..., s)5). Offenbar gilt 

FoA(0x) g FoJLx) (; = l , . . . , s ) . 

Wir dfinieren weiter die Menge 

(8) I = {i. e Ea | F,(0x) ^ Fx0x), 0 = 1, . . . , s)} 

die ein konvexes Polyeder in Ed darstellt6). Die Menge 

(9) W = {xeE„ | x = £ /?,. .x, £ /?. = 1, /?,. = 0, (j = 1, ..., s)} 
i=o ;=o 

ist ebenfalls ein konvexes Polyeder in E„ mit der Eigenschaft 

mf c:W(l. 

Für jeden Punkt x e 901' und für jedes A e I gilt nach (8), (9) 

* » = H i ßj ,-x) = i(c« + ih ^ ( i ßj ,o = 
j=0 a = l fc=l j=0 

= t ßj( i (c. + £ At *ca) ,xa = £ /?, F,(,x) ^ f /?,. F,.(ox) = Fx(0x) , 
j = 0 OL = 1 fc = 1 j = 0 j = 0 

d.h. 

(10) F*(x) = F^(0x) für alle x e W und A e I . 

Wir wählen nun eine sphärische Umgebung des Punktes 0x, die genügend klein ist, 
sodass alle Punkte aus dieser Umgebung, die der Menge Wfl angehören, zugleich 
Elemente der Menge Wdf sind (die Existenz einer solchen Umgebung ist gesichert 

) d.h. ein konvexes Polyeder, welches keine Seite besitzt. 
5) Die Punkte jX ( j = 1, . . . , s) können auch die zu der Ecke 0 x benachbarte Ecken, die die 

Randpunkte der entsprechenden Kanten sind, sein (soweit solche Ecken überhaupt existieren). 
6) Wegen 0X ei ist, ist I 4= 0 und da die Menge I durch ein System von linearen Unglei­

chungen in X beschrieben ist, stellt die Menge I einen nichtleeren Durchschnitt einer endlichen 
Anzahl von abgeschlossenen Halbräumen in Ed dar. 
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wie es sich aus der Definition (9) der Menge dJV ergibt). Nach (10) gilt in dieser 
Umgebung die Ungleichung 

Fx(x) ^ F , ( 0 x) , 

d.h., der Punkt 0 x stellt ein lokales Extremum der Funktion Fx(x) in bezug auf das 
Polyeder $ö? für alle k e I dar. Da die Funktion F^(x) beim festgewählten k e I eine 
lineare Funktion und daher eine konvexe Funktion in x ist, und da ebenfalls die 
Menge 9J? konvex ist, können wir hier den bekannten Satz anwenden,7) der besagt, 
dass ein jedes lokale Extremum einer konvexen Funktion über einer konvexen 
Menge zugleich ein absolutes Extremum dieser Funktion ist. Der Punkt 0 x führt 
also für jedes k e I zum Minimum der Funktion F^(x) in bezug auf die Menge SD?, d.h. 

Fx(0x) ^ Fx(x) für alle x e 9J? und k e I . 

Daraus und aus (7) folgt 

(11) I = Po-(oX). 

Ist 1 <£ I, so existiert notwendig mindestens ein Punkt des ausgewählten Punkten­
systems {jx} (j = 1, ..., s) — sei es der Punkt fcx — so dass die Ungleichung 

F£(ox) > F£(fcx) 

gilt. Da zugleich fcx e 9W ist, folgt daraus k $ PoX(0x) und daher 

P0x(oX) <= I • 

Daraus und aus (11) ergibt sich Po3l(o
x) = I und daraus weiter, dass die Menge 

PO3L(0X) ein konvexes Polyeder in Ed ist. 

Satz 2. Die Menge 

(12) 31 = {k e Ed | min (Fx(x)}! lösbar} 
xem 

ist konvex und abgeschlossen in Ed. 

Beweis. Im Falle, wo 31 4= 0 oder 31 = Ed, gilt offenbar die Behauptung des 

Satzes. In übrigen Fällen werden wir die Konvexität der Menge 31 indirekt beweisen. 

Es sei ik, 2ke 31, 1k 4= 2k. Betrachten wir einen Punkt k mit 

(13) 1 = ß x k + y2k, ß + y = l , £ , 7 > 0 

und setzen wir voraus, dass die Funktion F^(x) ihr Minimum bezüglich 9}? nicht 
erreicht. Da 50? 4= 0 ist, so ist F^(x) von unten unbeschränkt über der Menge 9J?. 

7) Siehe [6], Seite 58. 
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Daraus ergibt sich, dass die Menge 9W ein unbeschränktes konvexes Polyeder ist. 
Es existiert daher ein Punkt x e M und eine Halbgerade 

n 

(14) L = {x e E„ | xa = xa + tva, (a = 1, .. . , n), t ^ 0, £ |va| > 0} , 
a = l 

die der Menge 901 angehört, wobei die Funktion Fj-(x) entlang dieser Halbgeraden 
streng monoton fallend ist. Für einen beliebigen Punkt x e L gilt also 

F;(x) = Fx(0 = t (ca +%Xk kc.) (xa + tv.) = 
a = 1 fc = 1 

n d n d 

= Z (Ca + Z lk fcC«) *« + * Z (Ca + Z 4 fcCa) ^a • 
a = l fc=l a = l fc=l 

Da t ^ 0 und Fx(t) eine streng monoton abnehmende Funktion entlang der Halb­
geraden L ist, ist notwendig 

(15) Z ( c a + Z ^ f c C « K < o , 
a = 1 fc = 1 

d.h. nach (13) 

Z [ C a + Z ( ^ A + y 2 4 ) f c ^ a ] ^ a < 0 
a = l fc=l 

oder auch 

d n d 

Z A kCa) V« + ľ Z (Ca + Z 
a = l fc=l «=1 fc=l 

( 1 6 ) ß X (Ca + Z A fcO ^a + ľ Z (Ca + Z 2̂ /c kCл) Va < 0 

Es kommen nun drei Möglichkeiten in Frage. 

n d n d 

a ) Z (Ca + Z 2 4 fcO ^a > Z (Ca + Z A fcCa) ^a • 
a = l fc=l a = l fc=l 

In diesem Falle können wir die Relation (16) in der Form 

n d n n 

0 > y Z (Ca + Z 2 f̂c fcO l>« + J8 Z (Ca + Z A fc^a) ^« > 
a = l fc=l a = l fc=l 

n d 

> Z (Ca + Z A fcCa) Va 
a = l fc=l 

schreiben. Die Funktion FlX(x) für x e L (d.h. Fl3l(x) = Z (ca + Z A kc«) (%* + ^a)> 
a = l fc=l 

t = 0) nimmt mit anwachsendem t beliebig kleine Werte an, was einen Widerspruch 
mit der Voraussetzung ^ e ä bedeutet. 

n d n d 

b ) Z (C« + Z 2 4 fcO ^ a < Z (Ca + Z A fcCa) ?« -
a = l fc=l a = l fc=l 
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Ähnlich wie im Falle a) erhält man hier, dass die Funktion F2x(x) entlang der betrach­
teten Halbgeraden L streng monoton abnimmt, sodass sie von unten unbeschränkt 
über der Halbgeraden L und daher über der Menge 501 ist. Dies ist ein Widerspruch 
mit der Voraussetzung 2k e 21. 

n d n d 

c) £ (ca + £ 2kk fcca) va = £ (ca + £ tkk kca) va. 
a = l k=l a = l k=l 

In diesem Falle übergeht die Ungleichung (16) in die Ungleichung 

n d n d 

(y + ß) £ (ca + £ iK kc«) va = £ (ca + £ 2 4 fcca) ra = 
a = l fc=l a = l / c = l 

« d 

= £ (Ca + £ lK kCa) Va<0 
« = 1 fc=l 

und beide der Funktionen F lX(x), F2^(x) sind von unten unbeschränkt über der 
Halbgeraden L c S R , was wiederum einen Widerspruch mit der Voraussetzung 

tk, 2Ae 21 bedeutet. 
Es bleibt noch zu beweisen, dass die Menge 21 abgeschlossen ist. Zu jedem 0k e 21 

gibt es — nach Satz 1 — eine Ecke 0 x des Polyeders 9M (mit der Eigenschaft 0 x e 
e 9Jlopt(0A)) und zugleich ein konvexes Polyeder P0^(0x) (wo Po3l(o

x) eine in Ed abge­
schlossene Menge ist). Die Anzahl dieser Polyeder ist eine endliche, denn, die Anzahl 
aller Ecken des Polyeders WR ist ebenfalls endlich. Die Vereinigung solcher abge­
schlossenen Polyeder ist daher eine abgeschlossene Menge. Diese Vereinigung ist 
doch die Menge 21 selbst. 

Satz 3. Ist die Menge 21 aus (12) nichtleer, so stellt sie ein konvexes Polyeder 
in Ed dar. 

Beweis. Falls die Menge 2T ein Punkt ist, so ist die Behauptung trivial erfült. 
In anderen Fällen ist die Menge 21 eine Vereinigung einer endlicher Anzahl von 
konvexen Polyedern des Typs FoX(0x) aus (7). Da die Menge 21 zugleich eine abge­
schlossene Menge ist, folgt daraus, dass sie ebenfalls ein konvexes Polyeder darstellt. 
In Falle 2X = Ed, gilt die Behauptung ebenfalls.4) 

Satz 4. Die Menge 33 aller k e Ed, für welche das Problem (3) unlösbar ist, ist 
entweder leer, oder stellt sie eine offene unbeschränkte Menge in Ed dar. 

Beweis. Betrachten wir die Menge 21 aus (12). Falls 21 = 0, so ist 33 = Ed und 
die Behauptung gilt. Falls 21 =# 0 und beschränkt in Ed ist, so ist 33 = Ed — 21. 
Da die Menge 2t abgeschlossen ist, folgt daraus, dass ihr Komplement in Ed, d.h. 
die Menge 33, ist eine offene Menge in Ed und wegen der Beschränktheit der Menge 21 
die Unbeschränktheit des Komplementes 33 in Ed. Falls 21 4= 0 und unbeschränkt 
in Ed ist, so ist die Menge 33 = Ed — 21 entweder leer oder ist diese eine nichtleere 
offene Menge in Ed und aus der Konvexität der Menge 21 ergibt sich, dass die Menge 
33 in Ed unbeschränkt sein muss. 
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Satz 5. Es sei 0X, xXe 21 und 0x, -x, xx # 0 x zwei Fckerc des Polyeders SM mit 
der Eigenschaft 

(17) FoX(0x) = min {F0,(x)} , F ^ x ) = min (FlX(x)} . 
xeWl xeWi 

Betrachten wir die Polyeder Po3t(0x) und P^dx), die im Sinne des Satzes 1 den 
Punkten 0X, tX zugeordnet sind. Falls es einen Punkt X* e P ^ ( 0 x ) 8 ) gibt, der der 
Menge P.^(ix) angehört, so gilt 

P„x(0x) = r.xdx). 

Beweis. Für einen Punkt X* mit der Eigenschaft X* G P ^ ( 0 X ) , X* e P^dx) gilt 

(18) F„( 0x) = min {F„(x)} und F ^ x ) = min {¥„(*)} • 
xe<m xeW 

Definieren wir für alle X e Ed die Funktionen 

(19) 9oW = Fx(ox) und <pt(X) = F ^ x ) . 

Nach (18) ist also 

(20) cp0(X*) = cpx(X*). 

Wir setzen nun voraus, dass die Mengen PoX(ox) und P ^ ( i x ) nicht identisch sind, 
d.h., dass es einen Punkt I mit I e Po3l(o

x)> X $ P l X( ix) (bzw. I ^ Po3L(0
x), I e PI3L(I-K)) 

gibt. 
Betrachten wir zuerst den ersten Fall, d.h. den Fall der Existenz eines Punktes X 

mit den Vorausgesetzen Eigenschaften. Es gilt dann 

Fi(0x) = min {Fx(x)} und Fx(0x) < F-^x) 

und nach (19) ist 

(21) cp0(X) < (Pl(X). 

Wir betrachten die Gerade 

(22) l = {X E Ed | X = X* + (X - X*) t, t E ( - oo, co)} . 

In den Punkten X e / gehen die Funktionen (p0(X) und <Pi(X) in die Funktionen cp0(t) 
und <Pi(t) einer einzigen Veränderlichen t über (die Graphen dieser Funktionen sind 
offenbar bestimmte Geraden), für die sich aus (20) und (21) 

cpo(0) = cp1(0), <p0(l) < $,(1) 

) Die Menge P0x (0x) ist die Menge aller inneren Punkte des Polyeders P0x(0x). 
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ergibt. Daraus folgt weiter 

(23) <p0(t) > q>t(t) für t < 0 . 

Da A* e P0x!(ox) ist> g i b t e s offenbar einen Punkt A e P0^(0
X) mit 

(24) A = A* + ( I - 1*)?, wo t < 0 , d.h. 2 e l . 

Da nach (23) 

(25) <p0(t) > cpx(i) 

gilt, gilt auch 

<Poß) > <Piß) u n d F*(ox) > F£( tx) , 

was einen Widerspruch mit der Voraussetzung A e P0^(0x) bedeutet. 

Der zweite Fall, d.h. die Existenz eines Punktes I mit I e P l X ( j x ) , A $ Po3l(0x), 
führt in ähnlicher Weise zum Widerspruch mit der Voraussetzung. Es ist daher 
P„x(0x) = P.xdx) • 

Bemerkung I. Für zwei nichtleere konvexe Polyeder Po3l(o
x) und P l 3 l(ix) die — 

nach Satz 1 — den verschiedenen Ecken 0x, xx des Polyeders 9JI angehören, kommen 
die drei folgenden Möglichkeiten in Frage: 

a) PoX(0x) = P ^ j x ) ; 

b) P o X(o x)nP l 3 L( lx) = 0 ; 

c) P0x(ox) n P,x(ix) enthält nur die Randpunkte der Polyeder Po3l(o
x) und P ]X(jx). 

In diesem Falle ergibt sich aus der Konvexität beider Polyeder P0x(0x) und P l3l(jx), 
dass diese höchstens eine gemeinsamme Seite haben. Wir wollen nun zeigen, dass 
diese Polyeder im Falle c) genau eine einzige gemeinsamme abgeschlossene Seite 
als ihre Durchschnittsmenge besitzen. 

Satz 6. Fs habe die Menge 21 die Bedeutung aus (12). Über der Menge 21 definieren 
wir die Funktion 

(26) <p(l) = min {Fx(x)} . 
xeW 

Die Funktion (p(X) ist über der Menge 21 konkav (soweit 21 -# 0). 

Beweis. In Falle, wo 21 aus einem einzigen Punkt besteht, ist die Behauptung klar. 
Falls 21 mindestens zwei verschiedene Punkte enthält, so wollen wir zeigen, dass für 
j A, 2A e 2t, jA # 2k die Ungleichung (p(vl jA + \i2 2A) ^ \xx cp(tk) + \i2 <p(2k) gilt, 
wobei 

(27) jüi + ii2 = 1 , l*ul*2 ^ 0 . 
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Aus (26) und (27) ergibt sich 

(p(Hi iA + H2 2X) = min {F„ l l + M Jx)} = - LM1 
X 6 ^ 

n d 

= min { X [ca + I 0*i A + /i2 2Afc) k cJ x j = 
xe9Eft a = l fc=l 

d 

z 
/ c = l 

= mІП { X [(/*! + Џ2) Ca + X 0*1 A + l*2 2^) fcC«] *«} = 

= min {/*! Fl3L(x) + M2 F2^(x)} = ^ min {Fl3L(x)} + 
xe9fl xeStt 

+ //2 min {F2X(x)} = ßY <p(tA) + \i2 (p(2X) , 
xe9fl 

womit die Konkavität der Funktion (p(X) über der Menge 21 bewiesen ist. 

Folgerung 1. In Falle, wo die Menge 21 aus (12) nichtleer ist, stellt die Menge 

(28) Q = {(A,t)eE,+ 1 | A e 2 I , t = <B(A)} 

(wo cp(X) die Bedeutung aus (26) hat) ein konvexes Polyeder in Ed+1 dar. 

Beweis. Es ist Q + 0, da die Menge Q mindestens den Graphen der Funktion 
cp(X) für A e 21, d.h. die Menge 

(29) O = {(A, t) e Ed+ x | A e 2t, t = cp(X)} 

enthält. (Die Punkte (A, t) e O sind offenbar Randpunkte von Q.) Wir wollen zuerst 
die Konvexität der Menge Q beweisen. Es sei (tA, tt), (2A, 2t) e Q und wir betrachten 
alle Punkte (A, t) mit der Eigenschaft 

k = ß11k + ß22k, t = ß11t + ß22t, ß1+ß2 = l, ßi9ß2^0. 

Da tt = (p(xX), 2t = cp(2X) gilt, gilt auch 

(30) t = ßx tt + ß2 2t S ßx cp(iX) + ß2 cp(2X) . 

Aus der Konkavität der Funktion cp(X) über der Menge 21 ergibt sich 

(31) ßx (BGA) + ß2 cp(2X) = cp(ß, xk + ß2 2X) = cp(X). 

Aus (30) und (31) folgt t = cp(X). Die Tatsache, dass A e 21 gilt, folgt aus der Konvexi­
tät der Menge 21. Wir definieren die Menge 

i = 0 

(32) Q' = ( П H ) n L , 

285 



wo 

(33) L = {(k,t)eEd+1\ke%teE1}, 

(L ist offenbar ein konvexes Polyeder in E^+i), 

(34) H, = {{i9 t)eEi+1\tg F,(,x)} (I = 0, ..., s), 

(Hj sind offenbar abgeschlossene Halbräume in E d + 1 ) , bedeutet. 

a) Falls (I , t) e Q' gilt, so ist I e 21 und es existiert daher mindestens ein Polyeder 
P.x(.x) (d a s der Einteilung der Menge 21 angehört), welches diesen Wert I enthält. 
Die Funktion cp(k) ist über dem Polyeder F.^x) linear in k und es gilt für diese 

cp(k) = Fx(tx) . 

Wegen (1, t) e Q', gilt auch (1, t) e Ht und daher 

t ^ FJGX) . 

Der Punkt (k, t) hat also die Eigenschaften 

1 G 21, t = cpfi) 

und nach der Definition der Menge Q, ist (A, t) e Q. Da (1, t) e Q' ein beliebiger 
Punkt der Menge Q' war, folgt daraus die Inklusion 

(35) Q «= Q . 

b) Es sei (X, t) ein beliebiger Punkt der Menge Q, d.h. X e 21 und t = (p(X). Offenbar 
gilt auch (X, t) G L. Es existiert daher mindestens ein Polyeder P^G-*) der Einteilung 21 
mit J e P.^Gx). Wegen 

cp(k) = Fx((x) für i e PiX(tx) , 

gilt 
t = F ^ x ) und daher (I , f ) e H ; . 

Setzen wir nun voraus, dass es mindestens einen Halbraum Hk mit der Eigenschaft 
(I , t) $ Ük gibt, d.h. 

(36) i > F-X(kx) . 

In der Einteilung der Menge 21 existiert ein Polyeder P ^ x ) in der Weise, dass 

<p(k) = Fx(kx) für kePkX(kx) 

gilt und alle Punkte (k\ t') mit der Eigenschaft 

(37) A ' e P f t V ) . t' = Fx,(kx), 
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gehören dem Halbraum Hfc als seine Randpunkte zu. Nach Voraussetzung gehört 
der Punkt (k, t)e Q der Menge Hfc nicht an und zugleich gibt es einen Punkt (kf, f) e 
e Hk mit (X', t') e Q . Da aber Q eine konvexe Menge ist, gehört jeder Punkt der 
Verbindungsstrecke der Punkte (k, t), (k', tf) dem Polyeder Q an. Für die Punkte (I , 7) 
dieser Verbindungsstrecke gilt nach (36) und (37) 

k = ß,k + ß2k' , 

1 = ßj + ß2t' > ßx Fx(kx) + ß2 F,,(kx) = F^(kx) = <p(l) 

und es ist daher (I , t) $ Q, was im Widerspruch mit der Konvexität der Menge Q ist. 
Daraus folgt Q c Q' und mit Hinsicht auf (35) weiter Q' = Q. Dies bedeutet aber, 
dass die Menge 

Q = L n ( n H.) 
i = 0 

ein Durchschnitt von einer endlichen Anzahl konvexer abgeschlossenen Halbräume 
H; (i = 0, ..., s) und des Polyeders L ist und da dieser Durchschnitt nichtleer ist, 
stellt die Menge Q ein konvexes Polyeder dar. 

B e m e r k u n g 2. Die Menge O aus (29), die einen Teil des Randes des konvexen 
Polyeders Q darstellt, besteht aus bestimmten abgeschlossenen Seiten Sf des Polyeders 
Q mit der Beschreibung 

(38) S, = {(k, t) e Ed+. | k e P,.,(,.x), t = <p(k)} (i = 0 , . . . , s) . 

Die Projektion dieser Seiten in die Koordinatenhyperebene 

(39) R = {(k,t)eEd+l\t = 0,keEd} 

sind die Mengen 

{(k, t)eEd+l\ke P.,Gx), t = 0} (i = 0 , . . . , s) 

die eben die konvexe Polyeder P.j^x) (i = 0, ..., s) darstellen. 

Satz 7. Es seien PoJl(0x) und P ^ x ) zwei verschiedene konvexe Polyeder aus 
der Einteilung der Menge 2t, die einen gemeinsammen Randpunkt k* haben. 
Es gibt, dann, genau eine gemeinsamme Seite bestimmter Dimension, die den 
beiden Polyedern Po3t(o

x) und P ^ ( i x ) angehört und den Punkt A* enthält. 

Beweis.: Es sei Z0
k) eine k-dimensionale Seite des Polyeders P0x(ox) u n d Z (/ ) 

eine /-dimensionale Seite des Polyeders P ^ ( i x ) m i t der Eigenschaft 

(40) A*eZö
fc ) , k*eZ[l). 

287 



Setzen wir voraus, dass Z(
0
fc) 4= Z[l) ist, d.h., dass es einen Punkt A e $1 mit der 

Eigenschaft 

(41) i e Z J , " , ^Z<<> 9 ) 

gibt. Betrachten wir den Punkt (A, r) 6 E d + 1 , wo ? = <p(A). Nach (29) ist der Punkt 
(£, t) ein Randpunkt des konvexen Polyeders Q aus (28). Er ist daher ebenfalls ein 
Randpunkt einer Seite S0 des Polyeders Q, derer Projektion in die Hyperebene R 
aus (39) eben das Polyeder Po3L(0x) ist (nach Bemerkung 2). Durch ähnliche Über­
legung erhält man, dass der Punkt (A*, t*) mit t* = cp(k*) ein Randpunkt der Seite S0 

ist. Zugleich ist aber dieser Punkt (A*, t*) ein Randpunkt der Seite Sj des Polyeders Q, 
derer Projektion in die Hyperebene R das konvexe Polyeder P l 3 l(ix) ist- Aus der 
Theorie der Polyeder ergibt sich, dass die Menge aller gemeinsamen Randpunkte 
der abgeschlossenen Seiten S0 , Si (d.h. der Durchschnitt S0 n Sx) eine bestimmte 
Seite S* des Polyeders Q ist. Aus der Linearität der Funktion (p(k) = Fx(0x) für 
k e P0x(ox) ergibt sich, dass ebenfalls (A, i) e S* gilt und daher der Punkt (k, t) einen 
Randpunkt der Seite Sj_ darstellt. Daraus folgt (nach der Bemerkung 2), dass A 
ein Randpunkt des Polyeders Pl3Ldx) ist. Aus (40) und aus der Konvexität der 
Polyeder Po3l(o

x) und P ^ ( i x ) folgt weiter A e Z[l), was einen Widerspruch mit (41) 
bedeutet. 

Satz 8. Falls das Polyeder PoX(0x) aus dem Satz 1 eine Dimension grösser als 
Null besitzt, so gilt 

(42) 9J.optGA) = mopt(2x) 

für jedes Punktenpaar tk, 2A e P0^(0x), xk -# 2A, wo Po^(0x) die Menge aller 
inneren Punkte aus PoX(0x) bedeutet. 

Beweis. Setzen wir voraus, dass die Behauptung des Satzes nicht gilt, d.h., dass 
es zwei Punkte 

(43) i ^ A e P ä V ) . i A * 2 A 

mit der Eigenschaft 

«Ml*) * &*(*») 

gibt. Ohne die Allgemeinheit einzuschränken können wir die Existenz eines Punktes x 
mit 

(44) xeäRo p t(2A), x ^ ä R ^ A ) 

9) Diese Voraussetzung widerspricht nicht der Allgemeinheit, da die Voraussetzung 1 e Z(J\ 
X $ Z0

k) durch geeignete Numerierung auf den betrachteten Fall überführt wird. 
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voraussetzen. Nach (43) ist 

und nach (44) 

min {FlX(x)} = FlX(0x) , min {F2,(x)} = F2X(0x) 
xeWl X69Í 

min {FiX(x)} < FlX(x) , min {F2,(x)} = F2X(x) . 
xem xeWl 

Daraus ergibt sich 

(45) F lX(0x) < FlX(x) , F2X(0x) = F2X(x) . 

Wenn wir für alle k e Ed die Funktionen 

(46) <pt(X) = Fx(0x) , <p2(A) = Fx(x) 

einführen, so kann man die Relationen (45) in der Form 

(47) <Pi(ify < cp^k) , cp^k) = cp2(2k) 

schreiben. Betrachten wir in Ed die Gerade 

p = {k e Ed | k = tk + t(2k - xk), 16 ( - oo, oo)} . 

Für Aep gilt für die Funktionen cpi(k), (p2(k) aus (46) 

(48) <Pi(*) = <Pi(t), <p2(k) = <p2(t) . 

Für die Funktionen <px(t), <p2(t) der einzigen Veränderlichen t gilt nach (47) 

(49) 0.(0) < 02(O), 0,(1) = 02(1Y 

Da die Funktionen (p^t), <p2(t) linear sind, folgt aus (49) ummittelbar die Ungleichung 

(50) <Pi(t) > <p2(t) für t > 1 . 

Unter der Voraussetzung xk, 2ke P ^ ' ^ x ) , gibt es einen Wert ** > 1 mit der Eigen­
schaft, dass der Punkt 

A == j A T" t \2A 1 " ) 

(d.h. X* e p) der Menge P„x'(ox) angehört und daher 

(51) min {Fx,(x)} = Fx.(0x) . 
xeWl 

Für den Punkt A* e p gilt nach (50), (48), (46) 

<Pi(t*) > <?2(t*) => <Pi(**) > <P2(**) => F,,(0x) > F ^ x ) , 

was einen Widerspruch mit (51) bedeutet. 
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Satz 9. Falls k ein Randpunkt des Polyeders P0^(0
X) aus dem Satz 1 und k* ein 

beliebiger innerer Punkt mit k* e Po^(0x) ist, so gilt 

9JJopt(A*) <= mopt(l). 

Beweis. Nach Satz 8 gilt für alle vLePo
n

x'(0x) 

min {F,(x)} = F,(0x) = F,(x*) für alle x* e 9JJopt(A*) = äTCopt(A), 

d.h. für alle k e ¥^(0x) und alle x* e Wopt(A*) gilt 

F^x) ^ Fx(x*) für alle x e SR . 

Es sei x e TO festgewählt. Die Funktion Fx(x) stellt, dann, eine lineare Funktion 
und daher eine stetige Funktion in k über dem Polyeder P0^(0x) dar und es gilt 

lim F^(x) ^ lim F^x*) für alle x* e Wlopt(k*) , 

^ P 0 X i n t ( o x ) XeP0^(ox) 

d.h. Fx(x) ^ F^x*) für alle x* e 9Jlopt(A*) und alle x e m. Es ist daher 

2KoPt(A*) c: 9Mopt(I) . 

Satz 10. Für 1* e P0i{(ox) und I <£ PoX(ox) 0*** 

mopt(k*) n äRopt(I) = 0 . 

Beweis . Falls 9Wopt(A) = 0 ist, so ist die Behauptung trivialerweise erfült. Falls 
sIRopt(I) 4= 0 ist, setzen wir die Existenz eines Punktes 

(52) xє93.opt(Ã) 

mit 

(53) xє5Wopt(Я*) 

voraus. Aus (52) folgt 

(54) min {Fx(x)} = F ; 

Nach Satz 8 und 9 ergibt sich aus (53) 

xe9Jto p t(A) für alle AeP o X ( 0 x) , 

d.h. 

(55) min {F,(x)} = Fx(x) für alle X e P0 ,(0x) . 
xeStt 
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Aus der Definition des Polyeder PO3L(0X) aus dem Satz 1 und weiter aus (55) erhalten 

wir 
F.( x) = F,(0x) für alle k e Po3L(0x). 

Da Fx(x) und F^(0x) lineare Funktionen sind, die auf einer d-dimensionalen Menge 
gleich sind, ist F^(x) = Fx(0x), für alle k e Ed überhaupt. Daraus und aus (54) folgt 

min (Fx(x)} = Fx(0x) , 

woraus — mit Hinsicht auf die Definition des Polyeders Pox(0x) aus dem Satz l10) — 
die Eigenschaft k e PoX(ox) des Punktes k sich ergibt. Dies ist aber ein Widerspruch 
mit der Voraussetzung. 

Satz 11. Unter den Voraussetzungen des Satzes 9 ist die Menge sMopt(k*) eine 
echte Teilmenge der Menge 9JJopt(I). 

Beweis , a) Es sei zuerst k ein Randpunkt des Polyeders P0^(0
X), der zugleich 

ein innerer Punkt des Polyeders 51 ist. Es existiert, dann, zu dem Polyeder POJL(OX) 
ein benachbartes Polyeder P l3 l(ix) mit den Eigenschaften 

-A^P^Cox), ^ e P l f t - x ) , I e P o X ( 0 x ) , i e P ^ x ) . 

Nach Satz 10 gilt also 

mopi(k*)nmopt(1k) = 0, wobei mopt(k*) * 0 , aw^G^ + o , 
d.h. es gilt auch 

(56) mjk*) $ mjtk) 

(wobei nach Voraussetzung k* e Pj^o*) ist). Der Behauptung des Satzes 9 nach ist 

Wljtk) cz äWopt(Ä) und Mjk*) «= mjj). 

Es gilt daher auch 

(57) mjk*) u mjtx) cz mji), 
wobei nach (56) die Menge Wlopt(k*) e m e echte Teilmenge der Menge 9Jlopt(2*) u 
u 9Kopt(1A) und daher auch (nach (57)) eine echte Teilmenge der Menge Wlopt(k) ist. 

b) Es sei k ein Randpunkt des Polyeders PoX(0x), der zugleich ein Randpunkt 
des Polyeders 51 ist. Unter dieser Voraussetzung gibt es in jeder Umgebung des 
Punktes k einen Punkt 1 mit der Eigenschaft, dass das Problem (3) bei der Wahl k = £ 

10) Das Polyeder P0^(0x) ist eben das maximale Polyeder mit den entsprechenden Eigen­
schaften. 
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nichtlösbar ist. Da ffll =f= 0 ist, folgt daraus, dass die Funktion F£(x) über der Menge 
$R von unten unbeschränkt ist und dem zu Folge muss das Polyeder Wl ebenfalls 
unbeschränkt in En sein. Da die Anzahl der Ecken des Polyeders $R endlich ist, gibt 
es eine solche Zahl K > 0, so dass der offene Halbraum 

H K = { x e E „ | £ x a < K } 
a = l 

alle diese Ecken enthält. Die Menge 

(58) mK = {x e m | £ xa = K} 
a = l 

stellt offenbar ein beschränktes konvexes Polyeder mit 

mK cz m 

in En dar, der die Eigenschaft hat, dass seine Ecken alle Ecken des ursprünglichen 
Polyeders 9)t sind und darüber hinaus noch andere Ecken besitzt (diese liegen offenbar 
auf den unbeschränkten Kanten des Polyeders SPZ und zugleich in der Hyperebene 

RK = { x e E „ | f > a = K}). 
a = l 

Wir betrachten nun das neue Problem 

(59) min {Fx(x)} ! 
xeWlK 

Da 9JtK eine kompakte Menge und Fx(x) eine stetige Funktion über 9JtK ist, ist das 
neue Problem (59) für alle k e Ed lösbar, d.h. %K = Ed, wo 

(60) %K = {k e Ed\ min {F^x)}! lösbar} . 
xemK 

Der oben betrachtete Punkt k ist nun ein innerer Punkt der Menge $IK und aus 
demselben Grunde wie in Fall a) gibt es einen Punkt 

i X K # = 0 x , !XKe9JZK , 

für welchen das Polyeder P ^ i * ^ ) ein benachbartes Polyeder zu dem Polyeder 
PoX(0x) ist, wobei 

(61) I A E P ; - G X K ) 

gilt. Weiter gilt 

^ e ä T C ^ t l ) . 

Da 

Fj(0x) = min {Fx(x)} , F ^ x " ) = min {F,(x)} und l f c 1 
xeTO xe9KK 
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ist, gilt 
min {Fx(x)} ^ min (Fx(x)} . 
xeWl xe9JlK 

Wegen 0x e WlK ist, gilt 

Fx(0x) - min (F*(x)} = min {Fx(x)} = Fx(tx
K) 

xeWl xe%flK 

und daner 

(62) ^eWlJI). 

Die Einteilung der Menge 2lK besitzt die Eigenschaft, dass sie alle Polyeder Pix(.x) 
aus der Einteilung der Menge 21 enthält. Dieses ist aus dem Beweis des Satzes 1 
sichtbar, denn das Polyeder P^(tx) ist einer Ecke tx zugeordnet und durch diese 
Ecke und durch beliebige Punkte, die den aus dieser Ecke ausgehenden Kanten 
angehören, eindeutig bestimmt wird. Da das Polyeder $0tK alle Ecken fx und alle 
aus ihnen ausgehenden endliche Kanten bzw. Strecken in Richtung der unendlichen 
Kanten enthält, stellt die Einteilung der Menge 21 einen Teil der Einteilung der Menge 
2lK dar. Daraus, aus (61) und aus dem Satz 10 ergibt sich 

(63) lX
K£SRopt(A*). 

Zugleich gilt nach Satz 9 und nach (62) 

srcopt(A*) «= mji) 
und 

mf^k) c mfpfk) <= mjft. 
Daraus und aus (63) folgt weiter, dass die Menge 9Jlopt(A*) eine echte Teilmenge 
der Menge 9Kopt(A*) u sMfpt(tk) und daher auch der Menge 9#opt(I) ist. 

Folgerung 2. Es sei 0x e SRopt(0A) eine Ecke des Polyeders WH und Po3l(o
x) das 

Polyeder mit der Bedeutung aus dem Satz 1. Es sei weiter xeWfcopt(0k)9 x =f= 0x 
beliebig (d.h. x stellt ebenfalls einen optimalen Punkt des Problems (3) bei der Wahl 
k = 0k dar). Falls das Symbol Po3l(x) die Menge aller k, für welche der Punkt x 
ebenfalls ein optimaler Punkt des Problems (3) ist, bedeutet und falls 0ke P0l

l(ox) 
ist, so gilt 

P 0 , (oX ) 3 P0*(X) ' 

Beweis. Die Menge 9Wopt(o-l) bleibt für alle i e P J J ^ x ) unverändert, d.h. jeder 
Punkt x e 9Mopt(0A) ist ein optimaler Punkt für das Problem (3) für alle k e P0l\0x) 
und nach Satz 9 auch für die Randpunkte des Polyeders FoX(0x). Aus dem obigen 
Satz 10 ergibt sich, dass kein Punkt mit k $ P0x(ox) die Eigenschaft x e 9Mopt(2) 
besitzt, so dass P0x(ox) = Po>.(x) güt-
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B e m e r k u n g 3. Die Folgerung 2 weist darauf hin, dass bei der Einteilung der 
Menge 9t der Parameterwerte k in maximale Mengen (in der Arbeit mit P^(x) 
bezeichnet) können diese maximalen Mengen P^(x) einem beliebigen optimalen 
Punkt x aus der Menge aller optimalen Punkte zugeordnet werden (wobei die Menge 
aller optimalen Punkte allgemein eine grössere Dimensional als Null besitzen kann). 
Daraus folgt, dass die Tatsache, dass wir bei unserer qualitativen Untersuchung 
des Problems von einer bestimmten Ecke des Polyeders $R ausgegangen sind, ist 
unwesentlich. Die in der Arbeit durchgeführte qualitative Untersuchung gilt daher 
für ein beliebiges Problem der mehrparametrischen linearen Optimierung (mit den 
Parametern in der Zielfunktion) bei beliebig vorgegebenen linearen Restriktions­
bedingungen, wo also das Polyeder 9JI durch eine endliche Anzahl von Ungleichungen 
und Gleichungen beschrieben ist (also auch in den Spezialfällen, wo das Polyeder ffll 
keine Ecke besitzt). 

S c h l u s s b e m e r k u n g . Der Raum Ed des Parameters k wird bei dem System 

(64) min (F^x)}! (bzw. max (F^x)}!) , k e Ed 
xeW xe9tt 

der üblichen Aufgaben der linearen Optimierung in die Menge 91 aus (12) aller 
k e Ed, für welche die entsprechende Probleme (64) eine Lösung besitzen (91 ist ein 
konvexes Polyeder) und in das Komplement Ed — 91, wo die Probleme (64) unlösbar 
sind, eingeteilt. Das Polyeder 91 (soweit 91 4= 0 ist) ist eine Vereinigung einer endlichen 
Anzahl von konvexen Polyedern, die disjunkte Innenräume haben, wobei ein jedes 
dieser Polyeder die Eigenschaften aus dem Satz 1 besitzt. 

Was die Lösung des auf der Seite 1 definierten Problems bei gegebenem Intervall Id 

des Parameters k angeht, genügt es offenbar sich nur auf diejenige maximale Polyeder 
aus der Einteilung der Menge 91 einzuschränken, die mit dem Intervall Id einen 
nichtleeren Durchschnitt haben. 
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S o u h r n 

KVALITATIVNÍ ROZBOR 
I. ÚLOHY LINEÁRNÍHO VÍCEPARAMETRICKÉHO PROGRAMOVÁNÍ 

LIBUŠE GRYGAROVÁ 

Většina známých výsledků v teorii jedno- a víceparametrického programování 
byla z větší části dosažena na základě Simplexové metody. K těmže výsledkům 
a k výsledkům hlubším lze však dojít přímým kvalitativním rozborem, kde při 
důkazu příslušných vět se nepoužívá Simplexové ani žádné jiné výpočtové metody. 
V předložené práci jsou odvozeny všechny dosud známé věty z teorie vícepara­
metrického lineárního programování (s parametry v cílové funkci), přičemž se rozbor 
týká množiny všech optimálních řešení a tedy nikoliv jen jednoho řešení bazického, 
jak je tomu při použití Simplexové metody. 

Hlavní výsledky v práci dosažené jsou tyto: 
Množina 21 všech bodů X = (Ax, ..., Ad), pro které má problém 

min {F,(x)} ! 
xe-9Jl 

kde 
n d 

F5i(X) = Z 0 * + Z K<C«) X« > 
a = l k=í 

n 

m = {x G E„ | £ araxa = br, (r = 1, . . . , m), xa ^ 0, (a = 1, . . . , n)} 
a— 1 

řešení, je konvexním polyedrem v prostoru Ed parametrů Xx,..., Ad (pokud to není 
množina prázdná). Funkce 

p(:X) = min {Fx(x)} 

je konkávní nad množinou 2Í. Existuje takové rozdělení množiny 21 na konečný 
počet konvexních polyedrů Pik (i = 1, ..., N), které pokrývají množinu 21, přičemž 
každý z těchto polyedrů má tu vlastnost, že množina 

93iopt(*.) = {x* e 9311 Fx(x*) = min (F,(x)}} 
xe9fl 

je tatáž pro všechna X e P1?*. Je-li X bodem hranice polyedru P. x potom 

93íopl(X) pro X e P | ? 

je pravou podmnožinou množiny 90copt(-V). 

Anschrift des Verfassers: RNDr. Libuše Grygarová, CSc, Matematicko-fyzikální fakulta UK, 
Malostranské nám. 25, Praha 1. 
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