Aplikace matematiky

LibuSe Grygarovéa
Qualitative Untersuchung des I. Optimierungsproblems in mehrparametrischer

Programmierung
Aplikace matematiky, Vol. 15 (1970), No. 4, 276-295

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/103296

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1970

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/103296
http://dml.cz

SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CIsLO 4

QUALITATIVE UNTERSUCHUNG
DES 1. OPTIMIERUNGSPROBLEMS
IN MEHRPARAMETRISCHER PROGRAMMIERUNG

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen am 23. September 1969)

In der iiblichen Literatur liber die lineare parametrische Optimierung, hauptsichlich
iiber die lineare einparametrische Optimierung, wird am meistens die sogenannte
Simplexmethode als Ausgangspunkt genommen und auf Grund dieses Verfahrens
gelangt man zu verschiedenen theoretischen Folgerungen, die nachher fiir allgemeinere
Aufgaben des entsprechenden Typs gelten. Vom mathematischen Standpunkt aus
ist dieser Zugang nicht ganz korrekt, denn, es kann nicht der qualitative Faktor
des allgemein formulierten Problems auf diese Weise umgefasst werden (z.B. die
Voraussetzungen fiir das Simplex-Verfahren schranken schon die qualitative Theorie
ein). Aus diesem Grunde scheint es natiirlicher zu sein, einen neuen Weg zu den
Beweisen den entsprechenden Sitze aus der Theorie der linearen parametrischen
Optimierung einzuschlagen, wobei das Simplex-Verfahren selbst nur zur Berechnung
von konkreten Aufgaben fiihrt. In meiner fritheren Arbeit [5] habe ich ebenfalls
fiir das Erreichen der theoretischen Ergebnisse, die den qualitativen Charakter
einer linearen mehrparametrischen Optimierungsaufgabe beschreiben, die Simplex-
methode benutzt.

Die vorgelegte Arbeit enthilt ebenfalls eine qualitative Untersuchung des soge-
nannten ,.ersten mehrparametrischen linearen Optimierungsproblems®, und zwar
ohne irgendwelcher Benutzung irgendeines Verfahrens, welches selbst nur zur
Berechnung in konkreten Féllen dienen soll. Alle theoretische Ergebnisse aus der
oben zitierten Arbeit [5] sind hier enthalten. Dariiber hinaus enthilt die vorgelegte
Arbeit einige neue Resultate, die die Menge aller optimalen Losungen des Problems
betreffen, also nicht nur eine einzige optimale L3sung (eine optimale Basis-Losung),
wie es bei der Simplexmethode vorkommt.

In der Arbeit sind nur die bekannten Tatsachen aus der elementaren Theorie
der konvexen Polyeder (z.B. [1]) und die bekannten theoretischen Ergebnisse aus
der linearen einparametrischen, bzw. mehrparametrischen Optimierung benutzt
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(Arbeiten [2], [3], [4]). Die geometrische Interpretation, die oft bei der Durch-
filhrung von Beweisen angewendet wird, ist in der fraglichen Literatur nicht iiblich
und in dieser Hinsicht liegt hier keine Vorlage vor.

Es seien c¢,, ;C,, d,y b, (oc =1L...m;k=1,..,d;r=1, ..., m) gegebene reale
Zahlen mit den Eigenschaften

a)1sd<n-—-1;

b) der Rang der Matrix “Cw 1€as s aCqf| ISt d + 1;Y)
c) i |a,,| >0 firalle r = 1,..., m.
a=1

Unter dem I. linearen mehrparametrischen Optimierungsproblem verstehen wir
die folgende Aufgabe:

Man soll das Minimum (das Maximum) der Funktion

n d
(1) Fl(x) = F(A" X) = Z (cac + Z j'k kca) xa: )
a=1 k=1
unter dem Restriktionen
X, =b, (r=1,..,m)),
1

x, =0 (x=1,...,n),

A= ., el

M=

bestimmen, wo I, ein gegebenes abgeschlossenes und beschranktes d-dimensionales
Intervall in E, ist. Wir setzen voraus, dass

(2 M={xeE,|Yax,=b,(r=1..,m)x, 20 (x=1,..,n)} * 0%

a=1
gilt.

Wir werden uns nur auf das Problem der Minimierung der Funktion F,(x) ein-
schrinken, denn der Fall der Maximierung von F,(x) wird auf dem Fall der Mini-
mierung einfach dadurch iiberfiihrt, dass statt F,(x) die Funktion —F,(x) betrachtet
wird.

In dieser Arbeit handelt es sich nicht um eine konkrete Berechnung des eben formu-
lierten I. linearen Optimierungsproblems der mehrparametrischen Programmierung,

1y Die Voraussetzungen iiber die Vektoren 1€, ... 4€ sind natirlich, denn, sonst — falls
die entsprechenden Bedingungen nicht erfiillt wiaren — konnte man das gegebene lineare Opti-
mierungsproblem auf ein dhnliches Problem mit einer kleineren Anzahl von Parametern redu-
zieren, wo die entsprechenden Bedingungen schon erfiillt sind.

2) Die Menge M stellt also ein konvexes Polyeder in E,, welches mindestens eine Ecke besitzt,
dar.
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sondern um eine qualitative Untersuchung eines ganzen Systems von Aufgaben

©) min ()}

und zwar fiir alle 4 € E;. Genauer gesagt, werden wir uns mit der folgenden Auf-
gabestellung beschiftigen:

1. Es soll der maximale Definitionsbereich der Funktion
@ o(4) = min {F,()}
bestimmt und ndher charakterisiert werden;

2. Falls die Menge
©) Mop(oh) = {x* € M| F,(x*) = min {Fo, (<)}
die Losung des Problems

min {F,(x)} !

xeM
ist, so soll man die Menge
(6) P = {2 By | Mp(4) = My (o4)}
berechnen;

3. Es soll die Funktion (p(}.) in ihrem maximalen Definitionsbereich ndher charak-
terisiert werden;

4. Es sollen die Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Mengen P, (4 € E,)
angegeben werden.

Satz 1. Es sei fiir festgewdhltes oA € E; das Problem
min {F4()} !
xeM

I6sbar (d.h. Myp(0d) * 0). Ist ox € Myp(o4) eine Ecke des Polyeders MM?), ist die
Menge

) Pisox) = {4 € Ey| Fiox) = min {F,(x)}}
ein konvexes Polyeder in E,.

3) Wir gehen von der bekannten Tatsache aus, dass unter der Voraussetzung der Losbarkeit

des Problems (3) (fiir ein festgewihltes A € E;) immer eine Ecke des Polyeders M, in der das
Optimum eintritt, existiert.
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Beweis. Es ist P,(oX) & 0, da o4 e P,(ox) gilt. Falls M ein einziges Element
enthilt, d.h.
M = {OX} = §mwt(ol) .

so stellt die Menge P ,(ox) den ganzen Raum E, dar (der Raum E, kann als ein
Spezialfall eines konvexen Polyeders betrachtet werden)*). Falls die Menge M
mehrere Punkte besitzt, so gibt es mindestens eine Kante des Polyeders I, die aus
der betrachteten Ecke ox € M herausgeht. Es seien ;h (j = 1,...,s) alle aus der
betrachteten Ecke jx ausgehende Kanten des Polyeders 9. Auf jeder dieser Kante
wihlen wir einen beliebigen Punkt x (j = 1, ..., s)’). Offenbar gilt

FioX) S Fu(x) (j=1,...,5).

Wir dfinieren weiter die Menge

®) I={leE,|F(x) S F(x),(=1..5)
die ein konvexes Polyeder in E, darstellt®). Die Menge

) M ={xeE, |x=YB,xYB,=1820(=1,...5)}
j=0 j=0
ist ebenfalls ein konvexes Polyeder in E, mit der Eigenschaft
M <M.

Fiir jeden Punkt x € 9’ und fiir jedes 4 € I gilt nach (8), (9)
s n d s
Fy(x) = Fo( 2 B %) = X (ca + X ) (2 By j%a) =
Jji=0 a=1 k=1 ji=0

— ¥ B

i=0 a

1M =

1

d s s

(Ca +k21/1k kca) Xa = ’Zoﬂj F;.(jx) 2 AZOBJ' F).(ox) = F(ox),
= i= i=

d.h.

(10) F,(X) 2 F,(ox) firalle xeM und Ael.

Wir whhlen nun eine sphirische Umgebung des Punktes (x, die geniigend klein ist,
sodass alle Punkte aus dieser Umgebung, die der Menge 9 angehdren, zugleich
Elemente der Menge M’ sind (die Existenz einer solchen Umgebung ist gesichert

4y d.h. ein konvexes Polyeder, welches keine Seite besitzt.

5) Die Punkte xG=1.. s) konnen auch die zu der Ecke (x benachbarte Ecken, die die
Randpunkte der entsprechenden Kanten sind, sein (soweit solche Ecken iiberhaupt existieren).

6) Wegen oA €1 ist, ist I & ) und da die Menge I durch ein System von linearen Unglei-
chungen in A beschrieben ist, stellt die Menge T einen nichtleeren Durchschnitt einer endlichen
Anzahl von abgeschlossenen Halbrdumen in E; dar.

279



wie es sich aus der Definition (9) der Menge M’ ergibt). Nach (10) gilt in dieser
Umgebung die Ungleichung
Fx(x) = Fx(ox) s

d.h., der Punkt ,x stellt ein lokales Extremum der Funktion F,(x) in bezug auf das
Polyeder M fiir alle 2 € I dar. Da die Funktion F,(x) beim festgewihlten 4 € I eine
lineare Funktion und daher eine konvexe Funktion in x ist, und da ebenfalls die
Menge Mt konvex ist, konnen wir hier den bekannten Satz anwenden,7) der besagt,
dass ein jedes lokale Extremum einer konvexen Funktion iiber einer konvexen
Menge zugleich ein absolutes Extremum dieser Funktion ist. Der Punkt ox fiihrt
also fiir jedes 4 € I zum Minimum der Funktion F,(x) in bezug auf die Menge I, d.h.

F,(oX) < F,(x) firalle xe9M und Zel.
Daraus und aus (7) folgt
(11) IcP,(x).

Ist 2¢ 1, so existiert notwendig mindestens ein Punkt des ausgewéhlten Punkten-
systems {;x} (j = 1,...,s) — sei es der Punkt ,x — so dass die Ungleichung

Fi(ox) > F;(kx)
gilt. Da zugleich ,x € M ist, folgt daraus ¢ P_,(ox) und daher
P,(ox) = I.

Daraus und aus (11) ergibt sich P ,(,x) = I und daraus weiter, dass die Menge
P ,(ox) ein konvexes Polyeder in E, ist.

Satz 2. Die Menge

(12) A = {AeE; | min {F,(x)}! 1sbar}
xeM
ist konvex und abgeschlossen in E,.

Beweis. Im Falle, wo U + 0 oder U = E,, gilt offenbar die Behauptung des
Satzes. In iibrigen Fillen werden wir die Konvexitit der Menge 2 indirekt beweisen.

Es sei 4, ,A€ U, ;A + ,4. Betrachten wir einen Punkt 2 mit
(13) A=Bidty.h, BHy=1, By>0

und setzen wir voraus, dass die Funktion F3(x) ihr Minimum beziiglich 9 nicht
erreicht. Da M = 0 ist, so ist F;(x) von unten unbeschrinkt iiber der Menge M.

7) Siehe [6], Seite 58.
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Daraus ergibt sich, dass die Menge M ein unbeschrinktes konvexes Polyeder ist.
Es existiert daher ein Punkt x € 9% und eine Halbgerade

(14) L={xeE,|x,=%+1,(=1,..,n),1t203 |p >0},
a=1

die der Menge 9 angehort, wobei die Funktion Fyz(x) entlang dieser Halbgeraden
streng monoton fallend ist. Fiir einen beliebigen Punkt x € L gilt also

n d
Fi(x) = F5(1) = Y (e, +k212,‘. o) (R, + to,) =
a=1 =

n
N

d n d
Yo(ea + X Ans) Rp + 1Y (e + Y Zeaty) v, -
K=1 a=1 k=1

1

3

Dat = 0 und l?:(t) eine streng monoton abnehmende Funktion entlang der Halb-
geraden L ist, ist notwendig

n d
(15) Z (cfl + Z Zk kca) Uo( < 0 s
a=1 k=1
d.h. nach (13)

n d
Zl[ca +kz (ﬁ A Ty 2}~k) kccx] v, <0
a= =1

oder auch
n d n d

(16) BY (ot X 1thiaca) a + 72 (a2 2hrCa) U < 0.

a=1 k=1 a=1 k=1
Es kommen nun drei Moglichkeiten in Frage.

n d n d
a) Zl(ca + 21 2 ke) U > Y (¢, +kZ 125 kCx) Vg
a= k= a=1 =1

In diesem Falle konnen wir die Relation (16) in der Form
n d n n
0 > ZI(CG +kz 2/1'( kca) Uy + ﬂ 2 (ca + Z 1lk kca) Uy >
a= =1 a=1 k=1

n d
> Z (Ca + Z 1Ak kca) Uy
a=1 k=1

: n d
schreiben. Die Funktion F ;(x) fiir x e L (d.h. F3(x) = Y (¢, + Y 14 i¢0) (R + 10,),
a=1 k=1

t = 0) nimmt mit anwachsendem ¢ beliebig kleine Werte an, was einen Widerspruch
mit der Voraussetzung ;4 € A bedeutet.

n d n d
b) Z‘I(C" +k212’1k KCa) Uy < ZI(C“ +k211/1k KCa) Vs +

281



Ahnlich wie im Falle a) erhélt man hier, dass die Funktion F,i(X) entlang der betrach-
teten Halbgeraden L streng monoton abnimmt, sodass sie YOn unten unbeschrinkt
iiber der Halbgeraden L und daher iiber der Menge 9 ist. Dies ist ein Widerspruch
mit der Voraussetzung ,4 € 2.

n d n d

c) Z (Cz + Z 2Pk kCs) Vg = Z_:l(ca +k211'1k kca) Uy -

a=1 k=1

In diesem Falle iibergeht die Ungleichung (16) in die Ungleichung

n d n d
(v +BY (e + lelk KCz) Vg = Zl(ca +kZ 2 k) Uy =
a=1 k= =1

n d
=Y (ca + Y 1hiC) v, <0
a=1 k=1

und beide der Funktionen F,(x), F,;(x) sind von unten unbeschrinkt iiber der
Halbgeraden L <= I, was wiederum einen Widerspruch mit der Voraussetzung
14, 24 € A bedeutet.

Es bleibt noch zu beweisen, dass die Menge 2 abgeschlossen ist. Zu jedem 44 € A
gibt es — nach Satz 1 — eine Ecke ;X des Polyeders M (mit der Eigenschaft ,x e
€ M, (o4)) und zugleich ein konvexes Polyeder P ,(oX) (Wo P;(oX) eine in E,; abge-
schlossene Menge ist). Die Anzahl dieser Polyeder ist eine endliche, denn, die Anzahl
aller Ecken des Polyeders 9 ist ebenfalls endlich. Die Vereinigung solcher abge-
schlossenen Polyeder ist daher eine abgeschlossene Menge. Diese Vereinigung ist
doch die Menge U selbst.

Satz 3. Ist die Menge U aus (12) nichtleer, so stellt sie ein konvexes Polyeder
in E; dar.

Beweis. Falls die Menge U ein Punkt ist, so ist die Behauptung trivial erfiilt.
In anderen Fillen ist die Menge U eine Vereinigung einer endlicher Anzahl von
konvexen Polyedern des Typs P,(oX) aus (7). Da die Menge U zugleich eine abge-
schlossene Menge ist, folgt daraus, dass sie ebenfalls ein konvexes Polyeder darstellt.
In Falle % = E,, gilt die Behauptung ebenfalls.*)

Satz 4. Die Menge B aller A€ E,, fiir welche das Problem (3) unldsbar ist, ist
entweder leer, oder stellt sie eine offene unbeschrinkte Menge in E; dar.

Beweis. Betrachten wir die Menge U aus (12). Falls % = 0, so ist 8 = E, und
die Behauptung gilt. Falls 2 = 0 und beschriankt in E, ist, so ist 8 = E, — 2.
Da die Menge A abgeschlossen ist, folgt daraus, dass ihr Komplement in E; d.h.
die Menge B, ist eine offene Menge in E; und wegen der Beschrinktheit der Menge U
die Unbeschrinktheit des Komplementes B in E,. Falls 2% # @ und unbeschrinkt
in E, ist, so ist die Menge B = E; — A entweder leer oder ist diese eine nichtleere
offene Menge in E,; und aus der Konvexitdt der Menge U ergibt sich, dass die Menge
B in E, unbeschrinkt sein muss.

282




Satz 5. Es sei o4, ;A€ A und ¢X, ;X, ;X #+ oX zwei Ecken des Polyeders M mit
der Eigenschaft

(17) Fo(ox) = Te’gg {Fa(@)}, F(x) = melqg {F.(x)}

Betrachten wir die Polyeder P;(oX) und P ,(,x), die im Sinne des Satzes 1 den
Punkten o4, 14 zugeordnet sind. Falls es einen Punkt i* € P5'(,X)*) gibt, der der
Menge P ,(,X) angehort, so gilt

Pu(o%) = Pa(1x).

Beweis. Fiir einen Punkt A* mit der Eigenschaft A* € P}}'(ox), 4* € P,,(,x) gilt
(18) F,.(ox) = migg {Fu(®)} und F,.(;x) = min {F,.(x)} .
xe) xeM

Definieren wir fiir alle 4 € E; die Funktionen

(19) @o(4) = F3(ox) und ¢,(4) = F,(,x).
Nach (18) ist also
(20 ou(%) = 0,(2).

Wir setzen nun voraus, dass die Mengen P,(ox) und P ,(;x) nicht identisch sind,
d.h., dass es einen Punkt A mit 4 € P, (o), 4 ¢ P ;(;x) (bzw. 2 ¢ P,(,X), Z€ P, (X))
gibt. _

Betrachten wir zuerst den ersten Fall, d.h. den Fall der Existenz eines Punktes 4
mit den vorausgesetzen Eigenschaften. Es gilt dann

F;(oX%) = rmqg {F;(x)} und Fi(ex) < F3(;x)
und nach (19) ist
(21) Po(Z) < @:(%) .
Wir betrachten die Gerade
(22) ={AeE | A= 2%+ (A — A")t, te(—oo, 0)}.

In den Punkten 4 e I gehen die Funktionen ¢y(4) und ¢,(4) in die Funktionen ¢(r)
und @, (1) einer einzigen Verdnderlichen ¢ iiber (die Graphen dieser Funktionen sind
offenbar bestimmte Geraden), fiir die sich aus (20) und (21)

(770(0) = (/31(0) > (/30(]) < ‘7’1(1)

8) Die Menge P:;;’"(ox) ist die Menge aller inneren Punkte des Polyeders P i(y%).
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crgibt. Daraus folgt weiter

(23) @o(t) > @4(r) fiir t<0.

Da 2* e P}'(,x) ist, gibt es offenbar einen Punkt 7 € P;(oX) mit
(24) A= i* + (21— 2%)i, wo t<0, dh del.
Da nach (23)

(29) Po(f) > ¢1(1)
gilt, gilt auch
‘/70(1) > (Pl(z) und Fx(ox) > Fi(lx) s

was einen Widerspruch mit der Voraussetzung i€ P,,(,x) bedeutet.

Der zweite Fall, d.h. die Existenz eines Punktes 2 mit Z€ P ,(;x), Z ¢ P, (o),
fiibrt in dhnlicher Weise zum Widerspruch mit der Voraussetzung. Es ist daher
P,(ox) = P,(;x).

Bemerkung I. Fiir zwei nichtleere konvexe Polyeder P,(ox) und P ,;(;x) die —
nach Satz 1 — den verschiedenen Ecken ¢x, ;x des Polyeders M angehéren, kommen
die drei folgenden Moglichkeiten in Frage:

a) Pol(ox) = Pﬂ-(lx) ;

b) Py(o%) N Pu(ix) = 0

¢) P (ox) n P ;(,x)enthilt nur die Randpunkte der Polyeder P,(ox) und P ;(;x).
In diesem Falle ergibt sich aus der Konvexitit beider Polyeder P,(oX) und P ,(;x),
dass diese hochstens eine gemeinsamme Seite haben. Wir wollen nun zeigen, dass

diese Polyeder im Falle ¢) genau eine einzige gemeinsamme abgeschlossene Seite
als ihre Durchschnittsmenge besitzen.

Satz 6. Es habe die Menge 2 die Bedeutung aus (12). Uber der Menge U definieren
wir die Funktion

(26) o(3) = min (F, ()}

Die Funktion @(A) ist iiber der Menge U konkav (soweit A + 0).

Beweis. In Falle, wo 2 aus einem einzigen Punkt besteht, ist die Behauptung klar.
Falls 2 mindestens zwei verschiedene Punkte enthilt, so wollen wir zeigen, dass fiir

17, 24€ A, 14 % ,4 die Ungleichung @(i; 14 + pty 24) = py o(14) + 1z ¢(54) gilt,
wobzi

(27 U+ =1, Hypz0.
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Aus (26) und (27) ergibt sich

o(py 14 + py 24) = min {F,, Az X)) =
xeM

n d
=min { ) [c, +kZ1(#1 A+ 1y 24 kCal Xp =

xeM a=1

n d
= min { Z [(lh + /‘2) Co +kZ (.u1 i+ 2 211&) kca] xa} =
=1

xeM a=1
= min {1y Fa(x) + sz F (3} 2 oy min (R0} +
+ U m;;: {sz(x)} = U (P(ll) + U2 @(21) s
womit die Konkavitdt der Funktion ¢(4) iiber der Menge 2 bewiesen ist.
Folgerung 1. In Falle, wo die Menge U aus (12) nichtleer ist, stellt die Menge
(28) Q={(Aht)eEsui|2eUt £ (i)}
(wo ¢(4) die Bedeutung aus (26) hat) ein konvexes Polyeder in E, , dar.

Beweis. Es ist Q # 0, da die Menge Q mindestens den Graphen der Funktion
@(4) fiir A€ A, d.h. die Menge

(29) O ={(Adt)eE;H, | AUt = ()}

enthilt. (Die Punkte (4, 1) € O sind offenbar Randpunkte von Q.) Wir wollen zuerst
die Konvexitt der Menge Q beweisen. Es sei ({4, ;1), (4, »f) € Q und wir betrachten
alle Punkte (4, r) mit der Eigenschaft

A=Piih+Brsh, t=pt+Brst, By+B=1, B;,8,20.
Da ;t £ ¢(;4), ot £ ¢(,4) gilt, gilt auch
(30) t=ft+ Byt =Py (p(ll) + B, qo(zl) .
Aus der Konkavitit der Funktion ¢(4) iiber der Menge 2 ergibt sich
@1 Bro(i2) + B2 9(23) = ¢(By 14 + B2 24) = () -

Aus (30) und (31) folgt t < ¢(4). Die Tatsache, dass 4 € 2 gilt, folgt aus der Konvexi-
tiat der Menge . Wir definieren die Menge

(32) Q=(NH)NL, ,
i=0
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wo
(33) L ={(At)eE,, |AcW tek},

(L ist offenbar ein konvexes Polyeder in Eg. 1),

(34) H; = {(L0)eE,, [t < F(x)} (=059,

H; sind offenbar abgeschlossene Halbriume in E,4,), bedeutet.
J

a) Falls a, 1) e Q' gilt, so ist 7 € und es existiert daher mindestens ein Polyeder
P ,(ix) (das der Einteilung der Menge 2 angehort), welches diesen Wert 4 enthilt.
Die Funktion ¢(4) ist iiber dem Polyeder P ;(;x) linear in 4 und es gilt fiir diese

¢(4) = Fy(ix) -
Wegen (7, ) € Q', gilt auch (7, ¥) € H; und daher
1< Fi(x).
Der Punkt (I, 7) hat also die Eigenschaften
Jdeq, 1< 9(h)

und nach der Definition der Menge Q, ist (7., 7)e Q. Da (I, T) e Q' ein beliebiger
Punkt der Menge Q' war, folgt daraus die Inklusion

(35) Q < Q.

b) Es sei (%, 7) ein beliebiger Punkt der Menge Q, d.h. A € 2 und # < (). Offenbar
gilt auch (X, 7) € L. Es existiert daher mindestens ein Polyeder P ,(;x) der Einteilung 2
mit Z € P, (;x). Wegen

@(4) = F,(x) fir 2eP,(x),
gilt
i < F;(;x) und daher (Z,7)eH,.

Setzen wir nun voraus, dass es mindestens einen Halbraum H, mit der Eigenschaft
(4,7) ¢ H, gibt, d.h.

(36) i> Fi(x) .

In der Einteilung der Menge 2 existiert ein Polyeder P,,(;x) in der Weise, dass
¢(4) = F,(,x) fir AeP,(x)

gilt und alle Punkte (4’, t') mit der Eigenschaft

(37) VePXx), t =TF.(x)),
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gehoren dem Halbraum H, als seine Randpunkte zu. Nach Voraussetzung gehort
der Punkt (4, 7) € Q der Menge H, nicht an und zugleich gibt es einen Punkt (4', t') e
e H, mit (1, ') e Q. Da aber Q cine konvexe Menge ist, gehort jeder Punkt der
Verbindungsstrecke der Punkte (4, 7), (4', t') dem Polyeder Q an. Fiir die Punkte (Z, 7)
dieser Verbindungsstrecke gilt nach (36) und (37)

L= B+ Bl
1= pit + Bt > By Fi(kx) + B, Fl'(kx) = Fi(kx) = 90(7')

und es ist daher (%, 7) ¢ Q, was im Widerspruch mit der Konvexitit der Menge Q ist.
Daraus folgt Q = Q' und mit Hinsicht auf (35) weiter Q' = Q. Dies bedeutet aber,
dass die Menge

Q=Lm(.(_s)ﬁ,-)

ein Durchschnitt von einer endlichen Anzahl konvexer abgeschlossenen Halbraume
i—ii (i =0,..., s) und des Polyeders L ist und da dieser Durchschnitt nichtleer ist,
stellt die Menge Q ein konvexes Polyeder dar.

Bemerkung 2. Die Menge O aus (29), die einen Teil des Randes des konvexen
Polyeders Q darstellt, besteht aus bestimmten abgeschlossenen Seiten S; des Polyeders
Q mit der Beschreibung

(38) Si={(A1)eEy, |AeP,y(x),t =p(A)} (i=0,..,5).
Die Projektion dieser Seiten in die Koordinatenhyperebene
(39) R={(41)eE;, |t =01€cE}
sind die Mengen
{(A, 1) eEy | AePy(x),t =0} (i=0,...,5)
die eben die konvexe Polyeder P,(;x) (i =0, ..., s) darstellen.

Satz 7. Es seien P;(oX) und P,;(,X) zwei verschiedene konvexe Polyeder aus
der Einteilung der Menge U, die einen gemeinsammen Randpunkt A* haben.
Es gibt, dann, genau eine gemeinsamme Seite bestimmter Dimension, die den
beiden Polyedern P(oX) und P,(,x) angehiort und den Punkt A* enthdlt.

Beweis.: Es sei Z{” eine k-dimensionale Seite des Polyeders P (o) und Z{"
eine l-dimensionale Seite des Polyeders P ,(;x) mit der Eigenschaft

(40) MeZP, rxeZP.
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Setzen wir voraus, dass Z{ + Z{" ist, d.h., dass es einen Punkt i€ 2 mit der
Eigenschaft

(41) ieZP, 1¢ZP?)

gibt. Betrachten wir den Punkt (4, %) e E;,, wo # = ¢(4). Nach (29) ist der Punkt
(X, 7) ein Randpunkt des konvexen Polyeders Q aus (28). Er ist daher ebenfalls ein
Randpunkt einer Seite S, des Polyeders Q, derer Projektion in die Hyperebene R
aus (39) eben das Polyeder P,,(ox) ist (nach Bemerkung 2). Durch édhnliche Uber-
legung erhalt man, dass der Punkt (4*, *) mit t* = ¢(A*) ein Randpunkt der Seite S,
ist. Zugleich ist aber dieser Punkt (4*, t*) ein Randpunkt der Seite S, des Polyeders Q,
derer Projektion in die Hyperebene R das konvexe Polyeder P ,(;x) ist. Aus der
Theorie der Polyeder ergibt sich, dass die Menge aller gemeinsamen Randpunkte
der abgeschlossenen Seiten Sy, S; (d.h. der Durchschnitt So n'S,) eine bestimmte
Seite S* des Polyeders Q ist. Aus der Linearitdt der Funktion ¢(4) = F,(oX) fiir
A€ P, (ox) ergibt sich, dass ebenfalls (1, ) € S* gilt und daher der Punkt (4, 7) einen
Randpunkt der Seite S, darstellt. Daraus folgt (nach der Bemerkung 2), dass 7
ein Randpunkt des Polyeders P ,(;x) ist. Aus (40) und aus der Konvexitit der
Polyeder P,(ox) und P ,(,x) folgt weiter 4 € Z{", was einen Widerspruch mit (41)
bedeutet.

Satz 8. Falls das Polyeder P,,(,X) aus dem Satz 1 eine Dimension grdsser als
Null besitzt, so gilt

(42) 9:Rnpt(li') = i1“()1)!(2}')

fiir jedes Punktenpaar A, ,AePB{(oX), 14 + ,4, wo Pi5{(X) die Menge aller
inneren Punkte aus P;(oX) bedeutet.

Beweis. Setzen wir voraus, dass die Behauptung des Satzes nicht gilt, d.h., dass
es zwei Punkte

(43) 14, A€ PR(oX), 1A * 54
mit der Eigenschaft

mtopt(l }') * mt0[7!(2 A)

gibt. Ohne die Allgemeinheit einzuschranken kénnen wir die Existenz eines Punktes x
mit

(44) i € EInmpl(2 l) > § ¢ mtopl(ll)

9) Diese Voraussetzung widerspricht nicht der Allgemeinheit, da die Voraussetzung ie Z‘l’),
P Zg‘) durch geeignete Numerierung auf den betrachteten Fall tiberfiihrt wird.
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voraussetzen. Nach (43) ist
min {Fll(x)} = Fll(ox) , min {le(x)} = le(ox)
xeM xeM

und nach (44)
min (F\00) < Fa(R),  min {F,() = F,(8).

Daraus ergibt sich

(45) F.(o%) < Fi(X), Fu(oX) = F,(x).
Wenn wir fiir alle 4 € E; die Funktionen

(46) @1(2) = Fy(oX), 95(4) = Fy(x)
einfiihren, so kann man die Relationen (45) in der Form
(47) ?:1(12) < 02(14) s ¢1(24) = 92(24)

schreiben. Betrachten wir in E; die Gerade
p={icE;| A=A+ t(;4— 4),te(—o0, )} .
Fiir 4 ep gilt fiir die Funktionen ¢,(4), ¢,(4) aus (46)
(48) 2:i(2) = ¢.(1) . 92(4) = 65(1) -
Fiir die Funktionen ¢,(1), @,(f) der einzigen Verdnderlichen ¢ gilt nach (47)
(49) $1(0) < #2(0), 61(1) = (1) -
Da die Funktionen (1), ¢,(¢) linear sind, folgt aus (49) ummittelbar die Ungleichung

(50) @4(t) > ¢,(t) fir t>1.

int

Unter der Voraussetzung ;4, ,4 € Pol(ox), gibt es einen Wert t* > 1 mit der Eigen-
schaft, dass der Punkt

M= A+ %A — 44)
(d.h. i* e p) der Menge Pi}'(;x) angehdrt und daher

(51) mgk‘ {Fa.(2)} = Fai(o%) .
Fiir den Punkt A* e p gilt nach (50), (48), (46)

$1(t*) > 35(t*) = ¢1(2*) > 92(4*) = F,(ox) > Fou(1x),
was einen Widerspruch mit (51) bedeutet.
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Satz 9. Falls A ein Randpunkt des Polyeders P, (ox) aus dem Satz 1 und i* ein
beliebiger innerer Punkt mit A* ePol(Ox) ist, so gilt

Mop(4%) = Mop(4) -
Beweis. Nach Satz 8 gilt fiir alle 4 € P5(,x)

min {F,(x)} = F;(;x) = F,(x*) fiir alle x* € M,,(4*) = M, (4),
xeM

d.h. fiir alle 4 € P5(ox) und alle x* € M,,(4*) gilt
F,(x) = F,(x*) firalle xeM.

Es sei x € M festgewihlt. Die Funktion F,(x) stellt, dann, eine lineare Funktion
und daher eine stetige Funktion in 4 iiber dem Polyeder P,(ox) dar und es gilt

lim F,(x) = lim F,(x*) firalle x*e M, (i*),
AT A=i
AePp 10 t(ox) AeP 3,17t (ox)

d.h. F5(x) = Fz(x*) fiir alle x* € M,,(4*) und alle x € M. Es ist daher
My (4¥) = ‘.Ui(,pt(Z).
Satz 10. Fiir 2* € P%5(,x) und 4 ¢ P,(oX) gilt
Mop(A¥) 0 My, (2) = 0.

Beweis. Falls ‘JROP,(Z) = () ist, so ist die Behauptung trivialerweise erfiilt. Falls
M,o(4) + 0 ist, setzen wir die Existenz eines Punktes

(52) x € M, (2)
mit /
(53) x € M, (4%)

voraus. Aus (52) folgt

(54) min {F3(x)} = Fy(x).
xeM

Nach Satz 8 und 9 ergibt sich aus (53)

xe M, (4) firalle AeP,(ox),
d.h.

(55) min {F,(x)} = F;(X) fiiralle AePg,(ox).
xeM
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Aus der Definition des Polyeder Pox(ox) aus dem Satz 1 und weiter aus (55) erhalten
wir

Fl(;() = F,(oX) firalle e P (%) .

Da Fl(;() und Fl(ox) lineare Funktionen sind, die auf einer d-dimensionalen Menge
gleich sind, ist F,(x) = F,(,x), fiir alle 4 € E, iiberhaupt. Daraus und aus (54) folgt

min {F;(x)} = F;(,x),
xeM

woraus — mit Hinsicht auf die Definition des Polyeders P ,(,X) aus dem Satz 1'%) —
die Eigenschaft 1 e P ;(oX) des Punktes 4 sich ergibt. Dies ist aber ein Widerspruch
mit der Voraussetzung.

Satz 11. Unter den Voraussetzungen des Satzes 9 ist die Menge *.}Jlnp,(l*) eine
echte Teilmenge der Menge M,y (4).

Beweis. a) Es sei zuerst 4 ein Randpunkt des Polyeders P ;(ox), der zugleich
ein innerer Punkt des Polyeders 2 ist. Es existiert, dann, zu dem Polyeder P;(,x)
ein benachbartes Polyeder P,(;x) mit den Eigenschaften

1A ¢ Pu(x), 1AePR(x), LePu(ox), AeP,(x).
Nach Satz 10 gilt also
Mo, (A%) A Moy (14) = 0, wobei Moy (4¥) + 0, Mop(14) + 0,
d.h. es gilt auch
(56) fmopt(}“*) P imt»pt(ll)
(wobei nach Voraussetzung i* € Pj%(ox) ist). Der Behauptung des Satzes 9 nach ist
Mop(14) = My (4) und - M, (2%) = Mop(4) -
Es gilt daher auch
(57) Mop(A%) U Mop(12) = My, (2),

wobei nach (56) die Menge I,,(4*) eine echte Teilmenge der Menge M, (A*) LU
U M, (;14) und daher auch (nach (57)) eine echte Teilmenge der Menge M, (Z) ist.

b) Es sei 4 ein Randpunkt des Polyeders P ,(x), der zugleich ein Randpunkt
des Polyeders 2 ist. Unter dieser Voraussetzung gibt es in jeder Umgebung des
Punktes A einen Punkt 1 mit der Eigenschaft, dass das Problem (3) bei der Wahl 4 = &

10) Das Polyeder P (yx) ist eben das maximale Polyeder mit den entsprechenden Eigen-
schaften.

291



nichtldsbar ist. Da M =+ 0 ist, folgt daraus, dass die Funktion F;(x) iiber der Menge
M von unten unbeschriankt ist und dem zu Folge muss das Polyeder M ebenfalls
unbeschriankt in E, sein. Da die Anzahl der Ecken des Polyeders M endlich ist, gibt
es eine solche Zahl K > 0, so dass der offene Halbraum

n
H¥ = {x€eE, |} x, < K}
a=1
alle diese Ecken enthilt. Die Menge
(58) MK = {xeM|Y x, < K}
a=1

stellt offenbar ein beschrinktes konvexes Polyeder mit
ME = M

in E, dar, der die Eigenschaft hat, dass seine Ecken alle Ecken des urspriinglichen
Polyeders 9 sind und dariiber hinaus noch andere Ecken besitzt (diese liegen offenbar
auf den unbeschrinkten Kanten des Polyeders 9t und zugleich in der Hyperebene

R¥ = {xeE,|Y x, = K}).
a=1
Wir betrachten nun das neue Problem
(59) min {F,(x)} !
xeMK
Da M¥ eine kompakte Menge und F,(x) eine stetige Funktion iiber MMX ist, ist das

neue Problem (59) fiir alle 4 € E, 1osbar, d.h. A* = E,, wo

(60) AX = (i e E, | min {F,(x)}! 16sbar} .

xeMK
Der oben betrachtete Punkt 4 ist nun ein innerer Punkt der Menge 9¥ und aus
demselben Grunde wie in Fall a) gibt es einen Punkt

XK ox, xEemk,

fiir welchen das Polyeder l;‘l(lxK) ein benachbartes Polyeder zu dem Polyeder
P ;(oX) ist, wobei

(61) LA e P(,x)

gilt. Weiter gilt
EeMmE (7).

opt
Da
Fz(ox) = min {Fy(x)}, Fx(;x*) = min {F3(x)} und M <M
xeM xeIMK
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ist, gilt
min {Fg(x)} < min {F3(%)} .
xeM xeMK

Wegen ox e MK ist, gilt

Fi(ox) = mi; {Fx(x)} = m;g( {Fa(x)} = Fy(;x¥)

und daner
(62) XK em, (7).

Die Einteilung der Menge U¥ besitzt die Eigenschaft, dass sie alle Polyeder P ,(;x)
aus der Einteilung der Menge A enthélt. Dieses ist aus dem Beweis des Satzes 1
sichtbar, denn das Polyeder P ,(;x) ist einer Ecke ;x zugeordnet und durch diese
Ecke und durch beliebige Punkte, die den aus dieser Ecke ausgehenden Kanten
angehéren, eindeutig bestimmt wird. Da das Polyeder MX alle Ecken ,x und alle
aus ihnen ausgehenden endliche Kanten bzw. Strecken in Richtung der unendlichen
Kanten enthalt, stellt die Einteilung der Menge 2 einen Teil der Einteilung der Menge
AX dar. Daraus, aus (61) und aus dem Satz 10 ergibt sich

(63) XK E M (4¥).
Zugleich gilt nach Satz 9 und nach (62)

Mop(4%) = Mop(4)
und
M (14) = ME(R) = M,(4) -

Daraus und aus (63) folgt weiter, dass die Menge imopt(}.*) eine echte Teilmenge
der Menge M, (4*) U ME (;4) und daher auch der Menge M, (4) ist.

Folgerung 2. Es sei ox € M,,(o4) eine Ecke des Polyeders MM und P,,(oX) das
Polyeder mit der Bedeutung aus dem Satz 1. Es sei weiter x € My (04), X F X
beliebig (d.h. X stellt ebenfalls einen optimalen Punkt des Problems (3) bei der Wahl
A = oA dar). Falls das Symbol P;(x) die Menge aller 4, fiir welche der Punkt X
ebenfalls ein optimaler Punkt des Problems (3) ist, bedeutet und falls ¢4 € P};(oX)
ist, so gilt

P, (oX) = P, (X) .

Beweis. Die Menge M, (o4) bleibt fiir alle 4 € P5(;x) unverandert, d.h. jeder
Punkt x € M,,(o4) ist ein optimaler Punkt fiir das Problem (3) fiir alle 4 € P3(px)
und nach Satz 9 auch fiir die Randpunkte des Polyeders P,;(ox). Aus dem obigen
Satz 10 ergibt sich, dass kein Punkt mit ¢ P,u(oX) die Eigenschaft x e M, (1)

besitzt, so dass P, (ox) = Poa(X) gilt.
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Bemerkung 3. Die Folgerung 2 weist darauf hin, dass bei der Einteilung der
Menge U der Parameterwerte A in maximale Mengen (in der Arbeit mit P,(x)
bezeichnet) konnen diese maximalen Mengen P,(x) einem beliebigen optimalen
Punkt x aus der Menge aller optimalen Punkte zugeordnet werden (wobei die Menge
aller optimalen Punkte allgemein eine grossere Dimensional als Null besitzen kann).
Daraus folgt, dass die Tatsache, dass wir bei unserer qualitativen Untersuchung
des Problems von einer bestimmten Ecke des Polyeders 9 ausgegangen sind, ist
unwesentlich. Die in der Arbeit durchgefiihrte qualitative Untersuchung gilt daher
fiir ein beliebiges Problem der mehrparametrischen linearen Optimierung (mit den
Parametern in der Zielfunktion) bei beliebig vorgegebenen linearen Restriktions-
bedingungen, wo also das Polyeder 9 durch eine endliche Anzahl von Ungleichungen
und Gleichungen beschrieben ist (also auch in den Spezialfillen, wo das Polyeder M
keine Ecke besitzt).

Schlussbemerkung. Der Raum E; des Parameters 4 wird bei dem System
(64) min {F,(x)}! (bzw. max {F,(x)}!), AeE,
xeM xeM

der iiblichen Aufgaben der linearen Optimierung in die Menge A aus (12) aller
A eE,, fiir welche die entsprechende Probleme (64) eine Losung besitzen (U ist ein
konvexes Polyeder) und in das Komplement E, — 21, wo die Probleme (64) unlsbar
sind, eingeteilt. Das Polyeder  (soweit % =+ 0 ist) ist eine Vereinigung einer endlichen
Anzahl von konvexen Polyedern, die disjunkte Innenrdume haben, wobei ein jedes
dieser Polyeder die Eigenschaften aus dem Satz 1 besitzt.

Was die Losung des auf der Seite 1 definierten Problems bei gegebenem Intervall I,
des Parameters 4 angeht, geniigt es offenbar sich nur auf diejenige maximale Polyeder
aus der Einteilung der Menge 2 einzuschrianken, die mit dem Intervall I, einen
nichtleeren Durchschnitt haben.
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Souhrn

KVALITATIVNI ROZBOR
I. ULOHY LINEARNIHO VICEPARAMETRICKEHO PROGRAMOVANI

LiBUSE GRYGAROVA

Vétsina zndmych vysledki v teorii jedno- a viceparametrického programovani
byla z vétsi Cdsti dosazena na zdkladé Simplexové metody. K témze vysledkim
a k vysledkim hlubSim lze v8ak dojit pfimym kvalitativnim rozborem, kde pfi
dtikazu pfisluSnych vét se nepouzivd Simplexové ani Zddné jiné vypocétové metody.
V predloZzené préci jsou odvozeny vSechny dosud znamé véty z teorie vicepara-
metrického linedrniho programovani (s parametry v cilové funkeci), pti€emz se rozbor
tykd mnoziny vSech optimadlnich feSeni a tedy nikoliv jen jednoho feSeni bazického,
jak je tomu pfi pouziti Simplexové metody.

Hlavni vysledky v préci dosaZené jsou tyto:

Mnozina U vSech bodla A = (/11, o /1‘,), pro které ma problém

min {F,(x)} !

xeM
kde

n d
F,(x) = ;l(ca -I-kgllkkca) Xy s
M={xeE,|Ya,x,=b,(r=1,...m),x,20,(x=1,..,n)}
a=1

feseni, je konvexnim polyedrem v prostoru E; parametrit 4,, ..., 4, (pokud to neni
mnoZina prdzdnd). Funkce

o(r) = min {Fa(x)}

je konkdvni nad mnoZinou . Existuje takové rozdéleni mnoZziny U na konecny
pocet konvexnich polyedrit P, (i = 1, ..., N), které pokryvaji mnoZinu 2, pfidemz
kazdy z téchto polyedrii md tu vlastnost, Ze mnoZina

My(h) = {x* e M| F(x*) = min {F,(x)}}
xeM
je tatdz pro vSechna A € Pi,';‘f. Je-li & bodem hranice polyedru P, potom
M,.(A) pro ArePi

je pravou podmnoZzinou mnoZiny M, (A).

Anschrift des Verfassers: RNDr. LibuSe Grygarovd, CSc., Matematicko-fyzikalni fakulta UK,
Malostranské nam. 25, Praha 1.
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