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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

EINIGE SATZE UBER DAS VERFAHREN DER TANGIERENDEN
HYPERBELN IN BANACH-RAUMEN

BorO DORING

(Eingegangen am 17. Februar 1970)

EINLEITUNG

Trotz Erhohung der Arbeitsgeschwindigkeit von Computern ist in den letzten
Jahren — bedingt durch den steigenden Umfang der zu 16senden Probleme — das
Interesse an moglichst rasch konvergierenden Néherungsverfahren gewachsen.
So richtet sich das Augenmerk iiber das quadratisch konvergente Newton-Verfahren
hinaus vor allem auf Iterationsverfahren dritter Ordnung, d.h. Verfahren, die bei
jedem Iterationsschritt ungefihr dreimal so viele genaue Stellen liefern wie vorher.
Dies umso mehr, als gezeigt worden ist, daB sich diese Methoden aufler im Falle
einer eindimensionalen ,,gewdhnlichen‘ Gleichung auch zur Losung von Gleichungs-
systemen, Differential- und Integralgleichungen, also allgemein auf Operatorglei-
chungen anwenden lassen, und zwar unter weitgehender Beibehaltung des Formalis-
mus vom Eindimensionalen. Das Halley-Verfahren,l)

2F,F,
2F'* — F'F,’

Xpt1 2= Xp

das wir im folgenden kurz mit HV bezeichnen und das von sowjetischen und anderen
Autoren in Anlehnung an seine geometrische Bedeutung auch Verfahren der tan-
gierenden Hyperbeln genannt wird, ist bekanntlich eines der am raschesten kon-
vergierenden Verfahren dritter Ordnung zur Losung der Gleichung F(x) = 0 (vergl.
etwa das Beispiel im néchsten Abschnitt). Es ist schon 1964 von Halley benutzt
worden, dann wieder in Vergessenheit geraten und mehrfach wiederentdeckt worden.
(Einige bibliographische Hinweise finden sich bei Traub [61].) Eine zufriedenstellende
Behandlung des Verfahrens wurde erst moglich, nachdem der Begriff der Ordnung
eines Iterationsverfahrens in geeigneter Weise geprdgt worden war (vergl. E. Schroder
[54], Bodewig [6]). In diesen Arbeiten, wie auch in denen von Ehrmann [13],
Ludwig [39], Zajta [65] und einigen anderen, sind erstmalig Iterationsverfahren

1y Mit dem Symbol := wird die Definition eingefithrter GroBen bezeichnet.
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erzeugt und systematisch untersucht worden, wobei Bodewig, Ludwig und Zajta
auch das Halley-Verfahren betrachten. Die erste in gewissem Sinne vollstindige
Behandlung des Verfahrens stammt von Salehov [51], der entsprechende Uber-
legungen von Kantorowitsch beim Newton-Verfahren (vergl. Kantorowitsch und
Akilow [34] Kap. XVIII) auf HV anwendet: Es wird nicht die Existenz einer Lsung
der betreffenden Gleichung F(x) = 0 vorausgesetzt; aus dem erhaltenen Ausdruck
fir die Konvergenzgeschwindigkeit, der gleichzeitig eine grobe Fehlerschranke
darstellt, kann man die Ordnung des Verfahrens erkennen. SchlieBlich weist Salehov
nach, daB die so unter bestimmten Voraussetzungen als Grenzwert der durch (HV)
definierten Folge {x,} konstruierte Losung der Gleichung F(x) = 0 in einem bestimm-
ten Intervall mit x, als Mitte eindeutig ist. Das grundlegende Ergebnis von Salehov
fiir den eindimensionalen Fall ist von Mertvecova [40] auf Operatoren in Banach-
Raumen iibertragen worden (s.a. Moore [44], Theorem 8). Dabei mull HV etwas
anders geschrieben werden, worauf wir im nédchsten Abschnitt zuriickkommen.
Das Resultat von Mertvecova ist von einer Reihe von vorwiegend mittel- und osteuro-
paischen Mathematikern in verschiedener Hinsicht verbessert bzw. anders bewiesen
worden (vergl. die Diskussion in Abschn. 4).

Die hierbei erhaltenen Sitze haben den Nachteil, fiir den numerischen Anwender
schlecht oder gar nicht brauchbar zu sein. Dies betrifft insbesondere die zu kompli-
zierten und teilweise zu scharfen Voraussetzungen sowie die viel zu groben Fehler-
schranken und die Eindeutigkeitsaussage, die entweder ganz fehlt oder nur in einem
kleineren Bereich als die Existenzaussage bewiesen wird.

In der vorliegenden Arbeit werden einige lokale Existenz- und Eindeutigkeits-
sitze sowie Konvergenzsitze fiir HV gewonnen, die die genannten Méngel vermeiden.
Fiir die numerischen Anwendungen werden lokale Sdtze gewiinscht, die folgenden
Forderungen geniligen:

1. Die Voraussetzungen sind moglichst schwach und

2. moglichst leicht nachzupriifen.

3. Mit der Ausgangsnidherung x, ist auch der Radius der Kugel, in der Aussagen
iber die Losbarkeit der betreffenden Gleichung gemacht werden sollen, festgelegt.

4. Gleichzeitige (Iokale) Aussagen (Existenz, Eindeutigkeit, Konvergenz, Ordnung,
Fehlerabschdtzungen) unter denselben Voraussetzungen in demselben Bereich
(fiir den der Einfachheit halber eine Kugel gewihlt wird).

S. Moglichst scharfe, numerisch wirklich brauchbare Fehlerschranken.

Im Gegensatz zu den meisten bekannten Sidtzen haben die hier erhaltenen Sitze
diese Eigenschaften. Insbesondere sind die Fehlerschranken bei sehr einfachen und
gleichzeitig schwachen Voraussetzungen wesentlich schirfer als die bisherigen
(vergl. Tab. 2,4 und 6). Dies ist einmal auf die Gewinnung von a-posteriori-Schranken
zuriickzufiihren, zum anderen darauf, daB alle benotigten Ungleichungen das
Ergebnis moglichst scharfer Abschédtzungen sind.

In Abschnitt 1 werden vorwiegend algorithmische Gesichtspunkte von HV erortert.
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Im zweiten Abschnitt wird der Satz iiber das Newton-Verfahren von Kantorowitsch,
erginzt um eine a-posteriori-Schranke, zitiert. Die dann folgenden Séitze sind Verall-
gemeinerungen hiervon. Satz 2 (Abschn. 3) stellt eine Modifikation des Satzes von
Salehov und Mertvecova dar, die den oben genannten Forderungen nicht geniigt,
aber dennoch als eine mogliche Ubertragung von Satz 2 auf HV von Interesse ist.
Nach einer ausfiihrlichen Diskussion bisheriger und der neuen Sdtze iiber HV
(Abschn. 4) wird ein Satz iiber HV bewiesen, der als ,,Standard“-Satz angesehen wird,
weil er alle fiinf oben erwidhnten Forderungen gut erfiillt. Gegeniiber Satz 2 hat
er insbesondere den Vorteil, daB man zur Nachpriifung seiner Voraussetzungen
nur die erste Newton-Korrektur braucht und nicht die erste HV-Korrektur. Dadurch
wird die Nachpriifung der Voraussetzungen im konkreten Anwendungsfall wesentlich
vereinfacht. AuBerdem sind mit den Voraussetzungen des Standardsatzes auch die
des Satzes iiber das Newton-Verfahren erfiillt, was fiir Satz 2 nicht zutrifft. Man kann
also, z.B. auf dem Computer, sofort von HV auf das Newton-Verfahren iibergehen
und in gewisser Hinsicht auch umgekehrt. SchlieBlich ist die Form der Voraussetzun-
gen und die Beweistechnik des Standardsatzes — im Gegensatz zu Satz 2 — auf
Verallgemeinerungen von HV hoherer Ordnung iibertragbar. Diese Vorteile des
Standardsatzes gegeniiber Satz 2 sind allerdings mit einer leichten Einschrénkung
hinsichtlich des Einzugsgebietes erkauft worden. Deshalb wird nach einer Diskussion
moglicher Abschwéinchungen der Voraussetzungen des Standardsatzes in Abschnitt 6
(zusammengefaBt in Satz 4) noch ein ,,Grenz*“-Satz (Satz 5) iiber HV angegeben
(Abschn. 7), der einerseits die Vorteile von dem Standardsatz mit denen des Satzes 2
verbindet und der andererseits hinsichtlich der aufgestellten fiinf Forderungen
gerade an der Grenze liegt. Satz 4 gestattet es, leicht andere zuldssige Kombinationen
von Voraussetzungen als die von Satz 3 und Satz 5 zu finden. AbschlieBend wird
der Standardsatz auf eine gewdhnliche Gleichung, eine Hammersteinsche Integral-
gleichung und ein Matrix-Eigenwert-Problem angewandt.

1. ZUR HERLEITUNG, GESTALT UND KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT
DES VERFAHRENS DER TANGIERENDEN HYPERBELN. BEZEICHNUNGEN

Das wohl élteste Iterationsverfahren von beliebiger ganzzahliger Ordnung geht
auf E. Schroder [49] zuriick. Es ist die nach k Gliedern abgebrochene und gleich
Null gesetzte Taylorreihe der Umkehrfunktion von y = F(x) fiir y = 0:

k=10 1\ j-1
(1.1) Xprp i= Xy + 3, D F{,l:i E—] —1—

I= R F,dx| F,

n

Hieraus 148t sich jedoch HV nicht ableiten, denn das in (1) enthaltene Verfahren
dritter Ordnung ist

7 2
(1.2) xn+1:=xn—fﬂ——1—li':<fﬁ),
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das Tschebyscheff-Verfahren oder Verfahren der tangierenden Parabeln heit. Nun
ist zwar bekannt (Dubovik [12]; Ehrmann [13], Satz 5; Traub [61]), daB wenn
das gegen eine einfache Nullstelle x* der Funktion F(x) konvergente Iterations-
verfahren x,,( := U(x,,) von der Ordnung 3 ist,

Xpe1 1= U + Gx,) [F(x,)]?

das allgemeinste lIterationsverfahren dritter Ordnung darstellt, wobei G(x) eine
willkiirliche Funktion ist, die noch von der Funktion F(x) und deren Ableitungen
abhingen kann und die fiir x - x* beschrinkt bleibt. (Dieser Satz gilt sinngemiB
auch in Banach-Rdumen, wie Dubovik gezeigt hat.) Es muB also moglich sein,
G(x) so zu wihlen, daB (2) mit einem geeigneten Korrekturglied versehen in das
Halley-Verfahren iibergeht. Dies ist jedoch keine befriedigende analytische Herleitung.
Wir geben eine andere an, wobei wir in natiirlicher Weise auf eine andere Form
von HV stoBlen, die numerisch einfacher zu handhaben ist als (0.1), im Gegensatz
zu (0.1) auch formal in Banach-Rdumen gilt und die unmittelbar einen einsichtigen
Vergleich mit dem Tschebyscheff-Verfahren gestattet.

Dazu beachten wir, daf3 ja durch Nullsetzen der ersten beiden Glieder der Taylor-
reihe von F(x) an der Stelle x, das Newton-Verfahren entsteht:

(1.3) F,+ Fyc, =0
und entsprechend der ersten drei Glieder
(1.4) F, + Fd, + 3Fd; =0

wobei d, die Korrektur dritter Ordnung von x, bedeutet. Es liegt nun nahe, diese
quadratische Gleichung in d, zu linearisieren, indem man z.B. einen Faktor von d?
durch c, ersetzt:

(1.5) F, + Fid, + 1Flc,d, = 0.

Dabei erhalten wir eine von d, geringfiigig abweichende Korrektur d,. (.5) nach
Xy41 1= X, + d, aufgeldst, ergibt mit (.3) gerade (0.1) und umgekehrt. Interessanter-
weise 148t sich das Tschebyscheff-Verfahren ebenfalls als eine Linearisierung von (4)
gewinnen, nidmlich indem man nicht nur einen Faktor von d? durch die schlechtere
Newton-Korrektur ¢, ersetzt, sondern gleich beide. Daran erkennt man, daf3 dieses
Verfahren konstruktionsgemil im allgemeinen schlechter konvergieren wird als HV.
Sehen wir uns das an dem einfachen Beispiel F(x) := x> — 10 = 0 an. Wegen F(2) =
= —2und F(3) = 17 wihlen wir x, := 2. Die in Tab. 1 zusammengestellten Néhe-
rungswerte bestitigen die Uberlegenheit von HV gegeniiber dem Tschebyscheff-
Verfahren. (Vergl. auch das Beispiel einer nichtlinearen Integralgleichung vom
Hammerstein-Typ bei Ulm [62].)

Die Bemerkung iiber den Unterschied zwischen dem Tschebyscheff-Verfahren
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und HV sowie das Beispiel zeigen, daB der Begriff der Ordnung eines Iterations-
verfahrens zur préazisen Charakterisierung von dessen numerischer Qualitdt unzu-
reichend ist. (Vergl. hierzu auch Merz [41].)

Tab. 1. Ndherungswerte zur Losung von F(x):= x3 — 10 = 0 mit Xg:=2

n x, (Newt.-Verf.) x, (Tscheb.-Verf.) x, (HV)

0 2,00000 00000 00000 ‘ 2,00000 00000 00000 ! 2,00000 00000 00000

1 2,16666 66666 66667 - 1 2,15277 77777 717778 2,15384 61538 46154

2 2,15450 36160 42078 ‘ 2,15443 46883 94754 2,15443 46900 02592

3 2,15443 46922 36913 | 2,15443 46900 31884 | 2,15443 46900 31884

4 2,15443 46900 31684 l‘ 2,15443 46900 31884 E 2,15443 46900 31884
| |

Welches der drei in Tab. 1 genannten Verfahren zur ndherungsweisen Losung
einer vorgelegten Operatorgleichung zur Erreichung einer bestimmten Genauigkeit
das giinstigste ist, kann allgemein nicht beantwortet werden, sondern héngt stark
von der Gestalt der Gleichung ab. Insbesondere spielt eine Rolle, ob F; leicht zu
berechnen ist oder nicht; im letzteren Falle ist das Newton-Verfahren vorzuziehen.
Beim Vergleich von HV mit dem Tschebyscheff-Verfahren wiederum ist es wesentlich,
um wieviel dieses langsamer konvergiert als HV und welcher Unterschied zwischen
diesen beiden Verfahren hinsichtlich des {iber das Newton-Verfahren hinausgehenden
Zusatzaufwandes besteht. Auf all diese Fragen soll jedoch im vorliegenden Artikel
nicht eingegangen werden. Es sei nur bemerkt, dal HV den anderen beiden Verfahren
oft im obengenannten Sinne iiberlegen ist.

Wir stellen nun HV noch einmal in der soeben gewonnenen Form zusammen.
Um gleich die spater in den Sétzen, wo wir aus praktischen Griinden nur bis x,
rechnen, benétigte Gestalt zu haben, ersetzen wir in den obigen Gleichungen n durch
n — 1. Das Verfahren lautet also (auch in Banach-Ridumen)

(1.6.1) Fo_y + Fi e,y =8
(1.6.2) Fo oy + Fy_ydy_y + 3F)_icyydy_y =0} (HV)
(1.6.3) Xyi=X,_y +d,—y, (VneN;x,zu wihlen)

Dabei bedeutet F{?, := FU(x,_,) (j = 0, 1,2). (.6) und (0.1) sind also im Ein-
dimensionalen — abgesehen von dem um 1 abweichenden Index — #quivalent.
Prinzipiell gilt dies auch in Banach-Rdumen, wo F,_, ein linearer und F,_, ein
bilinearer Operator ist. Doch muB (0.1) dann in der Form

(1.7) Xy 1= X, = [ = 3(E) ™" F(F) ™ F, 7" (F) 71 F,
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geschricben werden. Merkwiirdigerweise ist die Form (.6) von HV von keinem
der im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Autoren, die sich speziell mit der Unter-
suchung von HV befaBt haben (vergl. Abschn. 4) benutzt worden. Nicht zuletzt
diese Form von HV hat anregend dazu beigetragen, auf den bei den Sdtzen in Abschn.
5 und 7 verwendeten Typ von Voraussetzungen zu kommen.

Im folgenden benutzen wir einheitlich folgende Bezeichnungen: X bedeute einen
beliebigen Banach-Raum, F einen nicht notwendig linearen Operator mit dem
Definitionsbereich Xy < X und Werten in einem anderen Banach-Raum, dessen
Nullelement mit 6 bezeichnet sei (B kann aber auch der Nulloperator sein). Ferner
N:=1{1,2,3,..}; No:={0} UN; F,:=F(x,); f,:=F(x,); C:=|f"Fl;
Jo =21+ J(1 = 2n)]; Bus1:= BJ(1 —n,), Vne N, wobei 5, eine positive
Zahl ist, die im Text der Sitze definiert wird. Speziell setzen wir { := {, = HfO“IFOH
und B := f,. Bei Zahlenergebnissen (in Abschnitt 8) bedeutet = normale Rundung
und = stets Aufrundung (z.B. = = 3,15).

2. EIN SATZ UBER DAS NEWTON-VERFAHREN

Die zu beweisenden Satze tiber HV stellen Verallgemeinerungen dar vom folgenden
lediglich zitierten

Satz 1. (Satz iiber das Newton-Verfahren) Falls x, € Xy so gewdhlt werden kann,
dap (V1)—(V3) gilt,
(V1) 3 S:={xeX | “x - x0|| <2}, wo F zweimal Fréchet-differenzierbar
ist mit ‘F"(x)“ < K, fiir alle x€ S,
(V2) 3 [F'(xo)]™" mit |[F'(xo)]7"| = 8.
(V3) BKL = 4,

dann hat die Gleichung F(x) = 0 in S genau eine (nicht notwendig einfache) Lisung
und die durch x, := x,_,; — f._\F,_, fiir alle ne N definierte Folge konvergiert
gegen diese Losung, die x* heiffe. Ferner gelten die Fehlerabschdtzungen

¢
2n—l

ﬂnKZ

1+ \/(1 - 2’7n)
wobei n, 1= B,(,K,, (Vn € Np).

Ein einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in [11]. Wihrend (.1b) dort erst-
malig angegeben wurde, stammen die iibrigen Aussagen von Kantorowitsch, der das
Newton-Verfahren als Erster in Banach-Rdumen behandelt hat (vergl. Kantorowitsch
und Akilow [34], Kap. XVIII).

(2.1a) |x* = x| = (270)*""', VneN,

AR P

Xy — Xy_1|?, VneN
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Dieser und die folgenden Satze, die ebenfalls vom ,,Kantorowitsch-Typ* sind,
lassen sich im wesentlichen unverdndert auch dann noch beweisen, wenn die Kugel S
durch eine beliebige abgeschlossene konvexe Teilmenge von Xy ersetzt wird. Vom
Standpunkt der numerischen Anwendung der Sitze ist dies jedoch weitgehend
uninteressant. Ferner sei bemerkt, dafl die in Rede stehenden Sitze in zweifacher
Hinsicht noch etwas allgemeiner ausgesprochen werden konnen, und zwar wenn
man

1. statt der Abschitzungen fiir die Normen der Operatoren [F'(x,)]™" und F(x)
je fiir sich nur |[[F'(xo)]™* F'(x)| < K, fiir alle x € S fordert,

2. in der a-posteriori-Abschitzung statt der Normen (, = ‘f,le,, obere Schran-
ken hierfiir verwendet bzw. — falls man sich nur fiir die a-priori-Schranken inter-
essiert — ||f5 'Fo| < ¢ fordert und im Beweis (erst von n = 1 an) ¢, := |f,”'F,
setzt.

Da dies jedoch fiir die Anwendungen keine wesentlichen Vorteile bringt und die
Beweise dadurch — insbesondere durch Punkt 2 (vergl. das hierzu in Abschn. 4
Gesagte) — teils wesentlich komplizierter werden, verzichten wir hier und im fol-
genden auf diese Varianten der Voraussetzungen.

3. MODIFIKATION EINES SATZES VON SALEHOV UND MERTVECOVA

Wir befassen uns zunichst mit einer sinngemifen Ubertragung des Satzes iiber
das Newton-Verfahren auf das Verfahren der tangierenden Hyperbeln. Es ist na-
heliegend, daB zu (V3) von Satz 1 noch eine Bedingung (V4) hinzukommt, die eine
Schranke fiir die dritte Fréchet-Ableitung enthilt. Wir beweisen zunichst eine
vereinfachte und um scharfe Fehlerschranken ergénzte Version des Satzes von Salehov
und Mertvecova, wobei hier wie auch bei den anderen Sitzen die Aussagen der
Ubersichtlichkeit halber gleich in Form einer Beweisskizze aufgeschliisselt werden:

Satz 2. 1. Falls x, € X so gewdhlt werden kann, daf (V1)—(V4) gilt,

(V1) 3 S:={xeX| Hx — xOH < 28}, wo F dreimal Fréchet-differenzierbar
ist mit |[FO(x)| £ K;, VxeS A j=2,3; dabei ist
§ 1= [[[1 = 3[F'(xo)] ™" F'(xo) [F'(x0)]™* Flxo)] ™" [F'(x0)]™" F(xo)

(V2) es existieren die beschrinkten Inversen
[F'(xo)]™" und [I — 3[F'(x0)]™" F"'(xo) [F'(x0)]™" F(x0)]™", und es gilt
I[F(xo)] 7] = 8,

(V3) BK,0 < 4,

(V4) BK30 < 55,

dann (B1) existiert die durch

(3-]) Xy 1= X, — [ =% 1 F”(xn—l)fn_-l1 F(xn~1):|_1 St F(xn—l)
(fiir alle n e N) definierte Folge {x,}, und es ist x,€ S Vn € N,

E}
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(B2) Die Folge {x,} konvergiert, und zwar gilt x* := lim x, € S.

(B3) Das Verfahren (.1) konvergiert schwach von der Ordnung 3 (Definition
siehe im Beweis.)

(B4) F(x*) = 0.

(BS) Es gelten die Fehlerabschdtzungen

(3.2a) H‘{* - X,

é 27(?_*; (ﬂy6)3"—l y Vne NO

B M3 + (1 + 4n,-1) M,
(1 = 3m,-1) (1 = 4m,—)
< 2Bn6n—l

1 —4n

< 28, 3. VneN

(32b)  [x* - x,

|

% = 0]

(3.2¢) H*c* - X,

(M367_ + M,| dyey — ¢yy]), VneN

n—1
wobei
5 5 M, K

(3.3a) y:=2M2N/|:§<1+‘—‘/}M§>](<+oo), Mj;:ﬁz (j=2,3)

(3.3b) Ny o= 2B.M55,, 0,:=

n

d

, (VneNy) (=8, =9)

1. Falls neben (V1)—(V4) noch gilt:

V2) |7 = 8
dann (B6) gibt es in S aufer x* keine weitere Losung der Gleichung F(x) = 0.
1L Falls aufer (V1)—(V4) noch gilt: :

(v5) MJ 5 =< _7_

M, 25

dann (B7) kann in den a-posteriori-Schranken der Faktor 2 vor 8, ersetzt werden
durch A,.
IV. Falls aufer (V1)—(V4) noch gilt:

(V6) M, < BM;
dann geht (.2a) iiber in das direkte Analogon zu der a-priori-Schranke (2.1a) beim
Newton-Verfahren:

0
2n—1

(B3) Hx* - an < (270)*" 7", (VneN,).

Bemerkungen.

1. (V5) kann ersetzt werden durch die schwéchere, jedoch nicht nur Ausgangs-
daten enthaltende Bedingung

. M 7
V3 —325,_,<—, (neN
(v3) ap B S 550 (1EW)
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2. Falls man in den Schranken mit Hf,fl“ selbst und nicht mit den oberen Schran-
ken f, hierfiir rechnen mochte — dies ist sicher im Eindimensionalen der Fall —
S0 tritt Hf(;‘” an die Stelle von f, mit f, = f := Hfo_lu-

Beweis. Teil I. Wir beweisen (Bl), indem wir durch vollstindige Induktion zeigen,
daB die obigen Voraussetzungen auch fiir jeden hoheren Index n erfiillt sind, genauer
daB fiir alle n € N, folgendes gilt:

(A1), 3 £70 mit 571 < 8.,
(A2) es existiert die beschrinkte Inverse [I + 3£, 'Fic,] ™"
(A3)n %y’" = ﬁnMZ(Sn é '}47 s ﬂnM:&(S: é -

100
(A4), S,:={xeX||x —x,[ =20} =S,oi =8 (Sp:=S_,:=5)

Aus (A4), folgt dann unmittelbar x, € S, = S Vne N,

(A1),—(A4), sind nach Voraussetzung bzw. per definitionem erfiillt.
(Al),-,—(A4),_, = (A1),—(A4),: (Al),: Wir formulieren und beweisen zunichst
eine auch im Beweis der folgenden Séitze benstigte Aussage:

Lemma 1. Aus (A1),_y, X,, X,—; €S, (V1) und B,_|d,—,| K; S0,y Sn <1
folgt (A1), und

(3.4a) i s — ] £ —— -
1 —n L —n
bzw.
(3.4b) Bo<—1 B,
|
und
(3) p< 7t

(L =n)y

Beweis. Um f, ' mit Hilfe von f,} abzuschitzen, beachten wir die formale
Identitét

fn_l = [fn—l(fn——llfn)]_l = [fn_-llfn]nlf"__ll *

Wir miissen also zunichst die Existenz der Inversen von f,_) f, nachweisen. Das
geschieht, indem wir das Banachsche Lemma?®) auf den beschrinkten linearen

2) Lemma von Banach. Sei U ein beschrinkter linear Operator. Dann gilt
1
U: X>XAWWUISp<1=30—U)"! mir |- T

(s.z.B. Kantorowitsch und Akilow [34], S. 139. In (12) mup es dort richtig ||U]| statt ||U| ™!
heifen. Man beachte ferner die dortige Definition von ,,linear*, die von der hier verwendeten
abweicht.)
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Operator
Un =1 fnillfn = _fn—‘ll(f" - f”_l) ’

der den Banach-Raum X in sich abbildet, anwenden. Fiir dessen Norm gilt nimlich
unter den Voraussetzungen des Lemmas 1

36) [u] = [£-4]1

+ T(xn - xn~1))|| é ﬁn-‘lndn—ln KZ é Mp—1 < 1

F,(xn) - F/(xn—l)” = ﬂn-l“xn - xn*—l” OS<UI<)1“F”(xn~I +

Also existiert die gewiinschte Inverse (I — U,)™" = [f,_'f,] " mit

() U] s ——

n—1

und schlieBlich nach dem oben Gesagten auch f,” !, wobei wegen (.7) und (A1),_, die
Abschétzung besteht:

(3.8) A I WAV ey [ | WA I I Y [
< MILH_ < _ﬁﬂ—_l_ =B,

_1—'7n—1:1_’1n—1

Diese Zeile bildet die Motivation fiir die Definition der Zahlen f,. Mit (.6), (A1), _,
und der Definitionsgleichung von B, folgt (.4) und durch sukzessive Anwendung
von (.4b) auf sich selbst (.5). Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Wir haben nun zu zeigen, daB3 die Voraussetzungen von Lemma 1 erfiillt sind:
Wegen (Al),_, und (A2),_; kann man x, nach (.1) bzw. (1.6) bulden. Aufgrund
von (A4),_, liegen sowohl x,_; als auch x, in S. SchlieBlich gilt nach (.3) per defini-
tionem ﬁn~1“dn—1” K, =2B,.4M,0,_4y = n,-4, so daB wir also nach (A3),_,
setzen konnen

(3-9) n:=1%.

Zum Nachweis von (A2), unter Bezug auf (A3),_, benutzen wir wieder das Lemma
von Banach. Dazu muB} {, = |c,|| = ||f,f1F,, durch J,_, ausgedriickt bzw. abge-
schétzt werden. Wir schétzen zunéchst ” .1 F,| ab und erhalten dann die gewiinschte
Schranke fiir ¢, auf dhnliche Weise wie die fiir |f,”*|. Wir fiihren als HilfsgroBe
den Operator H,_, ein (auf den man bei ndherer Betrachtung mehr oder weniger
zwangslaufig kommt):

(3.10) Hy(x) :=[I — 3f, 2\ Fo_y(x — x,- )] fulh F(x) .

woraus wir dann fiir x = x, durch Inversenbildung die bendtigte Abschitzung
bekommen. Es ergibt sich unter Beachtung der ganz analog dem Eindimensionalen
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giiltigen Differentiationsregeln fiir Operatoren (vergl. etwa Collatz [8], Dieudonné
[9], Kantorowitsch und Akilow [34], Lang [36], Michal [42] oder Vainberg [64)]:

H;l—l(x) = _%fnﬁ‘llF;:—lfn_—ll F(X) + [I - % n’—!lFr/z,*l(x - xn—l)]fn.'II F/(X) >
H:—l(x) = - n_—llF;xl—lfn_All F'(x) + [I -4 1;;11 Ffi_l(x - xn—!)]fn:11 F”(X) s
H::I~1(x) = -3 nillF::—lfn~—11 F”(x) + [I - ’i‘fnﬁ-” F;:—l(x - xn—l)]fnill FW(X) .

Um die Taylorformel (s. die oben genannten Biicher, z.B. Collatz [8], S. 223) auf
den Operatur H,_(x) an der Stelle x,_, fiir x, anwenden zu kdnnen, brauchen wir

(3]]) Hn—l(xn) = [I - %fn_—ll F;n’—](xn - xn—l)]fn‘-lan >

Hn—l(xn—l) = fn——lanfl ’

Iit’l—](xn-l) =1I- %fn_—llFi,l’—lfn_—Ian—l s H;l/—l(xn—l) =0.
Damit und mit der in der Form

[I - %fn_—llF;:—lfn_—lan—]] dn—l + fn_~lan—1 =0
geschricbenen Gleichung (.1) erhilt man mit (A1),_, und (V1)
(3'12’) “Hn—l(xn) = ”Hn—l(xn) - Hn—l(xn—l) - Hrllvl(xn—l) dll—l -
H;x/—l(xn—l) dl(lz—)ll' é
36, sup “H;:'v1(xn—1 + T(xn - xn—-]))” =
0¢e(1

%53—1 [% 4(ﬂ)x—1M2)2 + (l + Bn~1M25n—l) ﬁn—l . 6M3] =
[(ﬁn—1M25n—1)2 + (1 + Pu-1M5d,_y) (ﬁnﬂMs‘Sf—l)] Op-1y -

Dabei sind die beiden gleichen Argumente J,.,; des bilinearen Operators H, _,
zu d?, zusammengefaBt worden.
Der beschrinkte lineare Operator —f,_'F/_,d,_, bildet den Banach-Raum X

in sich ab, und fiir dessen Norm gilt wegen (A1), , (V1) und (A3),_ die Abschitzung

I

lIA

IIA

”'—%fn_—llF;’—ldn*lH é ﬁnAIM26n—-l = _%r]n—l é % <l1.

Deshalb existiert nach dem Banach-Lemma die beschrdnkte lineare Inverse
[I — 3f, 4 F)_1d,-{]" " und es gilt

(3'13) H[I - %fn——IlF;II-ldn—l]—l” = 1—"'— =
Danmit folgt aus (.11) mit (.12) und (.13)
an_—lan é ]l[[ - % nv——llF;l,—-ldn—l]_lH Hanl(xn)H

§ [(Bn—leén—l)z + (1 + ﬂn—lMlén—l) (ﬁn—lM:iégvl)]

=
5";,

1 - %n::-— 1
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und schlieBlich mit (.7) und (A3),_,

(3.14a) ¢, = Sl RN Y
é %f" IFH < [(ﬁ 11\/125:1-1)2 +
~ Mu-1
6n—1

+ (1 + Bu-1M,6,_,) (ﬁn—1M353—1)]

IIA

(U= 3= 1) (1 = 1y-1)
(3.14b) < [4% + <1 +‘11> 1;0](1 — 5;(1‘ - %5”" .

Hiermit sowie mit (Al),, (A3),-; und (V1) kann man unter Beachtung, daB x, in S
liegt, die Norm des beschriinkten linearen Operators % f, ' F/c,, der den Banach-Raum
X in sich abbildet, abschatzen:

3£, Fre,

Also ergibt sich die Behauptung (A2), aus dem Banach-Lemma.
Wir zeigen (A3),, in dem wir die Ungleichung

(3.15) S, < 30,

MZCn é 2(ﬁn—1M25n—1)'% = %r’n—] é % <1 .

beweisen. Denn hieraus folgt sofort mit (A3),_,

ﬁnM26n g 2(ﬁn—1M25n—1) . % § ‘lf
und erst recht
BuM3Sy < 2B, 1 M3d7_1) - § < 105 -

Aufgrund des zum Schlufl des Beweisteils (A2), Gesagten, hat man mit (A3),_,

) 1 5
3.16 I+ 3f 7 Fle] ™ € —— <=
(3.16) [+ 3 Rl = g — =5
Damit und mit (A3),_, folgt aus (.1) mit n statt n — 1:
(3.17a) 8, = |1 + 3£, Fre,] ' fi7'F| < b <
- %’7 -1
(317b) < (Bn—1M25n—1)2 + (1 + ﬂn—lMlén—l) (ﬂlr—1M35n—1) 5 - §
N ([ - %rln 1)(1 - l’/’n 1) (l - r’n—l)
(3.17¢) <255, =25,..

(A4),,: Unter Beriicksichtigung der Definition von S, und von (.170) gilt

d.h. S, = S,-,, also wegen (A4),_, auch S, = S. Damit ist die Behauptung (B1)
vollstandig bewiesen.

X=X £ |x = x| + |x = x0oi| S 26, + 8-y £20,-,, VxeS,,
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(B2): Aus (.17c) folgt

1 é .
(318) 5n+j é E} 5,, é 2n+; (l’l, JE NO)
d.h.
(3.19) {6,} ist eine Nullfolge .

Wir zeigen, daB {x,} eine Cauchy-Folge ist. Mit (.18) ergibt sich

=26

(3.20)

x,,+p—x,, n

p—1 p—1 p—1 1 s
=2 Hx”“l - x"ﬂ'“ =204 S0, ), —<—
/=0 i=0 j=0 27 —1

womit die Behauptung wegen (.19) bewiesen ist. Wegen der Vollstindigkeit des
Raumes X und der Abgeschlossenheit von S sowie unter Beriicksichtigung von (B1)
gilt schlieBlich x* := lim x, € S. Aus (.19) folgt durch Grenziibergang p — o

(3.21) |x* = x,

<26,, (VneN,)

d.h. unter Beachtung der Abgeschlossenheit von S, sogar x* € S,

(B3): Ublicherweise heifit ein Iterationsverfahren konvergent von der Ordnung 3,
wenn eine Ungleichung der Form

[ = =l = Kx* =P

mit von n unabhédngigen Zahlentaktor K besteht. Dazu muB gesichert sein, daB} die
Inverse [F'(x)]™" in der abgeschlossenen Kugel S gleichmaBig beschrankt ist. Fiir
die anderen Aussagen des Satzes kommen wir aber mit (V2) aus. Deshalb fithren
wir das, was unter dieser Voraussetzung hinsichtlich der Ordnung erreichbar ist,
(gleich allgemein) ein als neue

Definition. Ein Iterationsverfahren {x, —> x*} zur Ldsung der Gleichung F(x) = 0
heift (in einem Banach-Raum X) schwach von der Ordnung k konvergent, wenn
die Ungleichung

“x* - X,

= PkHX* - xn-—ll

“, (VneN)

erfiillt ist, wobei P, ein Polynom in Hf,"_ll || mit von n unabhdngigen positiven
Koeffizienten ist, dessen Grad von k und vom Verfahren abhdngt.

Falls die f,”! gleichmiBig beschrinkt sind, folgt hieraus die iibliche Definition
der Konvergenz von der Ordnung k. Im anderen Falle kann es vorkommen, dal3
das Verfahren von geringerem Grade als k konvergiert. Sei z.B. X := R und F(x) =
1= x%. Mit x, := { konvergiert das Newton-Verfahren nach Satz 1 (C =4 S:=
i={xeR|0Zx =1}, p=1, BK,{ = }) gegen die einzige Losung x* = 0 von
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F(x) = 0 und man hat (s. [11], Ungl. (18))

IX* - X"‘ é %KZ.fn_—ll‘ IX* - Xu—-1|2 = l2 2.~ ! lO - Xn—1|2 = %IX* - xn—l'l B
2xn—1

Die Bezeichnung ,,schwach® ist also sinnvoll. (Vergl. a. den Beweisteil (B3) von

Satz 3.) Wir zeigen, da HV schwach von der Ordnung 3 konvergiert. Mit (1.6)

ergibt sich unter Beachtung, daB die Ungleichung (.16) fiir alle n € N gilt sowie von

(A1),-1, (A4),_y, (V1) und der Taylorformel fiir Operatoren (d;_; := x* — x,_;)
(3.22)
“x* - an = “x* = Xp—y dn—l“ = HX* = Xyt (Faoy + 3Fy e, )7" Fn—l” =

= ”(Fr,t—l + 3Fy e, y) T (Fuoy + 3Fp o) (X% — x,oq) +
+ (Faoy + 3 16000) 7! Fuey| <
< [(Foei + 4Fii0m) T [FO*) = Fuoy = Froidioy = 4F,jediy | <
< LA+ 0 e )T FGR) = Fucy = Fodiy = 3F,, 00 +
+ 4F,_i(daoy = ¢uy) d,.*—1H =
< A MG P+ Moy — e )
Im folgenden verwenden wir noch folgende Bezeichnung: X, := X,y + C,—1-

Um die Normvon d*_, — ¢,_, = x* — X, abzuschitzen, beachtet man, daB lediglich

die eben durchgefiihrte Abschitzung mit (1.6a) statt (1.6b) wiederholt zu werden
braucht:

“x* - fnw = HX* - Xp-1 +fn_—lan—1” = | £y n—l(X* - xn-—l) +fn‘—lan—1” =
= ”fn_—11“ HF(X*) —Fy = Fl’l‘l(x* - xn—l)“ = fn_‘llﬂ M2||d:—1”2 .

noch weiter ab, so erhilt

Schétzt man hiermit die obige Ungleichung fiir |x* — x,

man

(3.23a) |x* = x| £ My,oilx* = x4 P, (YneN)
wobei

(3.23b) Mooy o= 3IMs[ 5] + (MG 25T
(B4): Wir schreiben (1.6a) mit n statt n — 1 so:

(3.24) F(x,) = —F'(x,) ¢, .

Nun gilt wegen x, € S, (V1) und dem Mittelwertsatz
(3.25) [F(x)| = [F(xo)| + [F(xn) = Fx0)| =
Sl + o=l s [ + s, — )] 5

< |fo] + 20K, < 0, (VneN,)
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d.h. die Operatoren F'(x,) sind gleichmiBig beschrinkt. Aus der Stetigkeit der Norm
und des Operators F fiir x € S ergibt sich dann mit (.24), (.25), (.14b) und (.19)

[EG)] = [F(tim x,)

< (|fo] + 26K,)1im¢, <
< 3(|fo]| + 26K,)lim s, = 0.

= lim HF(X,,)

Daraus folgt aufgrund einer Eigenschaft der Norm F(x*) = 0.
(B5): Die a-posteriori-Schranke (.2b) ergibt sich unmittelbar aus (.21) mit (.17b)
unter Beachtung der Definition von f, und #,,.

Zum Nachweis von (.2¢) addieren wir auf der linken Seite unter der Norm von

die Gleichung (1.6b) und erhalten so

|

Fn - Fn*l - Flll—l(in_l - %F;t/—ldftz‘)ln g }\/[3“dn—1”3

Fn - %F:;—l(dn—l - cn—-l) dn‘l” é M3 dn—1”3

oder

Fl| £ My82_ + M,

dn—l - Cn—l} 5'1—1 >

|
woraus sich unter Beachtung von {, £ f,
ergibt.

Die Giiltigkeit der a-priori-Schranke (.2a) ist wegen (.21) gesichert, sobald wir
die Ungleichung

n

F,

mit (.21) und (.17a) die Behauptung

) 6 < %(ﬁyay"—l . (VneN)

bewiesen haben. Dies geschieht wieder durch vollstindige Induktion. é, = ¢ gilt
per definitionem (vergl. (.3b)).

(S)s-1 = (S),: Aus der Definitionsgleichung fiir f, folgt unter Beriicksichtigung
von (A3),

(3.26) B, =P =...28.
Hiermit sowie mit (.17b), (A3),_, (.5), (.9), (.3a) und (S),-, ergibt sich

5 Sﬂ ﬁn—1M§+(l +%’7n—1)M353 1—<~ﬂﬁ—1§ﬂ<M§+§%>63 L=
B (I —%1’]"_1)(1 _%nn—l) B 4 3 4 B

221 gy [—i (ﬁv5)3"”"1] =

1
4

1
= Zﬁnﬂn— 17253—1 =

— _1_22n—-]ﬂ2,y2 63 (ﬁ’yé)}"-":’
4 22n—3 (ﬁy5)3
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Teil 11. (B6): Indirekter Beweis. Annahme: X sei eine zweite von x* verschiedene
Losung von F(x) = 0 in S. Wir zeigen, daB HX - x,,“ — 0, woraus dann wegen der
Eindeutigkeit des Grenzwertes lim x, im Widerspruch zur Annahme x* = X tolgt.

Wir beweisen nun mit Hilfe von (.23) die Ungleichung

SEE— (1<neN).

(E)» “)E - X,

Dabei ist zu beachten, dal bei der Herleitung von (.23) zwar das Iterationsverfahren
(1.6), aber nirgendwo die Relation x* = lim x, benutzt wurde. Von x* ist nur die
Eigenschaft verwendet worden, daB es Losung von F(x) = 0 ist. (Erst zum Nachweis
der Ordnungs-Eigenschaft braucht man lim x, = x*, weil die Ordnungsdefinition
sonst sinnlos ist.) Da demnach (.23) fiir irgendeine Lsung x* von F(x) = 0 in S gilt,
ist diese Ungleichung auch fiir % richtig. Wir beweisen (E), durch vollstindige
Induktion.

(E),: Aus der Annahme % € S folgt Hi - xOH < 26. (.23) mit X statt x* geht hiermit
unter Beachtung von (V3) und (V4) iiber in
[% = xi]| £ My ]% = xo|* < 10[(BM36%) + (BM18)*] 6 <
< 10[5g5 + 15] 8 = 50 -
Dies ist die schirfste, mit der vorliegenden Beweismethode erreichbare Abschétzung.

Damit kann also (E), nicht gesichert werden. Mit |% — x,| < 336 < 30 ergibt
sich analog zu der eben durchgefiihrten Abschitzung unter Beachtung von (V2)

276 0
% —x M, I8 — x|? £ M;6%) + (BM,6)* s 2 <~
e = xal 5 M0 = e = 50w + (o) (3) 05 320 <2
(E)u—y = (E),: Mit (Al),_y, (E),—y, (:5), (.9), (V3) und (V4) ergibt sich aus (.23)
unter Beriicksichtigung von (%) fiir alle n = 3,4, 5, ...
3
) <
5 =

5
”)Z - xn” s ]\/Is,n—l”>E - xn—1”3 = - [ﬂn-—ZMS + (ﬁn_2M3)2] e
4 2

5 n— n— 5

1 ) é
<dgmee(L T 1) 20 0
4 2100  42)2n=4gn-t T pn-
Teil IT1. Wir zeigen zunéchst die Giiltigkeit der folgenden fiir den Beweis von (B7)
bendtigten Ungleichungen (Vn e N):

iI/\

=

(327) 511 § ﬁnM25:—1 >
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2 — M
(3.29) PN SRR

2
-1

Mit (.17b), (A3),_;, (V5) bzw. (V5) und (.18) ergibt sich

(ﬁn—]M26n~1) + (1 + ﬁn—lM25n—1) (M3/M2) 6"—1
(1 - %r’n—l) (1 - %’1"~1)
it (L+3) 55

(-1.50 -1

0 ﬂanér?—l é

n

- IA

= Ban(Sf—l = ﬁnMZ(S:—I .

Damit

] 2
Mo = 2B, M5, < 2pEM262_, = — (=1
2\1 — Mp—1

Zum Beweis von (.29) driicken wir d,4, durch 6, und 4,_, aus:

d

8.4, < B M2 0, = lMﬂ;‘én_lln = 1@&,1,1 <
2 1"’1;1—1 21_1771—~1
élnn—lén—l' 2 . =I_nn—l —\/(1 —2’7'1“1)6"_1_
21 — Nn-1 1+/\/[1 _ _r]n—l >] Mn—1
\1 — Mn-1
=5n—l)'n—1 _5n—1'

Damit erhdlt man statt (.20)

(330)  |x

n+p Xn

p—1 14
é Z 5n+j'1n+j - Z 5n+j/1n+j = 6;1/1" - 5n+p}'n+p9
j=0 i=0
(Yne Ny AVpeN).
Aus der Definition von 1, folgt unter Beriicksichtigung von (A3),
(3.31) 1<72,22, (YneN,).
Deswegen und wegen (.19) ergibt sich durch Grenziibergang p — oo in (.30)
(3.22) |x* = x| £ 4,6,, (VneN,).

Teil IV. Unter der Voraussetzung (V6) folgt (B8) unmittelbar aus (.2a), denn mit
(V6) folgt aus (.3a)

y < 2M, I3+ 3] = 2M, 2 < 4,
Damit ist unter Beachtung von (.3b)
Byd < 4pM,0 = 2n, .
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4. DISKUSSION BISHERIGER UND DER NEUEN SATZE UBER DAS VERFAHREN
DER TANGIERENDEN HYPERBELN

Satz 2 unterscheidet sich vom Satz von Mertvecova darin, dal3 bei letzterem
die Voraussetzung (V4) komplizierter und schérfer ist, die Aussagen (B3), (3.3b)
und (3.3c) (d.h. die a-posteriori-Schranken) fehlen und die Eindeutigkeit nur fiir
einen erheblich kleineren Bereich gezeigt wird; die a-priori-Schranke wird in [40]
in der Form von (B8) angegeben. Der Beweis wird von Mertvecova lediglich skizziert.
Die dort zitierten Zwischenergebnisse diirften aber auf dhnliche Weise wie hier
erhalten worden sein.

(3.2a) ist als a-priori-Schranke die grobste der drei Schranken. Sie ist bei Operator-
gleichungen zur numerischen Abschidtzung des Fehlers der Naherungslosungen im
allgemeinen unbrauchbar (vergl. Tab. 4 und 6). Die Gestalt der a-posteriori-Schranke
(3.2b) ist analog der Ungleichung, mit deren Hilfe die Ordnung des Iterationsver-
fahrens definiert wird (vergl. die Def. im Beweisteil (B3)): Man erkennt an dem
Exponenten der Norm auf der rechten Seite sofort die (unter gewissen Voraussetzun-
gen gesicherte) Ordnung des Verfahrens. Diese Schranke kann man als direkte
Verallgemeinerung der a-posteriori-Schranke beim Newton-Verfahren (vgl. (2.1b))
anschen. Die a-posteriori-Schranke (3.2b) ist die schirfste der bewiesenen Schranken.
Ihre Gestalt entspricht dem spezifischen Aufbau des Verfahrens der tangierenden
Hyperbeln.

In den zitierten Arbeiten findet man lediglich a-priori-Abschiatzungen fir HV,
und es erhebt sich die Frage nach der Ursache, wieso in der angefiihrten Literatur
bisher keine a-posteriori-Schranken fiir HV gewonnen worden sind, wiewohl viele
Autoren das Verfahren im Hinblick auf dessen numerische Anwendung hin unter-
suchen und um Verbesserung der Fehlerschranken bemiiht sind. Ein wesentlicher
Grund diirfte sein, daB meist — nach dem Vorbild von Kantorowitsch (s. [34],
Satz 6 (1. XVIII)) — nicht mit {, = | f,”'F,|, sondern mit oberen Schranken hierfiir
gearbeitet wird. Dann lassen sich a-posteriori-Schranken in der Tat nicht ohne
weiteres gewinnen. Man erhilt sie in diesem Falle, wenn man statt S, zwei Systeme
von wechselweise ineinandergeschachtelten Kugeln betrachtet. Allerdings wird
dadurch der Beweis erheblich verkompliziert. Die Verwendung von {, in unserem
Sinne bedeutet jedoch praktisch keine Einschrankung, da man ¢, = —f, 'F, sowieso
in irgendeiner Form berechnen muB. Das andere Vorgehen ist lediglich beim Nach-
priifen der Voraussetzungen vorteilhafter: Es geniigt dann, f; 'F, abzuschdtzen,
wihrend wir { = H fo 'F,| berechnen miissen. Legt man auf diese allgemeinere
Voraussetzung Wert, also fo‘lFOH < ¢, so kann man den ersten Schritt der in der
vorliegenden Note durchgefiihrten Induktionsbeweise, in denen {, vorkommt,
als ,,direkten‘ Schritt ansehen mit H fo'F, 0|| < { und setzt erst dann, also von n = 1
an {,:= f,,“lF,,“. Der Induktionsanfang liegt in diesem Falle bei n = 1. Die Aus-
sagen der Sétze bleiben unter Beachtung der Bedeutung von ( giiltig.

Die Bedingungen (V5) bzw. (VS) sind im allgemeinen gut erfiillt; denn wenn schon
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(V5) nicht erfiillt sein sollte, so ist es (V3), da nach einigen Iterationsschritten {,_; < 1
wird. Diese Voraussetzungen bedeuten also keine nennenswerte Einschridnkung.

Bei der Berechnung der Fehlerschranken werden im wesentlichen nur Grofien
verwendet, die zur iterativen Losung der Aufgabe sowieso benétigt werden und die
bis hin zur Berechnung von x, bereits vorliegen. Es sind lediglich einige nicht ins
Gewicht fallende Zusatzrechnungen wie die parallele Berechnung der f, und g,
erforderlich.

Die Fehlerschranken lassen sich noch ein wenig verbessern, indem man die Voraus-
setzungen (V1) und (V2) mit nicht getrennten Normen formuliert (vergl. die ent-
_ sprechende Bemerkung zu Satz 1) und indem man beachtet, daB es fiir die Schranken
geniigt, dic hoheren Ableitungen abzuschétzen iiber ’

§:={xeX[Hx—x1i| g%}U{xzzonrr(xl—x0)|0§1§]}c5.
Nach diesen Bemerkungen gehen wir auf einige bisher fiir das Verfahren der tan-
gierenden Hyperbeln in Banach-Rdumen erzielte Resultate ein. Janko [16] gibt
eine Herleitung von HV iiber die Ordnungsdefinition von E. Schroder [54]. Beldzs
und Janké [4], Janké [21], Janké und Beldzs [24] sowie Janké und Pop [26]
schwichen die Voraussetzungen von Mertvecova ab und geben Sétze iiber HV an,
in denen die Existenz der dritten Ableitung nicht verlangt wird, wahrend die zweite
Ableitung einer Holder-Bedingung geniigen muB. Ferner beweisen sie Sétze liber
HV vom ,,Mysovskih-Typ* (vergl. Kantorowitsch und Akilow [34], Satz 5 (2. XVIII)),
wo in den Voraussetzungen die Inverse der ersten Ableitung nicht nur an der Aus-
gangsnidherung x,, sondern iiber den ganzen betrachteten Bereich abgeschitzt
werden mufl. Dadurch 148t sich der Beweis vereinfachen und die obere Schranke
in (V3) erheblich vergroBern, z.B. von 4 auf 2. Der Inhalt dieser Arbeiten ist in das
Buch von Janko [23] aufgenommen worden. (Vergl. auch die Bemerkungen am
SchluBl dieses Abschnitts beziiglich dieser Arbeiten.) Mirakov [43] verwendet
dhnliche (sog. Cauchy-) Bedingungen wo [F'(x)]™" iiber eine Kugel abgeschitzt
werden mufl und wendet den erhaltenen Satz auf die Losung nichtlinearer Glei-
chungssysteme an. Ting CH’uan- sung[60] verbessert die so von Mirakov gewonnene
Fehlerabschitzung. Ulm [62] und Kaazik [28] verbessern das Resultat von Mert-
vecova ebenfalls, insbesondere die Schranken. Daneben gibt Kaazik einen anderen
Satz, bei dem der Operator F an der Ausgangsnédherung ,,analytisch® vorausgesetzt
wird; man braucht dann die Ableitungen nicht iiber einen Bereich abzuschiatzen.
In beiden Sdtzen sind jedoch die sonstigen Voraussetzungen dufBlert kompliziert.
Verbesserungen dieser Sitze finden sich bei Shafiyev [58]: Die Voraussetzungen
werden etwas vereinfacht und abgeschwicht, so daB zwar die dritte, nicht aber die
zweite Ableitung iiber den ganzen Bereich abgeschitzt zu werden braucht. Sisler [59]
leitet fiir nichtlineare Gleichungssysteme Naherungsformeln fiir den Fehler bei
lterationsverfahren hoherer Ordnung her. Altman [3] und Safiev [48] beweisen
Aussagen wie sie Mertvecova fiir HV erhalten hat mit Hilfe der Majorantenmethode.
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Dieses Prinzip wurde zuerst von Kantorowitsch (s. Kantorowitsch und Akilow [34],
Kap. XVIII, § 1.2) und J. Schroder [55], [56], [57] angewandt und besteht darin,
eine reelle Hilfsfunktion zu benutzen, fiir die die Voraussetzungen des dem Banach-
schen Fixpunktsatz in metrischen Rdumen entsprechenden Satzes iiber das Iterations-
verfahren erfiillt sind und den in der Gleichung x = (Ux) auftretenden Operator U
in gewisser Weise durch Hilfsfunktionen zu ,,majorisieren*. Dadurch iibertragen
sich die Aussagen iiber das Iterationsverfahren bei der reellen Hilfsfunktion sinn-
gemiB auf das entsprechende Verfahren x, := U(x,_) bei der Operatorgleichung.
Insbesondere wird der Fehler von x, abgeschétzt durch den Fehler des entsprechenden
Naherungswertes der reellen Folge. Diese ist zwar wesentlich leichter als die Folge
{x,} zu berechnen, doch im allgemeinen kennt man die Losung der reellen Hilfs-
gleichung — bei HV eine algebraische Gleichung dritten Grades — nicht exakt.
Das ist ein Nachteil des Majorantenprinzips. Im Hinblick auf eine Fehlerabschitzung
versagt es, wenn U selbst eine reelle Funktion ist. Man kann das Majorantenver-
fahren fiir Operatorgleichungen mit den Aussagen der Sitze 2, 3 und 5 kombinieren,
indem man mit den letzteren lediglich den Fehler der reellen, eindimensionalen
Hilfsfolge abschitzt. Denn die neuen Schranken sind gerade in diesem Falle fast
gleich dem wirklichen Fehler (vergl. Tab. 2). Allerdings erweisen sich die Majoranten-
schranken nicht wesentlich schirfer als die a-priori-Schranken (vergl. Tab. 4 und 6).

Ting Ch’uan-sung [60] gibt Bedingungen an, unter denen HV bei beliebiger
Ausgangsndherung aus einer gewissen Kugel konvergiert. Dubovik [12] beweist
einen Existenz-, Konvergenz- und Eindeutigkeitssatz fiir allgemeine Verfahren
X, := U(x,_,) von dritter Ordnung, d.h. mit U von der Form U(x) := x — f~' F(x)
— 3TV F(x) [f 7" F(x)]® + B(x) [F(x)]*” wo f:= F'(x) und B(x) fiir alle x ein
beliebiger symmetrischer trilinearer Operator ist.

Grebenjuk [14] beweist mit Hilfe des oben erldauterten Majoranten-Prinzips die
Konvergenz des Verfahrens (Vi € N)

xn = xn*l + dk—l,n—l
mit
m 1 . -1
dm,n—l =11 +fn_—11 Z ?F,(;Qldm—jﬂ,n—l--- dm—1,n—1 fnh—lan-l
j=2j!
m=21)k—-1 und dy,:=—f,\F,—y

in Banach-Raumen. Dieses Verfahren geht fiir k = 3 {iber in HV.

Merz [41] untersucht — die Aussagen von Ehrmann [13] verallgemeinernd —
fiir holomorphe Funktionen eine Klasse von Iterationsverfahren, die sich aus den
Padéschen Néherungsbriichen fiir die Taylorreihe von F ergibt und die HV als
Sonderfall enthalt.

Aussagen iiber HV folgen auch aus Sitzen iiber allgemeine Iterationsverfahren
hoherer Ordnung von Bartisch [5], Collatz [7], [8], Janké [16], [22] [23], Janké und
Pop [27], Kaazik [29], [30], Kaazik und Jygi [31], Rjabenko [47] und Schmidt [52].
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Wir erwdhnen noch kurz einige Arbeiten iiber mit der Methode der tangierenden
Hyperbeln eng verwandte Iterationsverfahren.

Janké [ 15] ersetzt die Ableitungen in HV durch Differenzenquotienten. Safiev [49]
betrachtet die folgende Modifikation von HV in Banach-Rdumen:

Xpy1 = X, + %[1 - ’%fo_‘F,(; ()_]Fo]—j Fgfo‘] Fn(xn - xo) -
- [1 _%f()—lF/(;fO_’FO]_lfOﬁ‘Fn'

Da dieses Verfahren, wie Safiev zeigt, nur linear konvergiert, ist nicht ganz ersichtlich,
warum man nicht statt dessen gleich mit dem wesentlich einfacheren modifizierten
Newton-Verfahren oder der Regula falsi (s. Schmidt [53]) arbeiten sollte. Eine
wesentlich interessantere Abwandlung von HV stammt von Altman [1], [2].
Er hat bereits 1957 fiir den Sonderfall F : X — R, d.h. daB} F ein Funktional ist,
eine Variante des (auf abstrakte Riume verallgemeinerten) Newton-Verfahrens
angegeben, bei der die Bildung der Inversen [F’(x,,)]_1 vermieden wird. Dazu
werden normierte Elemente y, € X so gewihlt, daB

(4.1) F/(x,) yo = | F'(x,)

ist. (Die so bedingte Einschrinkung auf reflexive Banach-Rdume beseitigt Altman
in [2], indem er zeigt, daB || y,|| = 1 und (.1) nur in einem gewissen Sinne angenéhert
erfiillt zu sein brauchen.) Das Verfahren der tangierenden Hyperbeln geht dann
iiber in [3]

e [V F) i FG)TT F(x) neN,).
e [l 2 [P () } [P (ine o)

Die Beschrankung dieser Variante auf ein Funktional bedeutet im Prinzip keine
wesentliche Einschrankung, denn man kann der Operatorgleichung P(x) = 6 z.B.
die Funktionalgleichung F(x) := HP(x)H2 = 0 zuordnen. Allerdings stellt dann die
zweite Ableitung von F(x) schon einen recht komplizierten Ausdruck dar, so daB3
man diese Verfahren wohlnur in dem Falle anwenden wird, wenn die Inverse der ersten
Ableitung im Gegensatz zu den héheren Ableitungen schwer oder gar nicht zugénglich
ist. Mit dieser ,,Altman-Variante‘* von HV haben sich auBler Altman selbst [3] u.a.
Jankd [17]—[20], Jankd, Fornwald und Gaidici [25], Lika [37], [38] und Safiev [50]
befaBit. (Beziiglich einiger Unvollstindigkeiten der Voraussetzungen in den ein-
schldgigen Arbeiten von Altman vergl. Kivistik [35] und Pugachev [46].)

Wir kommen zuriick auf Satz 2. Betrachtet man dessen Voraussetzungen, so stellt
sich die Frage, ob sich diese nicht im Hinblick auf die Anwendungen bei konkreten
Problemen der Analysis noch vereinfachen lassen. Gegeniiber dem Satz iiber das
Newton-Verfahren ergeben sich folgende Komplikationen:

, (VneN,)

1. Die Berechnung von ¢ ist aufwendiger als die von (.
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2. Neben der Existenz der Inversen der ersten Ableitung mufl noch die der be-
schrinkten Inversen [I — 4[F'(xo)]™" F"(xo) [F'(x0)] ™" F(xo)]~" nachgepriift
werden.

3. Die Norm der dritten Ableitung ist abzuschitzen.

Waihrend das letztere natiirlich ist, zeigt sich, dal man die ersten beiden Kompli-
kationen vermeiden kann, d.h. man kommt damit aus, {iber die Voraussetzungen
von Satz 1 hinaus lediglich die dritte Ableitung abzuschitzen. Dies bedeutet eine
erhebliche Vereinfachung und Abschwéchung der Voraussetzungen, die allerdings
teilweise mit etwas kleineren Schranken in (V3) bzw. (V4) — wo jetzt 6 durch {
zu ersetzen ist — erkauft werden muB.

Diese Form der Voraussetzungen hat iiberdies den Vorteil, da sie — sinngemal
ergdnzt — zu entsprechenden Sitzen bei Iterationsverfahren hoéherer Ordnung
fiihren (s.z.B. [10]). Dies scheint fiir die Bedingungen von Satz 2 nicht zuzutreffen,
der bisher offenbar nicht einmal auf das Tschebyscheff-Verfahren iibertragen werden
konnte.

Auf die eben erlauterte Weise werden in der vorliegenden Note Sitze iiber HV
erhalten, die die in der Einleitung genannten Mingel der bisheringen, einschlieBlich
der aus Sétzen iiber allgemeine Iterationsverfahren folgenden Aussagen iiber HV
vermeiden und die den dort hinsichtlich ihrer Anwendungen auf konkrete Probleme
der Analysis aufgestellten Forderungen geniigen. Die offen bleibende Frage, wie man
Xo wihlen soll, damit die geforderten Bedingungen erfiillt werden, kann von einem
lokalen Satz schlechterdings nicht beantwortet werden. Man mufB3 eben mit ver-
schiedenen ,,geeigneten Naherungen x, die Bedingungen (V1)—(V4) durchpriifen.
Gerade deshalb ist es vom numerischen Standpunkt aus duBerst wichtig, dall die
Gestalt dieser Bedingungen so einfach wie moglich ist. In diesem Zusammenhang
sei ein Verfahren von Petry [45] erwihnt, das dem Newton-Verfahren vorgeschaltet
ist und ein wesentlich groBeres Einzugsgebiet garantiert als (V3) von Satz 1. Diesem
Verfahren kann man natiirlich auch HV statt des Newton-Verfahrens folgen lassen.
Bei dem Petryschen Vorgehen wird jedoch vorausgesetzt, daB der Operator F in
gewissem Sinne monoton ist (vergl. diesbeziiglich etwa den ausgezeichneten Ubersichts-
artikel von Kadurovskij [32]).

Im nichsten Abschnitt wird ein Satz iiber HV mit (V3) (und (V4)): BK;{/7! £ &
(j = 2, 3) bewiesen. Dieser Satz mag als Standardsatz bezeichnet werden. Er besitzt
alle fiinf in der Einleitung als wiinschenswert herausgestellten Eigenschaften. Unbe-
friedigend ist hierbei, daB die erste Schranke in (V3) von % beim Newton-Verfahren
auf % reduziert worden ist. Deshalb wird in Abschnitt 7 noch ein ,,Grenzsatz* ange-
geben, der hinsichtlich der in Rede stehenden allgemeinen Forderungen schon
an der ,,Grenze‘ liegt: Man braucht bei diesem Satz zur Priifung, ob x, eine geeignete
Ausgangsnidherung ist, auch nur einen Newton-Schritt und nicht einen vollstandigen
Schritt von HV auszufiihren. Samtliche Aussagen werden analog zu Satz 3 bzw. 2
geliefert. Die Voraussetzungen lassen sich aber im Ganzen nicht mehr abschwéchen.
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Dies sieht man an der nicht um x,, sondern um ¥, (statt x,; dies wiederum, um zur
Nachpriifung der Voraussetzungen nicht doch x, berechnen zu miissen) gelegten
Kugel S und an der — wie bei Satz 2 — fiir die Eindeutigkeit zusétzlich erforderlichen
Bedingung .lfflﬂ < . In Abschnitt 6 werden mogliche Abschwichungen der
Voraussetzungen (V3) diskutiert und eine notwendige Bedingung angegeben (Satz 4),
der die Schranken in (V3) geniigen miissen, damit der Beweis in der vorliegenden
Form durchfiihrbar ist. Dabei zeigt sich, daB man mit der von Newton-Verfahren
(Satz 1) her iibertragenen Bedingung SK,{ < % nicht durchkommit.

Verzichtet man darauf, Existenz und Eindeutigkeit in ein und demselben Bereich
zu zeigen, so knnte man (V3) bei einer fiir die Abschitzung der hoheren Ableitungen
noch ertriglichen GroBe der Kugel S weiter auf etwa SK,{ §%; abschwéchen.
Dies umsomehr als mit (V3) von Satz 3 und 5 auch die Bedingungen von Satz 1
erfiillt sind, d.h. die Eindeutigkeit folgt auch aus diesem Satz. Doch md&chte man
nach Moglichkeit vermeiden, andere Sétze als Beweishilfsmittel heranzuziehen.

AbschlieBend bemerken wir noch, da3 die Voraussetzungen in den mit den unsrigen
vergleichbaren Sitzen der zu Anfang dieser Diskussion erwihnten Arbeiten [4],
[24], [26] nur scheinbar schwicher sind als die in der vorliegenden Note verwendeten.
Z.B. wird in [24] (in unserer Terminologie) laut Bedingung 4° BK,{ = } zugelassen.
Aus der dortigen Bedingung 5° folgt aber, daB schon fiir den (giinstigsten) Sonderfall
Ky =0 BK,{ < 1(4 — /7) ~ 0,452 sein muB. SinngemiB die gleiche Anmerkung
gilt auch fiir einige weitere von diesen Autoren publizierte (und in [23] enthaltene)
Sétze iiber andere Verfahren.

Wie schon erwihnt, lassen sich Sitze vom Typ der Sédtze 3 und 5 auch fiir andere
Iterationsverfahren héherer Ordnung angeben, insbesondere fiir das Tschebyscheff-
Verfahren. Dariiber wird an anderer Stelle berichtet.

5. EIN STANDARDSATZ UBER DAS VERFAHREN DER TANGIERENDEN
HYPERBELN

Der folgende Satz ist von den in der vorliegenden Note bewiesenen Sitzen iiber
das Verfahren der tangierenden Hyperbeln hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit der
unkomplizierteste; er erfiillt alle fiinf in der Einleitung aufgestellten Forderungen gut.
Deshalb wurde er ,,Standardsatz* genannt. Im folgenden werden die Bezeichnungen
verwendet, die am Schluf3 von Abschnitt 1 eingefiihrt wurden.

Satz 3. L. Falls x4 € S so gewdhlt werden kann, daf; (V1)—(V3) gilt,

(V1) 3 S:={xeX||x — x| =%}, wo F dreimal Fréchet-differenzierbar
ist mit |[FO(x)| < K;, VxeX Aj=2,3;

(V2) 3 [F(x)]™" mit |[F(x)]7'| <8,

(V3) K7 =% (j=2,3),

IIA
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dann (B1) existiert die durch (1.6) definierte Folge {x,} (HV), und es ist x,€ S
Vn e N,. Ferner gilt:

(B2) Die Folge {x,} konvergiert, und zwar gilt x* := lim x, € S.

(B3) Das Verfahren (1.6) konvergiert von der Ordnung 3.

(B4) F(x*) = 6.

(BS) In S gibt es aufer x* keine andere Lisung der Gleichung F(x) = 6.
(B6) Es gelten die Fehlerabschitzungen

(5.1a)  [x* = x| = 53 B (Vn e No)
(5:16) [ = x| < 3005 + M) [, — i (vneN)

(5.10) Hx* — x,,H =< %ﬁ,,(M3”dn—1”3 +

dy_q — c,,~1|| MZHdn—l” , (VneN)

wobei

6 M 12 K.
5.2 1= 2M 1+-—2)(<®); n,:==pM,; M;:=-1
( ) Y 2/( SﬁMg)( ) n SB 2 j it

(VneNy) (j=23)

1. Falls aufer (V1)—(V3) noch folgende Bedingung erfiillt ist

M
vV4) 3¢ <
(Vo) t=

2

N | —

dann (B7) kann in den a-posteriori-Schranken (.1b) und (.1c) der Faktor % ersetzt
werden durch

2
%, 1= emin (4, 3), wobei A,:= —— — .
s (hn3) 1+ /(1 —2n,)

Bemerkungen.

1. Beziiglich (V4) gilt die analoge Bemerkung wie zu Satz 2.

2. Die zu Beginn von Abschn. 4 gemachten Bemerkungen iiber die Fehlerschranken
von Satz 2 gelten hier ebenfalls.

3. Fiir die nach (B7) zu berechnenden Schranken wird ,, d.h. F und F’ an der
,letzten Naherungsstelle x, benétigt. Dies 146t sich vermeiden, ohne die numerische
Qualitit dieser a-posteriori-Schranke zu beeintichtigen. Man kann ndmlich wegen
fa-1 < 1die Zahl , nach der (auch fiir die durch (.2) definierten GréBen 1, giiltigen)
Ungleichung (3.28) giinstig durch #,_; abschitzen. Dann wird iibrigens auch n, < 1
und man hat angendhert A, ~ 1. Hieraus wiederum ersiecht man, daB3 die Schranken
(.1b) und (.1c) durch (B7) maximal um 33% verkleinert werden.
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Beweis von Satz 3. Teil I. Wir beweisen (B1) analog zu Satz 2, indem wir durch
vollstindige Induktion zeigen, da die obigen Voraussetzungen auch fiir jeden
héheren Index erfiillt sind, genauer, das folgendes gilt (Vn € N,)

(A1), 3,0 mit £ < B
(A2, pML <1 (=23
3.1

(A3), S, :={xeX||x—x,]| =%} =8-S (So:=5_,:=5).

Aus (A3), folgt dann unmittelbar x, € S, = S Vne N,.

(A1),—(A3), sind nach Voraussetzung bzw. per definitionem erfiillt.
(A1),_,—(A3,_, = (Al),—(A3),: (Al),: Fiir dic Norm des aufgrund von (V1)
und (Al),_, beschrinkten linearen Operators —%f, ' Fi_,c,_,, der den Banach-
Raum X in sich abbildet, gilt wegen (A3),_, (x,-; € S), (V1) und (A2),_,

1

S B iMy,_ =
_Bnl ZCn 1_32'

<1,

1 - "
H— 5 fn—lan—-lcn—l

d.h. Gleichung (1.6b) ist nach d,_, auflosbar und es gilt die Abschitzung

1

-4

=

(5.3)

6
.

1 -1 " -t
I+~ f  FaiCut
2 J

Wir erhalten also unter Beachtung von (Al),_, und (.3) aus (1.6b)

(5'4) ) Hdn—l” = H(I + %fn—;llFr’:—lcn-l)—l cn—l“ —._<— gCn—l .

Aus (A3),_, folgt, daB x,_; und — man beachte die Definition von ¢,_,; — auch x,
in S liegt. Wegen (.4) und (A2),_, gilt mit (.2)

12 12 1 2
dn—-l” K, = ?(ﬁn—lMZCn—l) =My = ?3—2" = g =:n<1.

(53)  Bu-s

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1 erfiillt und dieses gilt mit # = 2.
Wir zeigen (A2),, indem wir die Ungleichung

(56) Cn < %Cn—l

beweisen. Denn hieraus folgt (A2), sofort mit (A2),_,, (3.4) und (.5). Wir haben also
{, = ||f,,_‘F,,”, d.h. HF,,” durch {,_, abzuschidtzen. Dazu benutzen wir die Taylor-

formel, die wir wegen (V1) und x,, x,_, € S anwenden konnen:

”Fn - Fn—l - Fr’u—~1dn—1 - %F;’—ldl(:z—)lu = M3 dn-—1||3 .
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Wir erhalten nun die erforderliche, hinreichend scharfe Abschdtzung, indem wir
links unter der Norm (1.6b) substrahieren:

”Fn - %F;;—1(dn—1 - Cn—l) dn—l” = M3”dn—1”3

woraus mit
dy—y — cn—l“ S Buo 1Myl dn—l”
und (.4)
() Pl Maldoed P + Mol = i Jdoes| <

(5.8) = %g(%Ms + ﬁn—lMé) [

folgt. Wegen (A1), kann man ¢, bilden. Mit (.8), (3.4a), (.5) und (AZ);,_, schiitzen
wir nun ¢, ab:

-1 -1 5 366 2 2
Lo= | F) < |4 IE 3-25[5(/3"_1M3cn-1)+(ﬁn_1M2c,,_1)]cn_xg

1216 1 1 68 1 1
S—l-— At 5| === <=l
5[5 3.3 (3.3!)2] P7sa Tt T
(A3),: Unter Beriicksichtigung von (.6), (.4) und der Definition der Kugel S, gilt

nx - xn—ln = “x — X,

+ = x| <

é %Cn + ndn—ln < % %.Cn——l + %Cu—l = %Cn-—l ’ VXE Sn
d.h. S, = S,_,, also wegen (A3),_, auch S, = S.
(B2): Aus (.6) folgt

g

(5.9) Cn+j < 22 (£ 22t (V j,ne NO)
d.h.
(5.10) {¢,} ist eine Nullfolge .

Wir zeigen auf analogem Wege wie bei Satz 2, daB {x,} eine Cauchy-Folge ist. Wegen
(-4) und (.9) ergibt sich

(5.11) Hx,,+p - X,

p—1 p—1 6 p—1
S Y xwrsen = xss] = X ldss] £ 2 X s £
j=o j=o 5j=0

womit die Behduptung wegen (.10) bewiesen ist. Durch Grenziibergang p — oo
folgt hieraus

(5.12) [x* = x| < 3¢
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Deswegen und wegen der Abgeschlossenheit von S, gilt x* := lim x, € S,; damit
wegen (B1) auch x* € S.

(B3) und (B4) werden wie in Satz 2 bewiesen. Wie ein Vergleich von (3.16) und (.3)
lehrt, steht jetzt in (3.23b) der Faktor ¢ statt 3:

(5.13) H‘c* - X,

wobei

g M},n*l‘IX* - Xn‘lH3

.__ 6
M3,n—l T 5

+ (M| £, )]

Im Gegensatz zu Satz 2 (und 5) ist unter den Voraussetzungen von Satz 3 f,” ' gleich-
miBig beschrinkt. Denn man sieht analog zum Beweisteil (Al),, daB diec Norm
des beschriinkten linearen Operators U :=1 — fg ' F'(x): X > X (Vx € S) kleiner
als 1 ist:

U]l = BKa[x = xof| < 2(BK:0) =3 < 1= 3[F()]' A[F)]7] =28,
VxeS.

Wegen (B1) ist also auch |f,”'| < 3B, Vn e N,. Damit haben wir (B3).

(B5): Entsprechend dem an dieser Stelle beim Beweis von Satz 2 (dort (B6)) Gesagten
gentigt es, folgende Ungleichung zu beweisen

8 ¢{

<,__.._.

®, lr-n) <22

(E),: Um ||% — x,| nach (.13) (mit X statt x*) abzuschéitzen, muB man ||% — x|
oder eine obere Schranke hierfiir kennen. Mit (V3) und aus der Annahme %e S
ergibt sich

ol < ST BV < L(BY, 30 S
||x—x1||ég[(ﬁMsf)Jr(ﬁMzC)](S)Cé10()C i< 12¢.

Hiermit sowie mit (3.4b), (.5), (V3) erhilt man die Behauptung.
(E)u=y = (E),: Mit (3.5), (.5), (V3) und (E),_, ergibt sich aus (.13) mit £ statt x*
fiir alle n = 3,4,5, ...

M 2 < e (ﬁM )+ > 2H(/}M )% <
3,n—1 5 3 3 3 2 =
6 5 2n—2 1 1 1 5 2n—2
— | - —_— | = - s
5 <3> [3 L3 (3. 2!)2] 10 <3>
. 8 ¢ 1 /5\*"2/8 1 \3 8 ¢
<M < —(= -, . - =
| > ’(5 4 '>§ 10(3) <5 4”*‘) T

(B6): Die a-posteriori-Schranke (.1c) ergibt sich unmittelbat aus (.12), {, < B,||F.|

A
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und (.7). Die anderen Schranken erhélt man hieraus durch weitere Abschitzung.
Um die a-posteriori-Schranke (.1b) herzuleiten, schitzen wir die in (.7) vorkommende
Differenz d,_; — ¢,— wie folgt aus der Differenz von (1.6b) und (1.6a) ab

nll N 1" _ 1" (2)
Fn—l( n—1 " Ch— 1) - iPn—lcn—ldn—l - ZFn—-l(dn—'] cn-'l) dn—] - 7Fn 1dn 1

Hdn—l - cn—l“ = -1 7 Cp—1 “dn—ln + ﬁn—l M2”dn~1”2 >
ﬂn 1 2
dy_q1 — Cy- e M, |d, -
H n—1 Cn 1“ = 1 _7ﬁ" 1M2gn . 2‘ n 1” <
< ﬁn_l MZ dn—1”2:ﬁnM2 dn—l.lz'
1 - Mn—1

Diese Ungleichung in (.7) eingesetzt ergibt die Behauptung. Die a-priori-Schranke
folgt aus (.12) und der Ungleichung

Lo < Gy ey =t, (YneN,),
die wie in Satz 2 zu beweisen ist.

Teil 1I. Zum Nachweis von (B7) bemerken wir, daB die Ungleichung (3.28) mit
den jetzt nach (2) definierten positiven Zahlen 7, hier ebenfalls gilt und entsprechend
(3.29):

(514) Cn 1 = Cn 1 - Cn)"n’ (VI’lEN)

Wir weisen nur (3.28) nach; der Rest des Beweises verlduft wie bei Satz 2.

Aus (.8) ergibt sich mit (.9) und (V4) bzw. mit (V4) unter Beachtung von (A2),_,
fiir alle n e N

6 36 /M,
Fn :AM n— + n— MC,, n— S
e [25< ¢ ) (Bu- M 1)] 1
6 %61 17, 236 6
<IM,| 2 s —— |, =2 I M < M
=5 2[25 2 3.2!]C 1= 5 Ml < 5 Mok

Damit

12 12
=SB ML, <—=|F
5 ﬁn ZCn = 5 H n

2 2
33M2<1<—*> ZCn 1( B_l > =1< M=t > .
2 1 - Mn-1 2\1 - Mn-1

6. MOGLICHE ABSCHWACHUNGEN DER VORAUSSETZUNGEN
DES STANDARDSATZES

Im Hinblick auf Satz 1 und 2 ist es naheliegend anzunehmen, dafl man die Vor-
aussetzungen von Satz 3 so abdndern kann, daB man mit fK,{ < 1 auskommt.
Dies ist jedoch — wie schon in Abschn. 4 bemerkt wurde — nicht mdglich. Nachdem
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wir dies im vorliegenden Abschnitt gezeigt haben, beweisen wir einen Satz, bei dem
die Schranke fiir SK,{ moglichst grof3 ist, die aber andererseits im Sinne der in der
Einleitung formulierten Forderungen gerade noch verniinftig ist. In diesem Sinne
ist der Satz 5 ein ,,Grenz‘-Satz. Allerdings sind die dabei erhaltenen Schranken —
der Kiirze halber wird nur eine a-posteriori-Schranke angegeben — jeweils etwas
grober und die Abschédtzung in (Vl) ist — insbesondere in Funktionenrdumen —
wegen des Kugelmittelpunktes X, statt x, umstidndlicher zu handhaben als in Satz 3.
Auch deshalb erweist sich Satz 3 als ,,Standard*-Satz. Die angekiindigten Aussagen
iiber Abschwichungen von (V3) werden zusammengefaBt in

Satz 4. Es seien die Voraussetzungen (V1) und (V2) — die dortige Kugel aber
mit noch nicht spezifiziertem Radius Al — von Satz 3 und

(6.1) BRI <0, (j=2,3)

mit gewissen positiven Zahlen 1, o; erfiillt.

Dann ist die Ungleichung
(6.2) oy 6( - f;) (1 = ;) (1 = 20,)

unabhdngig von dem Zahlenwert ) eine notwendige Bedingung fiir die Durch-
fiihrung des Beweises der Behauptungen (B1)—(B4) und die Giiltigkeit der Fehler-
abschdtzungen der Gestalt (B6) von Satz 3 in der dortigen Form. Insbesondere
ist der Beweis in diesem Sinne unter den getroffenen Voraussetzungen mit fK,{ = %
nicht moglich.

Beweis. Wir setzen p;:= g;[j! (j =2,3) und zeigen, daB wenn der Beweis
von Satz 3 im dortigen Sinne durchfiihrbar sein soll, ¢, und o3 der zu (.2) dqui-
valenten Ungleichung

(6.3) py = (1= ) [(1 = 3p)* — 13]

geniigen miissen. Dazu vollziehen wir einfach den Beweis der Behauptung (Bl) von
Satz 3 nach, jetzt aber mit (.1) statt (V3). Wir haben dann statt (A2),:

(Az)lll ﬁnMjCi;—l § ,uj (.] = 25 3) s
statt (5.4):
ldyer| £ —— Lo,
1=y,
statt (3.4b) mit (5.5):
1=y
6.4 < _
( ) ﬁn = 1 — 3#2 ﬂn 1
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und statt (5.8):

1 M, 2,3
(6.5) IF.| = ) [] T ﬁn_le] Gy

Dabei muB} u, < 4 sein. Es folgt schlieBlich

us + (1 — po) s ¢
(1 - /‘2)2 (1 — 3u,)

IIA

n—1-

(6.6) 4

\

S

6-

3

GRENZ-SATZ
1] | / N

STANDARD-SATZ)Q >
r*o;

0 07 02 03 04 05

Abb. 1. Zulédssige Wertepaare der Schranken o, o, in BKij_ U< o; (j = 2, 3) (schraffiert).
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Um die Giiltigkeit von (A2), nachzuweisen, haben wir im Beweis von Satz 3 8,M,(,
durch B,_;M,(,_; abgeschitzt und (A2),_, benutzt. Dazu muB der bei der Ab-
schitzung entstehende Vorfaktor kleiner oder gleich Eins sein. Dies fiihrt mit (4)
statt (3.8b) und (5.5) sowie (.6) statt (5.6) nach einer leichten Umformung unmit-
telbar auf die Ungleichung (.3). Fiir fK,{ = 1, d.h. p, = 1 wird die rechte Seite
von (.3), also auch o5 gleich Null. Dies ist aber nach Voraussetzung ausgeschlossen
(weil eine obere Schranke 0 als allgemeine Forderung in (V3) sinnlos wire). Damit
ist der Satz bewiesen.

In Abb. 1 sind diejenigen Mengen der Wertepaare (o,, 03) als Kurven eingetragen,
fir die in (.2) das Gleichheitszeichen gilt. Fiir alle unterhalb dieser Grenzkurve
liegenden Paare (o,, 05) ist die Ungleichung (.2) ebenfalls erfiillt.

Wihrend das fiir den Grenzsatz benutzte Paar (2, ‘;) praktisch auf der Grenz-
Kurve in Abb. 1 liegt, ist bei dem fiir den Standardsatz benutzten Paar (% %—) fiir
eine oder beide Schranken in (V3) noch ,,Reserve* gelassen worden (vergl. Abb. 1).
Dazu ist nochmals zu bemerken, daB3 (.2) nur eine notwendige Bedingung ist und
zu deren Herleitung praktisch nur eine Stelle im Beweis von Satz benutzt wurde.
Von der Wahl des Paares (o, 03) hingt es natiirlich noch ab, ob die Behauptungen
(B1)—(B4) im einzelnen bzw. insgesamt nachgewiesen werden koénnen und wie
die Fehlerabschidtzungen ausfallen. Auf jeden Fall bietet (.2) bzw. Abb. 1 dem
Benutzer die Moglichkeit, in Verbindung mit dem in diesem und im vorigen Ab-
schnitt Gesagten durch Wahl von geeigneten Paaren (az, 03) noch andere Sitze
aufzustellen. Dazu konnte z.B. Veranlassung bestehen, wenn K, < Kj ist oder
umgekehrt. Es sei nur noch bemerkt, daf3 eine weitere Anndherung von o, an %
bewirkt, daB3 die Fehlerschranken, der Radius A{ von S und damit K, und K5 sowie
der Faktor in der Ungleichung zwischen f8, und f8,_; vergroBert werden. Der letztere
macht dann bald einen direkten Nachweis der Eindeutigkeit in S ohne zusitzliche
Voraussetzungen unméglich. (Beim Grenzsatz mubB fiir die Eindeutigkeit im Gegen-
satz zum Standardsatz bereits zusitzlich Hff‘ H < B gefordert werden.)

7. EIN GRENZSATZ UBER DAS VERFAHREN DER TANGIERENDEN HYPERBELN

Mit den am SchluB von Abschn. 1 eingefiihrten Bezeichnungen und X, := x,_, +
+ ¢,-1, Yn e N (s. auch (1.6)) gilt

Satz 5. I. Existenz einer Losung. Konvergenz und Ordnung des Verfahrens. Schranken
Falls Xo € Xy so gewdhlt werden kann, dafs (V1)—(V4) gilt,
(vp 3 S = {xeX | ”)? — le < %C} wo F dreimal Fréchet-differenzierbar
ist mit HF(D(X)“ < Kj, Vx eSAj=23;
(V2) 3 [F'(xo)]™" mit ”[F’(xo)]"lu < B,

(V3) BK,L <3,
(V4) K> < 7,
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dann (B1) existiert die durch (1.6) definierte Folge {x,} (HV), und es ist x, €S,
Vn e N,. Ferner gilt:
(B2) Die Folge {x,} konvergiert, und zwar gilt x* := lim x, € S.
(B3) Das Verfahren (1.6) konvergiert schwach von der Ordnung 3.
(B4) F(x*) = 0.
(B5) Es gelten die Fehlerabschiitzungen

(7.1) Hx* — x,,ll < 2”1 (ByC)3" Y. VneN,
(7‘2) ”x* - xn“ ﬁn(MS + B, M Xy - 1H Vne N
wobei

5 5 M 5
(1.3) y::EMZ\/<1+£E}jg>(<OO); n,,:=§ﬂanCn'

II. Eindeutigkeit der Losung.
Falls auper (V1)—(V4) noch gilt
(v2) |[FG)l ' =8

dann (B6) ist x* in S eindeutig.

III. Verschiirfung der a-posteriori-Schranke

Falls auper (V1)—(V4) folgendes gilt (bzgl. (V5) gilt das Analoge wie bei
Satz 2)

(V) M2
M, ~ 25

dann (B7) gilt sogar die schirfere a-posteriori-Schranke

[t — x| < 5 by (My + B,M2) |, — xoes®, VneN.

21+ (1 - 21)]

Auf den Beweis dieses Satzes gehen wir nur insoweit ein, als sich prinzipielle
Anderungen gegeniiber dem Beweis von Satz 3 ergeben.
(B1) wird analog zu Satz 3 durch induktiven Beweis von

(A1), 3,0 mit £ £ 8,
AZ) BMZCn-—sa Bn 3Cn_-2 ’
(A3), §,:={xeX||x — %4, 23} =8-1 =8 (5o:=8_,:=95)
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gezeigt. Man erhalt zunédchst
(74) ldu-s] £ s

Wir bemerken, daB Lemma 1 auch beziiglich der Kugel § gilt und priifen dessen
iibrige Voraussetzungen nach. Aufgrund der zu (4) fiithrenden Uberlegungen kann
man %, und x, nach (1.6) bilden. Per definitionem ist ||x,_; — %, = {,-;. Wegen
(A3),-, liegt also x,_, in §,_; bzw. §. Aus der Differenz von (1.6b) und (1.6a)
ergibt sich unter Beachtung des eben Gesagten und der Definition von %, mit (.4),
(V1) und (A2),—,

(75) Hxn - )zn” = ”dn—l - Cn—l“ = (ﬁn—lMZCn—l) ”dn—-lu = %Cn*l < %Cn—l
d.h. x, € §,_, und damit wegen (A3),_, auch x, € S. Mit (.4) und (A2),-, wird

(7.6) Buoi||duoi| - 2My S 3By MLy =1y S 5 =:n<1.

Also gilt Lemma 1 mit dem eben definierten #.
(A2), wird wie bei Satz 3 bewiesen. Wir geben hier nur die wichtigsten dabei erhalte-
nen Ungleichungen wieder:

(77) ||Fn” é M3 dn—l”3 + ﬂn—lMZCn—l dn—1||2 <
(7.8) < 1eGMs + Bu- i M3) 5y
Hiermit
2
(7.9) {, £ EI: (ﬁn—lMSC:—l) + (ﬁn-—lMZCn“l)z] (oot S
2515 2 1 167 1 1
<22 L = S <l
'8[4 21 SZ]C RET ISRt

(A3),: Unter Beachtung der Definition von S, sowie von (.5) und (.9) hat man
I = %l = e = Fwea]| + [fosr =] + 3 = %] =
= %gn + Cn + ?Cn—l é
3. My + Mooy + Mooy <Haoys VxeS,.
(B2) wird wie bei Satz 3 durch

A

[x* — x| = 3.
bewiesen.

Auch die Beweise von (B3), (B4) und (B5) verlaufen analog wie bei Satz 3, bzw. 2.
(B6): Hier 14Bt sich die Ungleichung

5¢
2n+l

(E), | == <
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erst von n = 4 ab beweisen. Es wiirde ja im Hinblick auf das Ziel [ — x,[ — 0
geniigen zu zeigen, daB (E), von einem gewissen n, ab gilt; doch da der Beweis
induktiv mittels (5.13) gefiihrt wird, mu8mit der Annahme % € § begonnen, d.h. (E),
sukzessive ,,von unten herauf bis zum kleinsten Wert von n, fiir den (E)n gilt,
abgeschitzt werden. Wir skizzieren den Beweis, da er in verschiedener Hinsicht
von dem entsprechenden Beweisteil bei Satz 3 abweicht.

Wir bemerken, daB in (5.13) jetzt der Faktor £ durch 2 zu ersetzen ist. Um || % — x,||
nach (5.13) abzuschitzen, mull man “i - x,,,|| fiir m =1, 2, 3 selbst oder obere
Schranken dafiir kennen. Die letzteren ergeben sich so: Aus % € § und (5) folgt

N Y . " 7
e =l s lg—af + 2 -x] s 55t

Damit wird nach (5.13) mit (V2), (V3) und (V4)

3
ool 232 0 ) (-2 25

4|21 52|\10/ " 350000 6 6

Aus (3.8a) und (.6) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (V2)
(7.10) £ s 2t s 2B

Hiermit und mit (V3), (V4) ergibt sich sukzessive aus (5.13) durch mdglichst scharfe
Abschitzung || — x5 < {[3 und || — x,| < 5{/32. Der Induktionsschritt verlduft
analog zu dem Friiheren. Ebenso

(B7). Wir zeigen nur (3.28) mit (.3), woraus sich dann mit (5.14) die Behauptung
ergibt. Aus (.8) folgt mit (V5) bzw. (V5) und Beachtung von {, < {

25 5 M,

F| < 2My |2 220 + (B Malysy) |G <
A R SRR [
25 1512 17, 5. .
<22 2420, =2 M
16 2[425 5] gt

und

5 5 55 Bt 1/ -1 \
w == BMy, S ZBA|F| My = M0 () My = - ——— ).
n Zﬁ 2 2:3“ H 2 24 26n—-1 L= 2 2\ =,

8. BEISPIELE

Wir illustrieren die neuen Ergebnisse iiber das Verfahren der tangierenden Hyper-
beln (HV) an einigen Beispielen. Dabei beschrinken wir uns auf die Anwendung
des Standardsatzes auf eine einfache gewohnliche Gleichung und eine nichtlineare
Integralgleichung vom Hammerstein-Typ sowie auf ein einfaches Matrix-Eigen-
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wertproblem. Diese Beispiele sind keineswegs als numerisch besonders giinstige
,,Aullenseiter ausgewdhlt worden, sondern lediglich im Hinblick auf eine einfache
und iibersichtliche Handhabung im vorliegenden Zusammenhang. Es kann im
Rahmen des vorliegenden Artikels nicht darum gehen, umfangreichere Anwendungen
des besprochenen Verfahrens auf konkrete Operatorgleichungen der Analysis — etwa
auf Differential- und Integralgleichungen komplizierter Bauart — einzugehen. Es sei
lediglich noch bemerkt, da HV nur zur Losung solcher Operatorgleichungen
F(x) = 0 sinnvoll angewandt werden kann, bei denen sich die zweite Ableitung
(neben der ersten) des Operators F leicht bilden 14Bt. Das ist bei den vorliegenden
Beispielen der Fall.

Beispiel 1. F(x):= x> — 10 = 0. X := R. In Abschnitt 1 hatten wir schon
die Wahl x, := 2 begriindet. Man erhilt

_ JFCeo)l 1 ! 1 Sio xer|173 2 x 2227} ;

B E AR T EN TP

¢

Mz=;6.2,2756,81; My =1; ﬁM2Ci0,0946<3—15;

1 1 M, 1 1
< . 4 — <_

)

T 2.6 3.3 M,” 6.681 2

BM;(?

Demnach sind die Bedingungen (V1)—(V4) von Satz 3 erfiillt. Also existiert nach
diesem Satz im Intervall 1,73 < x £ 2,27 genau eine Losung der Gleichung x> = 0
und HV konvergiert mit x, = 2 von der Ordnung drei gegen diese Losung x*.
Die neuen Schranken fiir den Abstand der so errechneten Néherung x, von x*
werden in Tab. 2 bekannten Schranken und dem tatséchlichen Fehler gegeniiber-
gestellt.

Bemerkungen zu Tab. 2. 1. Beziiglich der angefiihrten Schranken vergleiche
man auch die Diskussion in Abschn. 4.

2. Im Gegensatz zu den in der vorliegenden Arbeit angegebenen Sitzen ist der
zugrunde zu legende Bereich bei Collatz durch die Ausgangsndherung x, allein
noch nicht festgelegt, sondern mul} seinerseits passend gewéhlt werden. Fiir den
angegebenen Schrankenwert 461 ist das Intervall I := {xe R|2 S x £2,17} = S
so gewihlt worden, daB die Schranke kleinstmoglich wurde. Ahnliches gilt fiir die
meisten anderen Autoren. Bei Ulm mufl man z.B. auBler dem Bereich auch noch
einen gewissen in den Schranken auftretenden Parameter geeignet wihlen. Auch
diese Wahl ist hier so getroffen worden, daB} die angegebene Schranke kleinstmdoglich
ist.

3. Altman, Grebenjuk und Safiev fiihren den Beweis der in der Tabelle erwiihnten
Sdtze mit der Majorantenmethode, die in Abschn. 4 kurz erldutert wurde. Danach
ist die Schranke gleich dem Fehler des entsprechenden ebenfalls nach HV berechneten
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Niherungswertes fiir eine Losung einer gewissen zugeordneten eindimensionalen
reellen Gleichung. Diesen Fehler konnte man nun seinerseits mit Hilfe von Satz 3
abschitzen, was aber allenfalls bei Operatorgleichungen sinnvoll ist. Dieser Tat-
bestand ist in Tab. 2 mit ,,nicht direkt anwendbar* gemeint.

Tab. 2. Vergleich verschiedener oberer Schranken fiir den Fehler des nach HV berechneten
Niherungswertes x, derin 1,73 = x = 2,27 liegenden eindeutigen Losung x* == 2,15443 46900 319

von F(x):= x> — 10 = 0 mit xy:= 2

— S -
Autor Lit. — Quelle 10H |x* — x,| <

Altman [31 nicht direkt anwendbar
Belazs und Janko [4], Satz 1 1970 000
Collatz [71 461
Grebenjuk [14] nicht direkt anwendbar
Janké [22] Vorauss. nicht erfiillt
Kaazik [28], Satz 1 (4y:= 3) 1310
Mertvecova [40] 1970 000
Merz [41], Satz 5.2 15 200
Mirakov [43], Satz 1 (H(g, h) := 1/5n) 1380
Safiev [48], Satz 3 nicht direkt anwendbar
Shafiyev [58], Satz 1 1270
Ulm [62], Satz 2 (a:= 0,29,

kleinstmdoglich) 2010
Doring (5.1a) 60 000

(5.1b) 9,98

(5.1¢c) mit (B7) 7,40
wirklicher Fehler |x* — x,| = 2,93

Beispiel 2. Eine einfache nichtlineare Integralgleichung vom Hammerstein-Typ:

(8.1)

1
x(s) + lj scos x(f)dt = s.
2], ,

Der Operator F und seine ersten beiden Fréchet-Ableitungen lauten:

(Fx) (s) :

0

I

1
x(s)—s+%fscosx(t)dt,

[F() 1) = 266) - 1 J :s sin (1) (1) dt ,

|F(x) 2,25] (5) = — % J :s cos x(1) 2,(1) z3(1) dt .
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Wir erhalten fiir HV folgende lineare Fredholmsche [ntegralglelchungen zweiter
Art fiir die Korrekturen d,(s)

(8.2) efs) — %flsill x,(1) e,(1) dt = g,(s),

4 -2 f ; [sin () + —;c,,(z) cos x,,(t):l a,(1) d = g.(s)

wobei die rechten Seiten jeweils bekannt sind:

. 1
gu(s) 1= —=x,(s) + 5 — if cos x,(t)dt .
2 0
Das Verfahren der tangierenden Hyperbeln besteht hier darin, bei jedem Iterations-
schritt dieses Paar von linearen Integralgleichungen einmal zu lésen. Die neuen
Niherungen berechnen sich jeweils zu x, ((s) := x,(s) + d,(s). Dabei ist es nahelie-
gend, die rechte Seite der gegeben Integralgleichung als Ausgangsndherungzu wahlen:
xo(s) :=s. Dann sind die Losungen der beiden Integralgleichungen (.2) ebenfalls
Geraden durch den Ursprung, d.h. fiir alle n e IV, gilt

% (s) = &s und x,(s) = &s.

(Es sei daran erinnert, daB £, (s) 1= x,(s) + ¢,(s) gesetzt worden war.) Der Koef-
fizient &, bestimmt sich im Falle der vorliegenden Integralgleichungen (2) einfach
aus folgenden Rekursionsformeln (Vne N, &, := 1)

. Z

n = €n+_ﬁ’
Cnst N,
(83) é,,+1 :=5 n+1 fn)
wobei
sin & |
Z,=1—-¢ ——22; N,i=1——(sin¢, — &,cos¢,);
S 2énz( )

Pn = Z%(E'H’l - ﬁn) [2énCOS 6!1 - (2 - éf) sin én] .

Die Rechnung ergibt die in Tab. 3 zusammengestellten Zahlenwerte.

Wir wenden nun Satz 3 auf die Gleichung (8.1) an und schitzen den Fehler von
x,(s) ab.

Im Gegensatz zum ersten Beispiel ist bei einer nichtlinearen Integralgleichung
nicht von vornherein klar, welchen Raum und welche Norm man bei deren Unter-
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suchung nach dem gegebenen Satz zugrundelgt. Der Satz gilt unabhiingig von dieser
Wahl, doch ist unmittelbar ersichtlich, daB die Giiltigkeit der Ungleichungen (V3)
von der verwendeten Norm abhingt. Man wird also diese und den Raum X so
wihlen, daf3 die in (V3) auftretenden Produkte minimal werden. Das ist ein Problem

Tab. 3. Nach (8.3) berechnete Niherungs-
werte zu Beispiel 2

n g,

0 1,00000 00000 00000
1 0,52136 26915 34720
2 0,52243 66094 02055
3 0,52243 66093 99351
4 0,52243 66093 99351

fiir sich, auf das wir hier nicht eingehen. Aus Griinden der praktischen Durch-
fiihrbarkeit kommen jedoch im wesentlichen nur zwei Kombinationen in Frage:
In erster Linie der Raum C der stetigen Funktionen mit der Maximum-Norm und
an zweiter Stelle der Raum L, der quadratisch integrablen Funktionen mit der
»»L,“-Norm. Wir beginnen mit

X := C[0, 1]. (V1) ist erfiillt. Wir erhalten (bzgl. der Normen der Integralopera-
toren s.z.B. Kantorowitsch und Akilow [34], S. 90—92 und S. 544/5):

{ =% — xo| = max |&;s — &os| = &, — &| = 0495 =5 :=

0=<s=1

_ {xeC[O, 1] x = x| < ‘_5‘} ,
! 1 1
HF”(x)” = m:lx %f0|cos x(t)| dt < 3 =:2M, = M, = 2’

s [ 1 1
F"(x)| = max= | {sinx(t)|dt <= =:M;.3!=>M; = —,
[P = max ] [ Joim (0] i < =0ty 300 =
3 f4 '? Wir bezeichnen den Integraloperator mit dem Kern s sin x(r) mit K:
1
[K.z] (s) := f % sin x(0) () dr.
0

Dann gilt
K.:C[0,1] » C[0,1]; F'(x) =1 — K};



1
KL, | = max ij sintde = L2081 0,23 <1.
s 2 2

0

Also folgt aus dem Banach-Lemma die Existenz der beschrinkten Inversen f, ' =
= (I — K,)~" mit

» R S
|76 Hél_“K;oH_l_o,%_mo B

Damit berechnet man

(V3): BM, = 13,210,495 = 0,161 <
4 3.2!

BM,(* = 1.3. L . 0,495% = 0,0266 < .

12 3.3!
vay: Map 2 12 405 o 1
M, 1/4 2

Die Bedingungen (V1)—(V4) von Satz 3 sind also erfiillt. In dem schraffierten
Bereich existiert also genau eine stetige Losung x*(s) von (.1), HV konvergiert von
der Ordnung 3 ([F'(x)]™" £ u < 1Vx e S) gegen x*(s), und es gelten die in Tab. 4

[
2]

-1_

Abb. 2. Bereich, in dem die Ex. u. Eind. einer stet. Lsg. der Hammerstein-Gl. x(s) -+ %I(l, 5 COS .
. x(¢#) dt = s nach Satz 3 gesichert ist.
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vergleichend zusammengestellten Fehlerschranken fiir den Abstand der Néherung
x,(s) von x*(s) im Intervall 0 < s < 1.
X := L,(0, 1). (V1) ist erfiillt. Man erhélt

¢ =% = xo] = J(I (0,495 . t)zd,> 0;25

1

= 0286 =S := {xe L,(0,1)] |x — xo| = 0,458} .

] 5 J(max [ feos ol ar) < =200,

VxeS=>M, = —— = 0,354.

2.2

Tab. 4. Vergleich verschiedener oberer Schranken fir den Fehler der nach HV berechneten
Niherung x,(s) zur eindeutigen Ldsung x*(s) = 0,52243 66093 99-s der Hammersteinschen

Integralgleichung.
1 (!
s:x(s)—|~5Jv s . cos x(¢) dt xo(s):=s.
0
Autor Lit.-Quelle 1011 [jxx — Xl = Raum
Altman [3] 1 310 000 000
Belazs und Janko [4], Satz 1 580 000 000
Collatz [7] 8 280 000
Grebenjuk [14] 97 000 000
Janko [22] 10 300 000 000
Kaazik [28], Satz 1 (A, := 0,945) 60 000 000
Mertvecova [40] 580 000 000
Mirakov [43], Satz 1 2 290 000
(Bereich wie bei Collatz)
Safiev [48], Satz 3 Vorauss. nicht Clo, 1]
erfillt
Shafiyev [58], Satz 1 460 000 000
Ulm [62], Satz 2 54 000 000
(a:= 1,25 kleinstmoglich)
Doring (5.1a) 82 500 000
(5.1b) 91,3
(5.1¢) mit (B7) 32,9
wirklicher Fehler [lx* — x5 || = 2,7
Doring (5.1¢c) mit (B7) 10
L,(©, 1)
wirklicher Fehler [lx* — x, || = 1,6
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Entsprechend “F”’(x)” <1/J2=:30.My= M, =(6./2) = 0,118
3 f571? Es ist Kl,® L2(0, 1) —» L,(0, 1) und

ez J([ ]! Gomefosar) = (3 o) -
= %/(%(2 - sin2)) =0,151 < 1.

Damit sichert das Banach-Lemma die Existenz der beschrankten Inversen

1 1

fol=0—-K)™" mit |fo'] < < = 1,178 =:

1 — K] T 1—o0151"

p.

(V1)—(V4) sind erfiillt, d.h. unter den Funktionen x(s), deren Integralmittel
J(Jo |x(f) — 1> dr) < 0,458 betriéigt, gibt es genau eine quadratisch Lebesgue-
integrable Funktion x*(s), die Losung von (1) ist, HV konvergiert von der Ordnung 3
gegen x*(s), und der (Integral-Mittel-) Abstand der Naherung x,(s) von x*(s) im

Intervall 0 < s < 1 ist kleiner als die in Tab. 4 aufgefiihrte Schranke.

Bemerkungen zu Tab. 4. 1. Prinzipiell gelten hier die Bemerkungen zu Tab. 2
ebenfalls. Fiir die Schranken von Collatz u.a. ist der Bereich so gewidhlt worden,

daB diese Schranken kleinstmdoglich wurden.

2. Das Verhiltnis der besten Schranke zum wirklichen Fehler ist im Raum L,
nur halb so groB wie im Raum C. Auch die Voraussetzungen (V3) sind in L, besser
erfiillt als im Raum C: Hier ist SM,{ = 0,161 wéahrend fM,{ = 0,12 fiir den L, gilt.

T T T T ] "‘E

1 2 3

Abb. 3. Zur Losung der Gleichung 2(1 — &) = (sin &)/¢.
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Dieser Vorzug des Raumes L, ist z.B. auch von Kantorovich [33] festgestellt worden
(vergl. die dortigen Beispiele zum Newton-Verfahren).

AbschlieBend sei zu Beispiel 2 noch bemerkt, daB sich die Lsung der gegebenen
Integralgleichung im vorliegenden Falle auch leicht exakt gewinnen IdBt: x*(s) =
= {*s, wobei &* als einzige Losung der transzendenten Gleichung

bestimmt werden kann. (vergl. Abb. 3).

Beispiel 3. Ein von Collatz [7] betrachtetes einfaches, ebenfalls leicht exakt
16sbares Matrix-Eigenwert-Problem:

(8.4) Ay = ABy, wo A:=< 2 3); B:=<"1 2).

-1 1 -2 1

Tab. 5. Nach HV berechnete Niherungswerte
zu Beispiel 3.

—0,59

1
0,7

0, 73620 37896 57620

—0,55825 75694 95594
2
0,73623 73841 74010

—0,55827 77262 05428)

—0, 55825 75694 95584 75694 95584

0,73623 73841 74027

—0,55825 75694 95584)

0,73623 73841 74027
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Man faBt hierbei nach Unger [63] die Kombinationen aus Eigenvektor und Eigenwert

y "= . <’71>
X = =19, mit y:=
2, 2’ M2

als Elemente des zugrunde zu legenden Banach-Raumes X auf mit der Norm Hx” 1=
:=max (||, |4]). (Eine Verwechslung der Komponenten von y mit den in den Sétzen
1,2,3 und 5 benutzten Zahlen #, ist nicht zu befﬁrchten.) Der Operator F wird
durch die Differenz der beiden Seiten der Matrixgleichung (4) und einer Normierungs-
bedingung fiir den Eigenvektor gebildet:

- (5;7)

Mit Collatz wihlen wir s(x) := 5, und als Matrix-Norm das Maximum der Zeilen-

Tab. 6. Vergleich verschiedener oberer Schranken fiir den Fehler der nach HV berechneten Nihe-
—0,55825 75694 95584

rung x, fir die in S= {x€R3 | [lx-—2x0 ]| 0,055} eindeutige Losung x* = 1
0,73623 73841 74027
—0,59
. . 23 —1 2 .
der Matrix-Eigenwert-Aufgabe 11 y=2 N 1) y mit x,:= 1
0,7

Autor Lit. — Quelle 101 | x* — x, || =
Altman [3] Vorauss. nicht erfullt
Belazs und Janko [4], Satz 1 1 990 000 000
Collatz [7] Vorauss. nicht erfillt
Grebenjuk [14] 61 500 000
Janko [22] Vorauss. nicht erfillt
Kaazik [28], Satz 1 (Hy:= 1) 36 900 000 000
Mertvecova [40] 75 000 000 000
Mirakov [43], Satz 1 (|| || 50 000 000
abgeschitzt Gber S)
Safiev [48], Satz 3 Vorauss. nicht erfiillt
Shafiyev [58], Satz 1 204 000
Ulm [62], Satz 2 (a:= 0) 170 000 000
Doring (5.1a) 252 000 000
(5.1b) 35,1
(5.1¢c) mit (B7) 22,7
wirklicher Fehler [[x* — x, || = 1,61
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betragssummen. Die ersten beiden Fréchet-Ableitungen lauten mit ihren Argumenten:

, Ay — ABy, — AoB , —J,By, — J,B
F(xo)x=<y ;;vo °y>; F(xo)x1x2=< lyz() 2y1>.
2

Das Verfahren der tangierenden Hyperbeln besteht also hier darin, bei jedem Itera-
tionsschritt ein Paar von Gleichungssystemen einmal zu 16sen.

Da die zweite Fréchet-Ableitung ein konstanter bilinearer Operator und somit
die dritte Ableitung der Nulloperator ist, vereinfacht sich im Falle eines (belicbigen
endlichdimensionalen) Matrix-Eigenwert-Problems der vorliegenden Gestalt die
a-posteriori-Schranke (5.1c) mit (B7) zu ((V4) ist hier stets erfiillt!)

65 Il S b Mady | s — e, vnen.
—0,59
Mit x4 := 1 berechnet man die in Tab. 5 zusammengestellten Naherungs-
0,7

werte und { = 0,0351 = S:={xe R*| |x — xo| £ 0,055}; M, =3; M;=0.
Die Matrix f, ist nicht singulir, also existiert f, !, und es ist § = 1,543 Hiermit
sind die Bedingungen (V3) und (V4) ebenfalls erfiillt. Also gelten die Behauptungen
(B1)—(B7) von Satz 3 fiir (.4) beziiglich S.

Wir schitzen den Fehler von x, = <i’ 2) ab. Die nach Satz 3 berechneten Schranken
2

fiir diesen Fehler sind in Tab. 6 aufgefiihrt. Daneben sind — wie bei den anderen

Beispielen — die nach den Sdtzen anderer Autoren ermittelten Zahlenwerte fiir

deren Fehlerschranken und der tatsichliche Fehler angegeben.

Die Bemerkungen zu Tab. 2 gelten prinzipiell auch fiir Tab. 6.
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Souhrn

NEKOLIK VET O METODE TECNYCH HYPERBOL V BANACHOVYCH
PROSTORECH

Boro DORING

Dokazuji se tfi riiznd zobecnéni Kantorovi€ovy véty o Newtonoveé metodé tykajici
se metody teénych hyperbol (iteraéni metoda tietiho fddu pro pfiblizné feSeni ne-
linedarnich operdtorovych rovnic v Banachovych prostorech). Za stejnych slabych
podminek je zaruCena existence a jednoznaénost feSeni, konvergence, fddovy odhad
a odhad chyby. Ziskané odhady chyby jsou mnohem lepsi nez dosud zndmé, zejména
v prostorech funkci. Vysledky jsou ilustrovdny piiklady operdtorovych rovnic
rizného typu.

Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. Boro Ddéring, Mathematisches Institut der Universitit
Disseldorf, BRD.
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