Aplikace matematiky

Miroslav Sisler
Uber die Konvergenz von Iterationsverfahren

Aplikace matematiky, Vol. 16 (1971), No. 1, 10-23

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/103323

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1971

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/103323
http://dml.cz

SVAZEK 16 (1971) APLIKACE MATEMATIKY ClisLo 1

UBER DIE KONVERGENZ VON ITERATIONSVERFAHREN

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 6. Mirz 1970)

Die Arbeit [2] befasste sich mit der Konvergenzbeschleunigung komplexer, durch
die Formel

(1) X,,, =P{'Q,x, + P{'b, v=0,1,2,...

definierter Iterationsverfahren, wo A = P, — Q) eine solche Zerlegung der Matrix A
des Gleichungssystems Ax = b ist, dass der Spektralradius Q(PI“QJ der Matrix
P;'Q, kleiner als 1 ist. Es wurde ein solcher Parameter k (im komplexen Gebiete)
gesucht, fiir den das modizifierte, durch die Formel

(2) X, =P7'Qux, + P b, v=0,1,2,...

definierte Iterationsverfahren am schnellsten konvergiert (d. h. fiir den der Spektral-
radius o(P, 'Q,) mdglichst klein ist); dabei ist P, = kP, Q= (k — 1) P, + Q,,
k * 0.

Es ist gut bekannt, dass fiir eine nichtsymmetrische Matrix A die Konvergenz
mancher oft benutzter Iterationsverfahren (z. B. des Jacobischen Verfahrens, des
Gauss-Seidelschen Verfahrens, Relaxationsverfahren usw.) nicht garantiert ist. In
diesem Fall muss man manchmal das Gleichungssystem in die symmetrische Form
tiberfithren, was den Fehler vergrossert und die Berechnungen kompliziert. In diesem
Artikel wird die Frage gelost, ob und unter welchen Voraussetzungen man durch die
geeignete Wahl des Parameters k ein konvérgierendes Iterationsverfahren (2) be-
kommen kann, wenn das urspriingliche Iterationsverfahren (1) nicht konvergiert.
Der Artikel kniipft sich eng an die Arbeit [2] an und setzt die Kenntnis der Ergebnisse
dieses Artikels voraus. ‘

Man setzte voraus, dass die Matrix P; 'Q, n paarweise verschiedene Eigenwerte A;,
i = 1,..., n hat. In [2] wurde die Formel

i — 1
(3) ui(k)-—-;L‘T+l, i=1,..,n
angefiihrt, wo mit p,(k) die Eigenwerte der Matrix P, ' Q, bezeichnet sind (es ist also
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4; = p1)). Dabei bezeichnen p(k) und 4, die am gleichen Eigenvektor entsprechen-
den Eigenwerte (wie aus dem Artikel [2] bekannt ist, hiingen die Eigenvektoren der
Matrix P, ' Q, nicht von k ab).

Wie in [2] definiert man wieder die Funktionen g; der komplexen Verinderlichen
k =k, + ki, k # 0, durch die Formel

@ 0l = o) =

[A4> | 2Rk, + J k)
2 2 + 2 2
kl + kZ kl + k2
wo A; = R; + Ji, A; = A; — 1ist.

Im Artikel [2] wurde vorausgesetzt, dass o(P; ' Q,) < 1ist, d. h. dass die Zahlen 4,
i=1,...,n im Kreise mit dem Radius 1 und dem Mitteplunkt im Punkte —1
liegen. Wie aus der Bemerkung 1 des Artikels [2] folgt, sind gewisse Sitze aus der
Arbeit [2] unabhingig von der Voraussetzung ¢(P; 'Q,) < 1. Eshandelt sich um die
Satze 1,2,3,5,6,7,9, 11 und um die Bemerkung 3. Auf diese Sdtze werden wir uns
in dieser Arbeit berufen.

Die Eigenschaften der Funktionen g; beschreibt der Hilfssatz 1 aus [2].

In der folgenden Betrachtung werden wir die Menge K solcher komplexer Zahlen k
untersuchen, fiir die die Ungleichungen

+1, i=1,...,n,

glky <1, i=1,..,n

gleichzeitig erfiillt sind. Da o(P; 'Q,) = max /[g{(k)] ist, stellt diese Menge K die
i=1,..n

Menge aller Werte des Parameters k dar, fiir die das Iterationsverfahren (2) konver-
giert. Nach Satz 9 des Artikels [2] (siehe auch [2], Hilfssatz 1, Behauptung c)) ist die
Menge K durch den Durchschnitt der Halbebenen p;

(5) pi = 2Rk, + 2Jik, + A <0, i=1,...n

gebildet (es ist klar, dass keine von diesen Halbebenen den Punkt k = O enthilt).
Man kann jetzt die Frage stellen, wann die Menge K nicht leer ist. Leicht kann man
die folgende Behauptung beweisen:

~ 1. Wenn k' € K, ist, liegen in der Menge K auch alle Punkte der Hdlfte der durch
die Punkte k = 0 und k = k' bestimmten Geraden, die ihren Ursprung in k = k'
hat und den Punkt k = 0 nicht enthdlt.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, dass diese Eigenschaft
jede von den Halbebenen (5) hat.

Nun beweisen wir den folgenden Satz:
2. Die Menge K ist genau dann nicht leer, wenn eine durch den Punkt k = 0

gehende Gerade p existiert, sodass alle Zahlen A; in einer durch die Gerade p
begrenzten offenen Halbebene liegen.
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Beweis. I) Jede Gerade p, die durch den Punkt k = O geht (mit Ausnahme der
Geraden k, = 0, d. h. der reellen Achse), kann man in der Form

(6) k; —qgk, =0
schreiben, wobei ¢ eine reelle Zahl ist.

a) Man setze voraus, dass die Gerade p die Form (6) hat und dass die Zahlen A,
in einer durch die Gerade p begrenzten offenen Halbebene liegen, dann haben die
Zahlen

Ri—qJ;, i=1,..,n

offensichtlich das gleiche Vorzeichen. Nun beweisen wir, dass auf der Geraden p’, die
zu der Geraden p senkrecht ist und durch den Punkt k = 0 geht, immer der Punkt
k' € K liegt. Die Gerade p’ hat die Gleichung

(7) gk, + k, =0,
sodass k, = —gk, ist. Nach Einsetzung in (5) bekommt man die Ungleichungen

2Rk, — 2Jqky + A <0, i=1,..,n
oder

2
() ky(R: — qJ)) < _% = .n

Legt man also k, = ki, wo k} eine Zahl mit geniigend grossem Absolutbetrag ist,
deren Vorzeichen dem Vorzeichen der Zahlen R; — gJ; entgegengesetzt ist, sind alle
Ungleichungen erfiillt. Der Punkt k' = k] — igk} liegt dann im Durchschnitt der
Halbebenen p;, d. h. es ist k' € K und also K = 0.

b) Man setzte voraus, dass die Gerade p die Form k, = 0 hat und dass die
Zahlen A; wieder in einer durch die Gerade p begrenzten offenen Halbebene liegen;
dann haben die Zahlen J;, i = 1, ..., n offensichtlich das gleiche Vorzeichen. Die zu
der Geraden p senkrechte Gerade p’, die durch den Punkt k = O geht, hat die Glei-
chung k, = 0. Nach Einsetzung in (5) bekommt man die Ungleichungen

2
9) Jik, < — IA—‘l

i=1,...,n.

Wenn man wieder die Zahl k, = kj, mit geniigend grossem Absolutbetrag, und mit
einem dem Vorzeichen der Zahlen J; entgegengesetzten Vorzeichen wahlt, sind alle
Ungleichungen (9)-erfiillt. Auf der Geraden p’ liegt wieder ein solcher Punkt k' =
= ik;, dass k' € K ist. Es ist also K = 0, was zu beweisen war.

1I) Entgegengesetzt beweisen wir jetzt, dass fiir K #+ 0 eine durch den Punkt k = 0
gehende Gerade p existiert, sodass alle Zahlen A; in einer durch die Gerade p begrenz-
ten offenen Halbebene liegen.
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Da K # Qist, kann man den Punkt k’ im Durchschnitt der Halbebenen (5) wihlen.

a) Essei k' = ki + ik} und es gelte k3 = 0. Legt man q = kj/kj, d. h. k{ = gkj,
dann erfiillt der Punkt k' nach der Voraussetzung die Ungleichungen (5), sodass die
Ungleichungen

2R gky + 2J.k5 + |4,]* <0,

2
k;(qRi + J,') < - l—Azi—[, i=1,...,n

gelten. Daraus folgt, dass alle Ausdriicke qR; + J; das gleiche Vorzeichen haben.
Das heisst aber, dass alle Punkte A; in einer durch die Gerade

p=gqk, +k, =0
begrenzten Halbebene liegen.
b) Wenn k = 0 ist, folgen aus (5) die Ungleichungen

2Rk + [4]* <0,
d. h.

Rk < —M.

Daraus folgt, dass die Zahlen R; das gleiche Vorzeichen haben miissen, sodass alle
Zahlen A; in einer durch die imagindre Achse begrenzten offenen Halbebene liegen.

Dadurch ist der Satz 2 bewiesen.

Bemerkung 1. Aus Satz 2 folgen jetzt folgende zwei Spezialfille: Wenn alle
imaginire Teile der Zahlen A; des Spektrums der Matrix P;'Q, das gleiche Vor-
zeichen haben, oder wenn alle Zahlen A; in einer offenen Halbebene liegen, diedurch
eine mit der imagindren Achse parallele und durch den Punkt 1 gehende Gerade
begrenzt ist, dann existiert ein solcher Wert des Parameters k, dass die modizifierte
Methode (2) konvergiert.

Nun werden wir uns mit der Frage der Lage des Optimalparameters in der Menge K
befassen (unter der Voraussetzung, dass diese Menge nicht leer ist). Als Optimal-
parameter wird wie in der Arbeit [2] eine solche komplexe Zahl k, bezeichnet, fiir
die der Ausdruck max \/[g,(k)] sein Infimum beziiglich k in der Menge K erreicht

(mit Riicksicht auf den Verlauf der Funktionen g; in der Menge K ist das Infimum
gleichzeitig ein Minimum). Unter dem optimalen Spektralradius verstehen wir
dann die Zahl

(10) o(Pi,' Qi) = r,l‘]? o(P,'Qy) = mkin m?x V0gdk)] .-
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In der Arbeit [2], Satz 2, wurde bewiesen, dass die Menge der Punkte k, fiir die
aik) = g,(k) (i # j) ist, eine Gerade

pij = ok, + Bk, + yi; =0

bildet, wo «;; = R; — Ry, Bi; = J; — Jj, yij = 3(|4)* = |4,]) .

Da wir voraussetzen, das K = 0 ist, liegen nach Satz 2 die Zahlen A; immer in
einer offenen Halbebene, deren Grenzgerade den Punkt k = 0 enthélt. Fiir beliebige
A;, A aus dieser Halbebene sind dann die Voraussetzungen des Satzes 3 aus [2]
erfiillt. Aus diesem Satz folgt, dass der Punkt k", in dem die Funktion g; (bzw. g;)
auf der Geraden p;; ihr Minimum annimmt, immer existiert und dass der Real- und
Imaginirteil des Punktes k" durch die Formeln
(11) ki — —(Ri + R) || |4, = Rj4* - RijA >

204 |4, + 2(RiR; + J.J))
—(i+ I AL A = TP — T
2|4, |4, + 2(RR; + J,J;)

(12) kY =

gegeben ist.

Unter k/* werden wir ferner einen solchen Punkt verstehen, fiir den g,(k"*) =
= g,(k'"*) = g,(k'*) ist (in diesem Punkte schneiden sich also die Flichen z = g,(k),
z = g{k), z = gi(k)). In [2] (Satz 5, Bemerkung 3) wurde gezeigt, dass der Punkt k"
genau dann existiert, wenn die Punkte A;, 4;, A, nicht kollinear sind. Dann schneiden
sich die Geraden p;j, pj pi; im Punkte k¥, wobei der Real- und Imaginirteil der
Zahl k'* durch die Formeln

AP = T) AP = )+ AP (- )
2 R(J;—J)+R(J = J)+ R(J; = J))

_ AP (R = R) + |4, (R = Ry) + |Auf* (R, - R))
2 J{R; = R) + J(Ry — R)) + JYR; — Ry)

(13) K=

s

(14) k% =

gegeben ist.
Fiir die Punkte k'/ gilt der folgende Satz:

3. Wenn die Zahlen A, i =1,..., n im ‘Kreise IAi + a| < b liegen, wo a =
2 b > 0 ist, dann liegen alle Zahlen k" im Kreise |k — a| < b.

Beweis. Man setze voraus, dass fiir irgendeine von den Zahlen k' die Ungleichung
|k — a|* = b* gilt. Da k" % Oist fir i, j = 1, ..., n (es kann nicht k" = 0 sein, da
fiir k = 0 die Funktionen g, g; keinen Sinn haben), kann man in diese Ungleichung
u'l = A;/kY + 1 einsetzen. Nach einigen Umformungen bekommt man sukzessiv
diese Ungleichungen:

|[4; = a(u — D|* z b?|u’ — 12,

(15) |A* = alA@ + AuT] + a(A, + A) = (> — @?) |u¥ — 1]7.
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Fiir die Real- und Imaginirteile der Zahlen u®/ gelten die Formeln

(16) i = |4, = (RiR; + J:J))
(1] + I/‘jl) ;]
y_ R,
1 4= Gl T el

(Diese Formeln wurden in der Arbeit [2] im Beweis des Satzes 3 abgeleitet.)
Mit Hilfe (16), (17) bekommt man sofort nach einer Umformung

2 —
(18) Agy 4+ Au = 2Rut + 2Juf wj__
(4 + [4,]) |45

und ferner

. . 2|A‘I2 A.I +2]A-|(R-R~+J.J.)
(19) lu‘.‘ — 1]2 - (uu —1)? + (uu)l _ i j il (RiR; i)

’ ‘ 2 (4] + 14114

Wenn man (18) und (19) in (15) einsetzt, bekommt man sukzessiv
lAilz - R IA |_—_M + 2aR; = 2( 2) lA |2 IAJ'I + lAiI (RiRj + JiJj)

(IAxI + |4;]) |45 (4 + (4D 4] ,

(20)

|4, (|[A:]> + 2aR) + |4 (|4;]* + 2aR;) = 2(b* — a?) A 4]+ RR, + 1J)).
4| + |4,

Nach Voraussetzung ist [A; + a|* < b%, d. h. |4,]* + 2R,a < b* — a® £ 0. Eine

ahnliche Ungleichung gilt auch fiir A;. Es gilt also die Ungleichung

Q1) A (j4* + 2aR) + |A] (A7 + 2aR)) < (b* = @®) (|4 + |4,]) .

Es sei a = b. Dann sind die rechten Seiten der Ungleichungen (20) und (21) gleich
Null, was ein Widerspruch ist.

Es sei a > b > 0. Wir werden beweisen, dass die durch die Verbindung der Un-
gleichungen (20) und (21) entstehende Ungleichung

2 — q? . 1N > 2 _ a2 iAfHAl_'_(RR"'JJJ)
(22) (£ ) (4 + |4,]) > 2(b ) Al ]

zu einem Widerspruch fiihrt. Da b> — a* < 0 ist, bekommt man nach Umformungen
der Ungleichung (22) sukzessiv die Ungleichungen

(|4 + (A4 < 2[|Ad] + |4,] + (RiR; + JJ))],
[4]* = 2(RiR; + J,J;) + |A)]* <0,
|[4; — 4, <0,

was ein Widerspruch ist. Dadurch ist der Satz 3 bewiesen.
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Mit Hilfe des Satzes 3 beweist man sofort den allgemeineren Satz 4.

4. Wenn die Zahlen A, i = 1,...,n im Kreise [Ai + al < b liegen, wo a eine
komplexe Zahl und |a| = b > 0ist, dann liegen die Zahlen k' im Kreise |k — a| <
< b.

Beweis. Es sei ¢ eine reelle Zahl, fiir die die Zahl @ = ae' reell und positiv ist. Man

definiere ferner die Zahl J4; = A,¢'* = R; + iJ; und die Zahl k¥ = k¥ + ik¥, wo

(23) fii— — (R; + R) |4 |4,] — Rj|A|* — R4, ’
1 A4 14 + ARE, + T,

-(Ji+J) I/~1i| [;ljl — JjA* - ji|;1f|2

24 ky = L o
(24) : 2|4, |4, + 2(RR; + TJ))

ist. Nun beweisen wir, dass
(25) k= kY +iky =
= (k¥ cos @ — k¥ sin @) + i(k¥ cos ¢ + k¥ sin @) = k'e'
gilt. Aus der Beziehung A; = A, folgt sofort, dass
(26) R,=R;cosp — J;sing, J,=J,cosp + R;sin¢

ist, und dhnlicherweise fiir A;.

Nach Einsetzung von (26) in (23), (24) bekommt man mit Hilfe der Formeln (11),
(12) nach einer Umformung die Formel (25).

Da nun |4; + @] = |4 + ae'’| = |A4; + a| < b ist, wo @ reell ist, |d] = |a],
0 < a < b, folgt aus Satz 3 die Ungleichung |k — 4| < b und da |kY — 4] =
= |kYe'? — ae?| = |k — a] gilt, ist der Satz 4 bewiesen.

Ferner gilt der folgende Satz:

5. Wenn die Zahlen A;, i = 1,...,n im Kreise lAi + a] < b liegen, wo a eine
komplexe Zahl ist, ]a[ = b > 0, dann liegt der Optimalparameter ko im Durch-
schnitt des Kreises [k — ai < b und der Halbebenen

(5) 2Ry + 20k, + AP <0, i=1,..,n.

Beweis. Aus [2], Satz 7 folgt, dass der Optimalparameter im kleinsten konvexen,
die Punkte k' enthaltenden Vieleck liegt. Da nach Satz 4 diese Punkte im Kreis
Ik - a| < b liegen, liegt in diesem Kreis auch der Optimalparameter. Der Optimal-
parameter muss ferner in der Menge K liegen, d. h. im Durchschnitt der Halbebenen
(5). Dadurch ist der Satz 5 bewiesen. ’
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Bemerkung 2. Eine unmittelbare Folgerung des Satzes 5 ist der Satz 4 des Artikels
[2], wenn man a = b = 1 legt. (In dem Artikel [2] untersuchen wir den Fall, wenn
|[A; + 1] < 1 fiir alle i gilt.)

Aus den Sétzen 2 ind 5 folgt dieser Satz:

6. Wenn die Zahlen A; in irgendeinem den Punkt k = 0 nicht enthaltenden
Kreis K, liegen, dann ist die Menge K nicht leer und der Optimalparameter liegt
im Durchschnitt dieser Menge und des zu dem Kreise K beziiglich des Koordina-
tenursprungs symmetrisch liegenden Kreises.

Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes 8 aus dem Artikel [2].

7. Es gelte fiir eine gewisse komplexe Zahl k, die Ungleichung Q(P,;‘le) < 1.
Dann liegt der Parameter ko, fiir welchen der Spektralradius o(P; ' Q,) sein Mini-
mum annimmt, innerhalb des Kreises |k — k| < |k,]|.

Beweis. Man bezeichne P,, = P,, Q,, = Q,. Es ist also o(P;'Q,) < 1. Man
definiere jetzt die Matrizen

Fm:mplv arnz(m_l)sl+6l'
Wenn man mk,; = k legt, dann gelten die Beziehungen

P,=mP, = mP, = mk P, = kP, = P,

6,,,=(m - 1)P, + Q, =(m—1)P, + Q, =
=(m—1)k,P, + (k, — )P, + Q, = (mk, — 1) P, + Q, =
=(k-1)P, +Q, =Q,.
Aus dem Satz 8 des Artikels [2] wissen wir, dass der Spektralradius o(P,, 'Q,,) sein
Minimum im Kreis |m — 1| < | annimmt. Da nun o(P,'Q,) = o(P; 'Q,) fiir

m = kfk, ist, nimmt der Spektralradius o(P, 'Q,) sein Minimum im Kreis |k/k; —
— I[ < 1, d. h. im Kreis ]k — k,l < ]k,’, an, was zu beweisen war.

Bemerkung 3. Wenn o(P;'Q,) < 1 und o(P.'Q,,) < I fiir |k,| < I ist, gibt
der Satz 7 ein kleineres Gebiet fiir den Optimalparameter an, als der Satz 8 aus dem
Artikel [2].

Aus dem Satz 6 des Artikels [2] wissen wir, dass der Optimalparameter k, immer
irdendeinem von den Elementen der Menge M, oder M; gleich ist, d. h. ko e M, U
U M;. Die Menge M, enthilt dabei die Zahlen k%, fiir die die Beziehungen

(27) glk'y =g (kY)y z g(kV), I=1,...n, I+i, l+j
gelten. Die Menge M, enthilt ferner nur die Zahlen k'*, fiir die die Bezichungen
(28)  g(k*) = g, (k%) = gk = g(k), I=1,..,n, I+i, I+j, l+k
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gelten. Der folgende Satz charakterisiert geometrisch die Elemente der Mengen M,
und M,.

8. a) Es ist k¥ € M, genau dann, wenn k' die Ungleichungen
(29) auki + Buki + 74 20,
O‘jzk;j + lek;j +7720

erfiillt, wo l = 1,...,n, 1 % i, 1 % j ist.
b) Es ist ki* € M5 genau dann, wenn k'** die Ungleichungen
(30) ok + Buki* + 9, 20,
o‘jtkijk + lek;jk +7,20,

a kP + Bk + 94 2 0
erfiillt.

Dabei hat die Ungleichung
(31) arskl + ﬂr:kl + Vs g 0

diese geometrische Bedeutung: der Punkt k = k; + k,i liegt in jener abgeschlosse-
nen, durch die Gerade p,; begrenzten Halbebene, die den Koordinatenursprung
enthdlt (bzw. nicht enthdlt), wenn |A,| > |A| (bzw. |A,| < |44]) ist. Falls |4,] = |A|
ist, sagt die Ungleichung (31), dass der Punkt k = k, + ik, in jener abgeschlossenen
durch die Gerade p,, begrenzien Halbebene liegt (die Gerade p,, geht in diesem
Falle durch den Punkt k = 0), die den Punkt A, enthdlt.

Beweis. a) Der Punkt k'/ liegt in der Menge M,, wenn (27) gilt. Aus den Unglei-
chungen g (k") = g/(k"), g{(k") = g(k") und aus der Bezichung (4) folgen nach
einer Umformung die Ungleichungen (29). Ahnlicherweise bekommt man auch die
Ungleichungen (30). Es ist ferner klar, dass fiir |4,| > |4,] y,, > 0ist und dass in der
Halbebene (31) der Punkt k = 0 liegt. Wenn im Gegenteil |4,| < |4, ist, ist y,, < 0
und der Punkt k = 0 liegt nicht in der Halbebene (31). Wenn |4,| = |4,] ist, ist
7»s = 0 und nach Einsetzung in die Ungleichung (31) fiir y,, = 0, k; = R,, k, = J,
bekommt man mit Riicksicht auf die Gleichung R?> + J? = R2 + J? sukzessiv die
Ungleichungen

(Rr - Rs)Rr + (‘]r - Js)‘]r g Oa
IR +4J2 + 3R} + 3J? — RR, — J,J, 20,
(R, =R+, —-J)=z0.

Die letzte Ungleichung ist offensichtlich erfiillt, sodass der Punkt A, in der Halbebene
(31) liegt. Dadurch ist der Satz 8 bewiesen.
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Nun werden wir noch einige geometrische Konstruktionen beschreiben.
I. Die Konstruktion der Halbebene
Q) pi = 2Rk, + 2Jk, + |47 <0.

Die Grenzgerade dieser Halbebene ist offensichtlich die auf die Richtung A4;
senkrechte Gerade, die durch den Punkt —A,/2 geht. Offensichtlich enthélt diese
Halbebene den Koordinatenursprung nicht. Daraus folgt ihre Konstruktion.

II. Die Konstruktion der Geraden p;;. Die Gerade p;; hat die Gleichung

aiiky + Bijky + y;; =0,
d. h.
(R,- - Rj) kl + (Ji - Jj) kz + %(lAiIZ - IAJ'IZ) =0.

Es ist klar, dass diese Gerade senkrecht auf die Richtung A; — A; ist und durch den
Punkt A = —}(4; + A;) geht.

I1I. Die Konstruktion des Punktes k'*. Der Punkt k'/* existiert, wie wir schon
wissen, nur im Falle, wenn die Punkte A;, A4;, A, nicht auf einer Geraden liegen. Dann
schneiden sich die Geraden p;j, p;i, Pi; genau im Punkte k¥,

IV. Die konstruktion des Punktes k" auf der Geraden p;;. Der Punkt k¥ ist der
Schnittpunkt der Geraden p;; und der Kreislinie K;;, die durch die Punkte 0, — 4,
— A; geht. Der Punkt k¥ ist derjenige
von den beiden Schnittpunkten der PN ’
Kreislinie K;; und der Geraden p;;, J ’
der auf dem Segment —A, —A;

liegt, das den Punkt k = 0 nicht S

enthilt (siche Abb. 1).
Beweis. a) Es sei |[4] < |4)]. l,/’ ____

Definiert man in der komplexen ,dA*"_ """"

Ebene eine Kreisinversion durch die  ~ "4
Beziehung

A;
(32) u=-*1 Abb, 1.

(siehe Beweis des Satzes 3 in [2]), dann entspricht der Geraden p;; mit der Gleichung
(33) pij = ok, + Bijky + 75 =10

eine Kreislinie mit der Gleichung

(34) (uy —dy)* + (uy — dy)* — (d, + 1)2 —d3; =0,
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(35) gy = AR 2Byl oy g PR s

2)’;‘,‘ 27.’;
ist. Wie wir schon aus dem Artikel [2] wissen, entspricht der Minimalpunkt k'/ der
Funktion g; auf der Geraden p;; in der Kreisinversion (32) dem Punkte u®/ der
Kreislinie (34), der dem Koordinatenursprung am néchsten liegt, d. h. dem Schnitt-
punkte dieser Kreislinie mit der durch den Mittelpunkt der Kreislinie (34) und durch
den Nullpunkt (d. h. durch die Punkte [0, 0], [ —d,, d,]) gehenden Geraden. Diese
Gerade hat die folgende Gleichung:

(36) dyu, + dju, =0.

In der Kreisinversion (32) entspricht nun dieser Geraden die Kreislinie K;; mit der
Gleichung

(37) K. =k + d;R; + d,J; 2+ ks — diR; — dyJi\* _
Y : 2d, : 2d,

_ (dyRi +d TN (dR = dyJ\ 0
2d, 2d, '

Nach Einsetzung in die Gleichung (6) und mit Hilfe der Bezichungen (35) stellt man
sofort fest, dass auf der Kreislinie K;; die Punkte 0, —A;, —A; liegen. Daraus folgt
die Konstruktion der Kreislinie K;; (siehe Abb. 1). (Der Mittelpunkt dieser Kreislinie
liegt immer auf der Geraden p;;, da diese Gerade durch den Punkt —3(A4; + A;) geht
und senkrecht zur Richtung A; — A; ist.)

Es ist klar, dass der Punkt k% nun ein Schnittpunkt der Geraden pi; und der Kreis-
linie K;; ist, denn der Punkt k' entspricht in der Kreisinversion (32) dem Schnitt-
punkt u’/ der Kreislinie (34) und der Geraden (36).

Man karn jetzt beweisen, dass der Punkt k' jener von der Schnittpunkten der
Gerade p;; und der Kreislinie K;; ist, der auf dem den Punkt O nicht enthaltenden
Segment liegt.

Wir untersuchen jetzt die Punkte 0, u”/, z¥, wo z¥ = [(|4,]| + |4;|)/|4,]] u" ist.
Diese Punkte liegen alle auf der Geraden (36) in der angefiihrten Reihenfolge, denn
es ist (|4,] + |4,])/|4,] > 1. Man kann leicht feststellen, dass dem Punkte z” in der
Kreisinversion (32) der Punkt — A; entspricht. Fiir den Punkt u*/ gelten namlich die
Beziehungen

= R.J; — J:R;
145 (4] + |4,])
(siche die Formeln (16), (17)). Aus der Beziehung (32) nach Einsetzung der Zahl z*"/

fiir u und mit Hilfe der oben angefiihrten Beziehungen fiir u bekommt man nach einer
Umformung die Gleichung —A; = A;/(z" — 1), was wir beweisen sollten.

i [47 = (RiR; + JiJ))
4,1 (|4 + |4,))
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Den Punkten oo, 0, u¥, z¥/, oo, die in der angefiihrten Reihenfolge auf der Geraden
(5) liegen, entsprechen dann in der Kreisinversion (32) Punkte der Kreislinie K;; in
folgender Reihenfolge: 0, —A,, k', — A}, 0. Hiervon folgt, dass der Punkt k" jener
von den Schnittpunkten der Geraden p;; und der Kreislinie K;; ist, der auf dem den
Punkt 0 nicht enthaltenden Segment —A;, —4; liegt.

b) Es sei jetzt [A;] = |4;|. Die Gerade p;; hat dann die Gleichung
(Ri = R)ky + (Ji = J))ky = 0.
Daraus folgt ihre Konstruktion. Wenn man diese Gerade in der Form
(33) pi; = Ak + Ak =0

schreibt, wo A = B;; + io;; ist, dann bekommt man mit Hilfe der Bezichung (32)
und nach einer Umformung die Gerade

(34" —Adu + AAji — AA; + A4, =0,

die offensichtlich durch den Punkt u = 1 geht. Die durch den Nullpunkt gehende
und zu der Geraden (34’) senkrechte Gerade schneidet diese Gerade im Punkte u'/
(dieser Punkt entspricht in der Kreisinversion dem Minimalpunkt k¥ der Funktio-
nen g;, g; auf der Geraden pij). Es handelt sich um die Gerade

(36)) A + Adu = 0.

Dieser Geraden entspricht in der Kreisinversion allgemein wieder die Kreislinie mit
der Gleichung

(37) K;; = kk(AA; + AA4) + |4, (4k + AK) = 0.

Diese Kreislinie schneidet also die Gerade p;; in Punkten 0, k*. Man kann leicht
beweisen, dass auf der Kreislinie K;; die Punkte 0, —A;, —A; liegen. Fiir die Punkte
0, — A, folgt dies sofort nach der Einsetzung in (37). Wenn k = — A; ist, bekommt
man nach einer Umformung die Gleichung

|[4]* (44; + A4;) — |A)? (A4; + A44;) = 0.
Da |A;| = |4;| # 0 ist, bekommt man sukzessiv
AA; + AA; = AA; + AA;,
Re A(A; — A4)) = 0,
Bijai; — oijBiy = 0.
Das ist aber eine giiltige Beziehung.

Die Konstruktion ist also ein Spezialfall der Konstruktion fiir |4;] # |4,|.
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Es sei noch bemerkt, dass fiir 4; = — A, die Kreislinie (37’) in die durch die Punkte
A;, 0, — A, gehende Gerade iibergeht. (In diesem Falle ist nimlich 44; + 44; = 0.)
Diese Kreislinie fliesst aber mit der Gerade (33) zusammen, sodass kein Schnitt-
punkt k¥ existiert.

Beispiel. Setzt man z.B. voraus, dass das die Matrix P; 'Q, die folgenden Eigen-
werte besitzt:

A= —04+ 14, A, =—25+ 18, Ay =—29—12i.

Dann ist o(P;'Q,) = 3,14, was bedeutet, dass das Iterationsverfahren (1) nicht
konvergiert. Die Zahlen

A= —1,4 + 1,4i, A, = =35+ 1,8, Ay = —39— 1,2
liegen offensichtlich im Kreise mit der Gleichung
|4 +a| <b,

wo a = 2,72 — 0,171, b = 1,8 ist. Laut Satz 4 liegt der Optimalparameter im Durch-
schnitt des Kreises

lk - al <b
und des Gebietes K, das diesem Falle der Durchschnitt der folgenden den Koordina-
tenursprung nicht enthaltenden Halbebenen ist:

= 2,8k, + 2,8k, + 1,98 <0,

= —7k, + 3,6k, +394<0,
py = —T.8k, — 2,4k, + 4,08 < 0.

S
[
([

In Abb. 2 ist dieses Gebiet durch
eine starke Linie gekennzeichnet.
Man sieht, dass in diesem Gebiet die
Zahlen

k*® =43 — 0,38i,
' k' = 3,43 — 0,851,
k'3 = 2,8 — 0,161

Abb. 2.

liegen, wihrend die Zahl k'2? = 2,37 — 1,72i zu diesem Gebiet nicht geh6rt. Nach
Satz 6 des Artikles [2] ist der Optimalparameter irgendeiner von der Zahlen k'?,
k23, k'3, k122 gleich. Mit Riicksicht auf die Tatsache, dass die Zahl k23 nicht im
kleinsten die Punkte k'2, k23, k!® enthaltendem konvexen Vieleck liegt, kann nach
Satz 7 des Artikels [2] der Punkt k'23 nicht als Optimalparameter in Betracht
kommen. Da ferner k'2 ¢ K ist, kommen nur die Punkte k*3, k'* in Betracht. Nach
Einsetzung dieser Zahlen in die Funktionen gy, g5, 95 (oder mit Hilfe des Satzes 8)
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stellt man leicht fest, dass der Optimalparameter der Punkt k'3 ist und dass der
optimale Spektralradius der Zahl

o(Piii Quiz) = /[9,(K**)] = 0,696

gleich ist. Dass bedeutet aber, dass das Iterationsverfahren fiir den Parameter k'3 gut
konvergiert.

In Abb. 2 ist die Konstruktion der Punkte k2, k'3, k?3, k'?3 und der den Optimal-
parameter enthaltenden Gebiete angedeutet.
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Souhrn
O KONVERGENCI ITERACNICH PROCESU

MIROSLAV SISLER

Prace se zabyva otazkami konvergece iteradnich procesiti pro feSeni soustavy m line-
drnich rovnic Ax = b. Pfedpoklddd se, Ze je ddn iteraéni proces definovany vzorcem

(1) X1y = P7'Q,x, + P{'b, v=012,...,

kde A = P, — Q, je jisty rozklad matice A. Pfitom je lhostejné, zda tento iteraéni
proces konverguje & nikoliv (tj. uvaZuji se i takové rozklady A =P, — Q,, Ze
spektralni polom&r matice P;'Q, je v&t3i nebo roven 1).

V praci se vySetfuje modifikovany iteracni proces definovany vzorcem

(2) xv+1:Pk_lexv+Pl:lb’ V=0,1,2,...,

kde P, = kP, Q. = (k — 1) P, + Q, a k je nenulovy komplexni parametr (ptivodni
proces je tedy specialnim pfipadem pro k = 1).

V ¢lanku jsou dokazany nutné a postacujici podminky pro to, aby existovala ne-
prazdnad mnoZina K parametrfl k, pro n&Z iteradni proces (2) konverguje (vita 2).
Dale je zkouména otazka polohy optimélniho parametru v komplexni roving (pokud
K * Q)), tj. parametru k, pro n&jZ je spektralni polomé&r matice P, 'Q, minimalni
(véty 5,6 a 7).

V &lanku je uvedena i geometricka konstrukce optimalniho parametru. DosaZené
vysledky jsou demonstrovany na numerickém piikladé.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc, Matematicky ustav CSAV v Praze,
Zitna 25, Praha 1.
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