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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

LOSUNG EINIGER INTEGRALGLEICHUNGEN ERSTER ART
II. DIE FRAGEN DER LOSBARKEIT

BoHUSLAVA HAKKOVA

(Eingegangen am 25. Februar 1971)

Manche Aufgaben der Elastizititstheorie, der Warmeleitung und andere Aufgaben
der mathematischen Physik, in welchen die gemischten Randbedingungen auftreten,
kann man mittels der Integralgleichungen erster Art 18sen. Im Artikel [3] wurden
die technischen Probleme eingefiihrt, fiir deren Losung schon friiher (siche die in [3]
zitierte Literatur) solche Integralgleichungen zusammengestellt wurden, die verschie-
dene physikalische Beziehungen ausdriicken, aber vom mathematischen Standpunkt
sehr verwandt sind. In vereinfachter Form kann man sie folgenderweise schreiben:

(1) J SIn ng - S0 s ys)ds=f(p), 0<Z¢,s<a<m.
on=1 n

In den Artikeln [3] und [4] wurde die Existenz genau einer solchen Lésung y e
€ L,(0, a) bewiesen, die die gegebene Integralgleichung im klassischen Sinne erfiillt.
Dabei hat man solche rechten Seciten der Gleichung (1) genommen, die hinsichtlich
der Ingeniecursanwendungen interessant waren. Diesbeziiglich wurde das Problem
befriedigend aufgeldst. Vom mathematischen Standpunkt ist die Frage der Lsbar-
keit der Gleichung (1) fiir eine ,,beliebige* rechte Seite offen geblieben. Dieser Artikel
beschiftigt sich mit der Bestimmung eines solchen Raumes der rechten Seiten, dass
in einem gewissen Raum eine einzige Losung der Gleichung (1) existiert.

Zuerst fiihren wir zwei definitionen ein

Definition 1. Erwdgen wir eine lineare Mannigfaltigkeit L der Funktionen
yeLy—mn, n), die auf dem Intervall (—m, ) ungerade sind und ausser dem Inter-
vall (—a, a), 0 < a < n, verschwinden. Bezeichnen wir y, die Fourierkoeffizienten

der Funktion y und definieren in L die Norm durch die Beziehung || y| = (Y. y2/n)"/2.
n=1
Die Abschliessung der gegebenen linearen Mannigfaltigkeit beziiglich dieser Norm

bezeichnen wir W™1/2,
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Definition 2. Sei M die Untermenge solcher Funktionen f von der linearen

el
Mannigfaltigkeit L, dass ¥ nf; < oo ist, wobei f, die Fourierkoeffizienten der

n=1

Funktion f sind. Definieren wir in M die Norm durch die Beziehung “]“ =

ce)

= (Y nf})"*. Die Abschliessung der linearen Mannigfaltigkeit M beziiglich

n=1

dieser Norm bezeichnen wir W'/,

Die rechte Seite f der Integralgleichung (1) wurde fiir die Verdnderliche ¢ €
€ {0, a) gegeben. Erweitern wir sie auf das Intervall (—a, a) als eine ungerade
Funktion und bezeichnen h(¢) = f(o) fiir ¢ € (—a, a), h(p) = 0firp e(—n, —a)u
U (a, ). Im Weiterem erwiigen wir solche Funktionen f(o), fiir die h(p) € W'/? ist.

Bezeichnen wir A(r, ¢) die auf dem Einheitskreis K harmonische Funktion, die
im Sinne der Spuren die Randbedingungen
(2) A1, ¢) = h(p) fir pel—a,ay,
02 .
a—(l,(p):O fir pe(—mn —a)u(a, )
r

erfiillt. Da h e W'2 ist, existiert eine einzige Losung 4 € Wi(K) (siche [2], wo auch
die Definition des Raumes W{" eingefiihrt ist). Dabei gilt ([2])

(3) [ lw.oimy = Clto]lwaowy + 9] o)) »

wobei K die Grenze des Kreises K ist, C ist eine nur von gegebenem Gebiet abhén-
gende Konstante, g = 0 in unserem Fall und u, ist eine Funktion aus W{"(K), fiir
welche ugx. = h im Sinne der Spuren gilt. Da h e W'/? ist, kann man u, so kon-
struieren, dass [uo|w,mx) S Cil[h|wi2 ist, wobei C, nur von gegebenem Gebiet
abhingt. Aus (3) folgt

(4) |2y = Caflhllwice
Aus den Randbedingungen (2) folgt, dass die Funktion 4 eine ungerade Funktion

beziiglich der Verinderlichen ¢ ist, deshalb kann man A(r, ) = Y a,r"sin ne
n=1

schreiben, wobei a, vorldufig die unbekannten reellen Koeffizienten sind. Nach der
Definition der Norm im Raum Wi ([2]) gilt

A\ 2 2 0
“}“”tzvzm(m = .ﬁ\ 22 dK + J'J‘ [(iﬁ) + (1 _6&) :I dK = ) nay ; *)
K xkL\or rde n=1

o) o0
*) Fir A(r, ) = Zlanr" sin ng gilt 3™ do [§ [(6A/er)* + (1fr 82/0@)*1 rdr = = 3 na? .
n= =1

n
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deshalb gilt fiir die Koeffizienten a, nach (4) die Ungleichung

2

na, < Cslh[g;

ﬂMs

©)

dabei hiangt die Konstante C; von h € W'/? nicht ab.

Definieren wir

(6) Vs = na, .
Nach (5) ist
0 2
0 ) yT, < Clhffin < .

Setzen wir zuerst voraus, dass die Losung 4 so glatt ist (und die Koeffizienten a,
solche sind), dass die Reihen Z a, sin no, Z na, sin ne auf K* gleichmissig konver-
gxelen Da dle bolgc " "fui r<1 erllgelnthch monoton ist, sind die Reihen
Z a,r" sin no, Z na,,r !sin ne auf K gleichmissig konvergent und aus den Rand-

bedmgungen (2) fo]gt

(3) Y a,sinng = h(p) fir pel—a,a),
n=1

9) Y na,sinng =0 fir ge(—n —a)u(a ).
n=1

Definieren wir die Funktion y auf K* mittels der Gleichung

0

(10) ¥(s) = i Y yusinns.

Nach (8) ist y = 0 fir ¢ € (—n, —a) U (a, n). Also fiir ¢ € <0, a) gilt

J 5 sin ng . sin ns ()ds‘f ZSIIM2ZV sin ks ds =
n

o n=1 T k=1

TTn=1 n n=1

_2 Y smne y"J‘ sin? nsds—-Za sin ng = h(p) .
0

Wenn also alle diese Operationen ,,zulédssig* sind, ist die durch (6) und (10) definierte
Funktion die Losung der Gleichung (1). In Weiterem werden wir zeigen, dass diese
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Operationen z. B. in dem Fall ,,zulassig** sind, wenn die rechte Seite f((p) der Glei-
chung (1) eine Funktion mit kompaktem Tréger ist. (Darunter werden wir schon auch
die unendliche Differenzierbarkeit dieser Funktion verstehen.) So wird also die Kor-
respondenz zwischen den Raumen W'/2 und W™ !/? gegeben, vorliufig nur fiir sehr
spezielle Funktionen aus dem Raum W'/2. Diese Korrespondenz werden wir — als_
eine Folgerung der mittels der Ungleichung (7) gegebenen Stetigkeit dieser Abbil-
dung — auf den ganzen Raum W'/? erweitern. Da die Funktionen mit kompaktem
y Trager im Raum W2 dicht sind,
approximieren wir also in allge-
x  meinem Fall die gegebene Funktion
aus W'? durch Funktionen mit
Z Z5 ‘ kompaktem Triager. Die entspre-
chende Folge der Losungen y(s)
. . konvergiert in Folge von(7) zu einem
Z1=-X1- 1) Z2=X1-1%1 gewissegn Element )gz € W”(l/)z, welches
wir die verallgemeinerte Losung der
Gleichung (1) nennen werden. Aus
der Eindeutigkeit der Losung des

betrachteten gemischten Problems

/ / / / (2) und aus der Ungleichung (7)
/ folgt die Eindeutigkeit der so defi-

/ nierten verallgemeinerten Losung

Wy =-1 0 Wy=1 der Gleichung (1).

23=0

Abb. 1.

Beweisen wir also, dass wenn f(¢)
Abb. 2. eine Funktion mit kompaktem Tra-
ger auf dem Intervall (0, a) ist, dann
hat die Integralgleichung (1) eine einzige Losung y € Ly(0, a).
Bilden wir schrittweise den Kreis K konform a) auf die Oberhalbebene und b) auf
das Rechteck folgendermassen ab:

a) Die lineare Abbildung, die zu den Punkten z,, z,, z; auf der Kreislinie K* =
= |z +i] =1, wobei z; = —x; — iy, (x; >0, y; > 0), z;, = x; — iy;, z3 =0,
drei Punkte w, = —1, w, = 1, w3 = co auf der reellen Achse zuordnet, wird mittels
der Funktion w = y,(2 — iz)[x,z gegeben. (Abb. 1 und Abb. 2.) Speziell den Punk-
ten auf der Kreislinie x* + (y + 1)> = 1 werden die Punkte w = —yx/x,y zu-
geordnet. Weil y e {(—2, 0 ist, nimmt die Funktion w(y) fiir x = +./(—=y* — 2y)
von Null bis + oo zu, fiir x = — \/(—y® — 2y) ist diese eine abnehmende Funktion
von Null bis —oo. Wenn wir x = x;, y = —y, legen, es wird w = 1; fiir x = —x,,
y = —y, wird es w= —1. Weiter wihlen wir die Zahl k (0 < k* < 1), dann
existieren Punkte z, = x4 + iy4, Zs = X5 + iy, die auf der Kreislinie |z + i| =
liegen, fiir deren Koordinaten y, = ys > y,; gilt und denen die Punkte w, = — l/k,

= 1/k entsprechen.
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b) Die Funktion
¢I>=H(w)=J / de , 0<k?<1,%)

A (1 — k)

bildet die Oberhalbebene auf das Rechteck Q mit den Scheiteln A[w,, 0], B[w;, w,],
C[ -, w,]. D[ —w,, 0] ab, wobei w,; und w, positive Zahlen sind:

o = | dt . :J~1/k dr
1 L J=-2)y =) ) @ - -kR)

-y wy

|
>t|- N
RI* ‘

Abb. 3. Abb. 4.

Dabei fiir 0 < w <1 liegt H(w) = @ im Intervall (0, ®,), fiir we (1, 1/k), bzw.
w e (—1/k, —1), liegt ® auf der orientierten Strecke AB, bzw. CD; wenn w auf der
reellen Achse von l/k bis + o0, bzw. von — oo bis —]/k, durchliuft, lauft & die

Strecke von @, + iw, bis iw,, bzw. y

von iw, bis —w,; + iw, durch. P=0

(Abb. 3 und 4.) -X
Den Teil der Kreislinie K® fiir

¢ €(—a, a) kann man also konform -bl b

auf den Teil der Grenze Q" des
Rechteckes ABCD abbilden; dabei
lauft @ schrittweise die Strecken DC,
CB, BA durch. (Abb. 5 und 6.)
Setzen wir die Funktion f(¢) als Abb. 5.
ungerade Funktion auf das Intervall
—a, a) und weiter als Nullfunktion ’ ’,
Eluf das Intervall {(—mn, n) fort und ¢ ¢ g8
bezeichnen sie h(¢p). Die Funktion
h(p) hat einen kompakten Triger

@

in dem Intervall (—a,a) und ist - A - U
hochstens in den Punkten des Inter-
valls {—b, b), das im Intervall
(—a, a) liegt, von Null verschieden. Abb. 6.

*) Dle Werte der zweideutigen Funktion \/((1 — t2) (1 — k2t?)) nehmen wir aus dem Kurven-
zweig, der fiir 7 € (0, 1) positive Werte annimmt.
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Aus den Eigenschaften der angefiihrten konformen Abbildung folgt, dass dem
Intervall (—b, b> die Strecke C'B’ entspricht; bezeichnen wir dieses Intervall
{~ws3, w3 = {—w, w». Der Funktion h(¢), ¢ € {—b, by, entspricht die Funk-
tion h(u), u € {— w3, 3).

Bezeichnen wir b, die Fourier-Sinuskoeffizienten der Funktion & im Intervall
{—=w;, w,;» und bilden wir die Funktion

(11) U(u,u>§ ()__fg(,_/cu wel—oy, 0

cosh (nnw,fw,)  ve<0, w,) .

In Hinsicht auf die Tatsache, dass b, die Fourierkoeffizienten einer Funktion mit
kompaktem Triger auf {( —w,, @) sind, hat die Funktion U(u, v) sogar Ableitungen
aller Ordnungen nach u und v einschliesslich der Grenze Q" und diese Ableitungen
kann man mittels des gliedweisen Differenzierens der Reihe (11) bekommen. Von hier
folgt leicht, dass die Funktion U(u, v) in @ harmonisch ist und auf Q" die Rand-

bedingungen: U(+w,, v) = 0, U(u, w,) = Y b, sin (nnuw,), (3U/ov) (u, 0) = 0 er-
n=1

fiillt. Offenbar ist also die Funktion U(u, v) das konforme Bild der gesuchten Funk-
tion A(r, ¢). Die stetige Fortsetzung der Funktion U(u, v) auf Q" ist (als Funktion des
Parameters s auf der Grenze) eine stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung.
Die beniitzte konforme Abbildung ist stetig einschliesslich der Grenze und lings der
Grenze besitzt diese Ableitungen beliebiger Ordnung mit Ausnahme der Punkte
Z4, 22, Z4, Z5, die den Punkten A, B, C, D entsprechen; hier hat die Abbildung eine
unendliche Ableitung. Auch die inverse konforme Abbildung ist stetig einschliesslich
der Grenze. Von hier folgt vor allem, dass A(r, ¢) eine stetige Funktion im K ist.
Bezeichnen wir A(1, ¢) = F(¢p). Aus den Eigenschaften der beniitzten konformen
Abbildung und der Funktion U(u, v) folgt es, dass die Funktion F(p) auf K" stetig
ist, auf K* endliche Variation und intergrierbare Ableitung hat. Daher folgt auch,
dass die Koeffizienten a, in der Entwicklung A(r, ¢) = Z a,r" sin ng genau die Fourier-
Sinuskoeffizienten der Funktion F(¢) auf K* sind. Da die Reihe Z a, sin np auf K
gleichmissig gegen F(¢) konverglert und die Folge {r"} fiir r < 1 elgentllch monoton
ist, konvergiert die Reihe z a,r" sin ng gleichmissig auf K. Also Z a,r" sin ng ist
n=1
die gesuchte Losung und aus der Eindeutigkeit der Losung folgt die angefiihrte
Behauptung. Da fir ¢ € (—a, a) F(¢) = h(p) ist, gilt besonders Y a,sin np =

n=1
= h(¢), ¢ € {—a, a), und so ist fiir unseren Fall die Giiltigkeit der Gleichung (8)
bestétigt.

Betrachten wir jetzt die Reihe Y na, sin nop. Fir z = x + iy gilt sin z = sin x .
n=1
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.cosh y + icos x . sinh y. Dafiir wenp

U(u, v) = Xb sm( ”) cosh (nmvjw;)

w; / cosh (nnw,/w,)
ist und wenn wir
V(u, v) = ib cos (1 EM
n=1 w, / cosh (nnw,/w,)
bezeichnen, wird
l b
Uv+iv=y — sin (nnzfw,) .
n=1 cosh (nnw,[w,

gelten.

Die zur Funktion U konjugierte Funktion V ist offenbar wieder stetig auf Q" fort-
setzbar und auf den Teilen von Q' sind deren entsprechende partielle Ableitungen
stetig. Die Funktion U + iV ist das konforme Bild der Funktion l + iu, wobei —

wie aus der Form der Funktion A(r, ¢) folgt — pu(r, ) = — Za,,r cos ne gilt.

Bezeichnen wir die stetige Fortsetzung dieser Funktion u auf K als G(¢). Ahnlich
wie fiir die Funktion F(¢) kann man zeigen, dass die Funktion G(¢) auf K" stetig ist,
auf K* endliche Variation und integrierbare Ableitung G'(¢) hat und dass a, — bis
auf das Vorzeichen — ihre Fourier-Kosinuskoeffizienten sein miissen, also es ist

rn

. i
a, = — —f G(p) cos np dp = ——J G'(¢) sin np do .
T nmw)_,

Die Fourier-Sinuskoeffizienten ¢, der Funktion G'((p) sind dadurch ¢, = na,. Da
auf K° ausser dem Intervall (—a, a) G’ =0 ist, gilt Z na, sin ng = 0 fiir diese ¢.

So ist fiir den betrachteten Fall die Gleichung (9) bestatlgt

Die mittels der Beziehung (10) definierte Funktion y(s) ist die Fourierreihe der
Funktion G’, die stiickweise stetig und also quadratisch integrierbar im Intervall
(==, =) ist. Nach dem bekannten Satz*) kann man leicht zeigen, dass die Umtau-
schungen der Integrationen und Summationen auf der 185. Seite berechtigt sind und
dass also im Fall, wenn die Funktion f(¢) auf dem Intervall <0, a) einen kompakten
Trager hat, wird durch die Funktion (10) die klassische Losung der Integralglei-
chung (1) gegeben, was wir beweisen sollten.

o0
*) Wenn g(s) € L,(c, d) und die Funktionenreihe . f,(s) im Mittel auf {c, d) konvergiert,
9] n=1

dann kann man die Reihe Y £,(s) . g(s) auf dem Intervall {c, d) gliedweise integrieren. Bemerken
o n=1
wir, dass die Reihe Y (sin nx . sin ns)/n auf dem Intervall {—z, =) fir alle x im Mittel kon-
n=1
vergiert.
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Wenn wir zum Text auf der 186. Seite zuriickkehren, kénnen wir die Ergebnisse
dieses Artikels in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz. Die Integralgleichung (1) hat fiir jede Funktion f, fiir die h(p)e W'/?* ist,
eine einzige verallgemeinerte Losung y e W™ 12,

Literarur

[1]1 W. Schmeidler: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und Technik. Leipzig 1950
[2] J. Necas: Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques. Praha 1967.

[3] B. Harikovd: Releni nékterych integralnich rovnic prvniho druhu. Aplikace matematiky 11
(1966).

[4] B. Harikovd: ReSeni nékterych integralnich rovnic prvniho druhu (Il). Aplikace matematiky
12 (1967).

Souhrn

RESENI NEKTERYCH INTEGRALNICH ROVNIC PRVNIHO DRUHU
III. OTAZKY RESITELNOSTI

BoHUsLAVA HANKOVA

0
Pii daném jadru zkoumame fesitelnost rovnice (¢ Y (sin ng . sin ns)/n y(s)ds =
n=1
= f(¢) pro libovolnou pravou stranu f. Jsou definovany prostory W'/ aw '/ ta-
kové, Ze kazdé funkci f € W'/2 je pFitazeno pravé jedno feseni y € W~ '/2, pfiemz toto
zobrazeni je spojité. Je ukazano, Ze je-li f funkce s kompaktnim nosiem, je pfislusna
funkce y € W™ 1/2 klasickym feSenim dané integralni rovnice. ProtoZe funkce s kom-
paktnim nosi¢em jsou husté v prostoru W'/2 a uvedené zobrazeni je spojité, miZeme
feSeni nalezena pro libovolné pravé strany z prostoru W'/ nazvat zobecnénymi fese-
nimi dané integralni rovnice.

Anschrift der Verfasserin: RNDr. Bohuslava Harikovd, CSc., katedra matematiky Stavebni
fakulty CVUT, Trojanova 13, Praha 2.
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