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SVAZEK 17 (1972) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

BERECHNUNG DER EBENEN POTENTIALSTRÖMUNG 
VON ROTIERENDEN RADIALEN PROFILGITTERN 

JAN POLÄSEK und ZDENEK VLÄSEK 

(Eingegangen am 1. Juli 1971) 

§ 1. Einleitung 

Zur Berechnung der ebenen Potentialströmung hat sich in manchen Fällen eine 
auf der Lösung einer Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art aufgebaute 
Methode als sehr fruchtbar erwiesen. Sie wurde erfolgreich benutzt, nicht nur zur 
Berechnung der Umströmung von einem oder mehreren Einzelprofilen [2], sondern 
auch für gerade Schaufelgitter [1] und Gitterstufen, die aus zwei geraden Gittern 
mit verschiedenen Teilungen zusammengesetzt sind [3]. Im Falle der Gitterstufe 
könnte sich das eine Gitter längs des anderen mit konstanter Geschwindigkeit 
verschieben. Mit der gleichen Methode wurde auch die Umströmung von schwingen
den Profilen in Gitteranordnung durchgeführt [4]. 

Bei dem Aufbau der Methoden zur Berechnung der ebenen Potentialströmung 
war aber wesentlich weniger Aufmerksamkeit den radialen Profilgittern gewidmet 
(Abb. 1). Dies gilt nicht nur für die mit den Lösungen von Integralgleichungen auf
gebauten Methoden, sondern auch für andere Methoden, die bei der Lösung der 
Potentialströmung benutzt werden. Zum Beispiel beschränkt sich die Arbeit [5] nur 
auf radiale Profilgitter mit dünnen Profilen, die in der Form dem Bogen einer loga
rithmischen Spirale nahestehen. Wie gut bekannt ist, läßt sich die Umströmung eines 
stehenden radialen Profilgitters (Abb. 1) im Strömungsfeld einer im Koordinaten-
Anfang situierten Wirbelquelle durch konforme Abbildung auf die Umströmung 
eines geraden Profilgitters überführen. Diese konforme Abbildung kann bei der 
Berechnung der Umströmung von rotierenden radialen Profilgittern nicht benutzt 
werden, denn das relative Strömungsfeld in einem rotierenden Profilgitter ist nicht 
mehr potentiell. 

In dieser Arbeit wollen wir zeigen, wie die Methode zur Berechnung der Potential-
umströmung von Schaufelprofilen modifiziert werden kann, damit sie auch zur Be
rechnung von rotierenden Profilgittern benutzbar ist. Zugleich werden auch Existenz 
und Eindeutigkeit der Lösung dieser Aufgabe bewiesen. 

295 



Ein anderes Problem ist der Aufbau eines Algorithmus für numerische Behandlung 
dieser Aufgabe, ebenfalls die Ausarbeitung eines Programmes für eine Rechenanlage. 
Diese Fragen sind in dieser Arbeit nicht eingegliedert worden. 

§ 2, Formulierung der Aufgabe 

Man betrachtet ein radiales Profilgitter, das aus n gleichen regelmäßig um den 
Anfang der komplexen Ebene z verteilten Profilen besteht (Abb. 1). Das radiale 
Profilgitter rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit co (auf der Abb. 1 ist a> > 0) 
im Strömungsfeld einer Wirbelquelle im Koordinatenanfang. Die Zirkulation des 
Wirbels wird mit F0 und die Ergiebigkeit der Quelle mit Q0 bezeichnet. Es wird vor
ausgesetzt, daß alle Profile auf gleiche Weise umströmt werden und daß die Ge
schwindigkeit im Unendlichen Null ist. Damit diese Aufgabe eindeutig wird, muß 
noch die Zirkulation F um jedes Profil angegeben werden. In der Praxis wird die 

Abb . l 

Wahl der Zirkulation F durch das Festsetzen des hinteren Verzweigungspunktes der 
profilgebenden Verzweigungsstromlinie ersetzt. Bei Profilen mit scharfer Hinterkante 
liegt dieser Verzweigungspunkt in der Hinterkante. Bei Profilen mit abgerundeter Hin
terkante kann die Lage des Verzweigungspunktes aus potentialtheoretischen Über
legungen nicht bestimmt werden. Die Lage des Verzweigungspunktes ist dann von der 
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Bildung der Grenzschichten auf den Schaufeloberflächen abhängig. Doch Über
legungen dieser Art gehören in die Theorie der Grenzschichten und liegen deshalb 
außerhalb des Rahmens dieser Arbeit. Weiterhin werden nur Profile mit abgerundeter 
Hinterkante betrachtet, und es wird stets vorausgesetzt, daß die Lage des hinteren 
Verzweigungspunktes bekannt ist. 

Das Strömungsfeld bei der Umströmung eines rotierenden radialen Profilgitters 
ist instationär. Da aber eine konstante Winkelgeschwindigkeit vorausgesetzt wurde, 
kann man das Strömungsfeld in einem beliebigen Augenblick t nur durch Rotation 
um den Winkel co(t — t0) aus dem Strömungsfeld im Augenblick t0 bekommen. Es 
genügt also, das Strömungsfeld nur in einem einzigen Augenblick zu studieren. Auf 
diese Weise fällt die Zeit als Veränderliche aus den weiteren Überlegungen aus. 

Alle Überlegungen bei der Formulierung der Aufgabe werden in der offenen 
komplexen Ebene E durchgeführt. Ein festgewähltes Profil im Augenblick t0 (weiter
hin wird die Zeit t nicht mehr gegeben) ist durch eine positiv orientierte Jordansche 
Kurve C definiert. In Parameterdarstellung ist die Kurve C durch die komplexe 
Funktion z(cp) = x(cp) + iy(cp), <pe<0, 27i>, gegeben. Die Funktion z(cp) sei definiert 
für alle cp e E1 und hat folgende Eigenschaften: 

(2.1) a) z(cp) ist zweimal stetig differenzierbar für alle cp; 

(2.2) b) z(cp) ist periodisch mit Periode 2n; 

(2.3) c) z(cp) * 0 für alle cp; 

(2.4) d) 0 e Ext C; 

(2.5) e) es gilt: z e C => z exp (2knijn) e Ext C, k = 1, 2, ..., n — 1. 

Die Gitterprofile sind durch die Kurven Ck, k = 0, 1 , . . . , n — 1, in der Parameter
darstellung 

(2.6) zk(cp) = z(cp) exp (2kni\n), k = 0, 1, ..., n ~ 1 , 

gegeben. Weiter werden noch die Bezeichnungen eingeführt: 

L= C0 u Q u C 2 u . . . C M _ l 9 

ß = V | E x t Q - {0}. 

Die orientierte Tangente zu der Kurve C im Punkt z ist gegeben durch die komplexe 
Zahl 

(2.7) t(z(cp)) = z(cp)l\z(cp)\ , cpeE,. 
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Mit diesen eingeführten Bezeichnungen kann das Problem der Umströmung eines 
rotierenden radialen Profilgitters folgendermaßen formuliert werden: 

Problemstellung 

Zu den reellen Zahlen ß 0 , F0, F und co soll eine Funktion w(z) (komplexe Ge
schwindigkeit) mit folgenden Eigenschaften gefunden werden: 

(2.8) a) w(z) ist definiert, stetig und endlich in ß u L , und ist eine holomorphe 
Funktion in Q\ 

(2.9) b) für z e £> u L ist w(z exp (iknijn)) = w(z) exp ( — Iknijn), k = 0 ,1 , . . . 
..., n - 1; 

c) in Umgebung des Punktes 0 hat die Laurentsche Reihe der Funktion w 
(in Einklang mit der Bedingung b)) die Form 

(2.10) w(z) = Qo - W° - + a0z
n~l + a^2""1 + . . . ; 

2n z 

(2.11) d) vv(oo) = lim w(z) = 0 ; 

(2.12) e) w\ (z) áz = Г ; 

f) Die Funktion w(z) erfüllt auf C die kinematische Bedingung der Umströ
mung der sich bewegenden Grenze (d. h. die normale Komponente der 
Geschwindigkeit im Strömungsfeld in jedem Grenzpunkt ist gleich der 
normalen Komponente der Geschwindigkeit der Grenze in diesem Punkt): 

Im \w(z) t(z)] = -co Re [z t(z)] , z e C . 

Diese Bedingung kann auch in einer anderen, für weitere Berechnungen 
geeigneteren Form, geschrieben werden, 

(2.13) w(z) = v(z)jt(z) - icoz , z e C , 

wo v(z) eine bis jetzt noch unbekannte reelle Funktion der Lage auf der 
Profilkontur ist. (Wie weiter gezeigt wird, ist v(z) die tangentiale Kom
ponente der relativen Geschwindigkeit auf der Profilkontur.) 

(2.14) g) Die Funktion w(z) erfüllt auf C die Hölder'schen Bedingungen. 
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§ 3. Existenz und Eindeutigkeit der Lösung des Problems 

Wir setzen voraus, daß die Funktion w eine Lösung unseres Problems ist. Dann 
kann die Funktion w eindeutig durch die Werte, die sie auf L annimmt, und durch die 
Werte Q0, F0 bestimmt werden. Nach (2.8), (2.10) und (2.11) gilt 

(3-1) v v ( C ) _ Ö _ ^ i - ± f _ < - L d z , C e ß . 
271 £ 2ni JL z - £ 

Das rechts stehende Integral Cauchy'schen Typs hat einen Limes für £ -* z0, z0 e C, 
£ e __. Dieses ergibt sich daraus, daß die beiden restlichen Glieder Limes haben. Da 
der Punkt z0 auf dem Profil C = C0 liegt, kann bei der Integration längs der anderen 
Profile sich die Reihenfolge der Limesbildung und der Integration verwechseln. Der 
Limes des Integrals längs C kann mittels des Cauchy'schen Hauptwertes eines singu-
lären Integrals folgendermaßen bestimmt werden: 

lim i f _ ä d z = i f - - i d z - ^ , zo£C. 
£->z0, Ceß 2ni J c z — £ 2ni J c z — z0 2 

Das rechts stehende Integral wird definiert als Grenzwert der Summe von Integralen 
längs der Kurven, die aus C durch das Weglassen des innerhalb einer kreisförmigen 
Umgebung von z0 liegenden Bogens entstanden sind (siehe [6], § 13). Im Nachfol
genden verstehen wir Kurvenintegrale von unbeschränkten Funktionen in diesem 
Sinne. 

Falls also in (3A) der Limes für £ -> z0 gebildet wird, so ergibt sich nach [6] § 16 
unter Benützung von (2A4) und nach Multiplikation mit zwei 

• - n \ r \ o0 - ir0 i i n~- r w (z) J 
(3.2) w(z0) = >-£ -- £ — ^ ~ dz , z0eC. 

7i z 0 ni k = o J C k z — z0 

Diese ist eine singulare Integralgleichung in komplexen Veränderlichen, die die Werte 
der Funktion w auf der Kurve C erfüllen müssen. 

Mittels der Substitution z = z exp (2knijn), z e C, transformieren wir die Integrale 
längs der Kurven Ck zu Integralen längs der Kurve C. Weiter benützen wir noch (2.6), 
(2.9) und schreiben nur z statt z 

(3.3) W(z0)= - - - - - - i - I f w{z)a~Í 
TT Z0 Kl J c fc==( fc = o z exp (2knijn) — z 0 

dz , z 0 є C . 

(3.4) 
„ - i j 

Ł=O zexp (2knijn) - z0 

nz"0-
1 

falls z" 4= z 0 (3.4) 
„ - i j 

Ł=O zexp (2knijn) - z0 
~ z" - z 0 ' 

falls z" 4= z 0 
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Für w setzen wir (2.13) ein, wobei wir noch die Gleichung mit t(z0) multiplizieren und 
alle Glieder mit v auf die linke Seite dieser Gleichung überführen. Auf diese Weise 
ergibt sich 

/><> r \ , \ 1 f n t(z0) z0
 x , , áz , \ ( 

(3.5) ,;(z0) + - \°> ° v{z) — = t(z0) • 
TClJc Z" - Z 0 t(z) V 

+ 

+ icoz0 H nz0
 1 — dz | , z0e C . 

n J c z " - z " 0 j 

Das auf der rechten Seite stehende Integral schreiben wir zuerst als Summe von 
zwei Integralen 

Da aber 

Z dz = 
7 " __ 7 и 

C Z Z0 

-\ Z~Z°àz + ż0 

(3.6) ,. Z ~ Z 0 hm = 
n n 

- lim Z ^ ~~ Z ^ 
nґ ,Л nґ . \ 

ż((Po) 

z->zo zn - z 0 cp^cpo zn(cp) - zn(cp0) nzn -((p0) . z((p0)' 
z,zoeC 

ist von beiden Integralen nur das zweite singulär und dieses singulare Integral lässt 
sich leicht berechnen. Für z 0 e Int C gilt nach dem Residuensatz 

Í 1 1 ^ . 1 2ni T _ 
dz = zтiř resZn = , z 0 є Int C , 

n _ n zo n n л^n-l ü 

C ^ zO z Z0 nz0 

für z0 e Ext C ist der Wert dieses Integrals gleich Null und für z0e C ist dieses singu
lare Integral gleich dem arithmetischen Mittel dieser beiden Werte 

Í, 
1 t 7П _ 

dz = — — , z0є C 
C Z" "" Z 0 n z o 

Die rechte Seite der Gleichung (3.5) bezeichen wir mit g(z0). Jetzt nimmt diese Seite 

die Form 

(3.7) g(z0) - t(z0) (Qo iF° 1 + 2toz 0 + 2 nz*-i f £ _ i 2 dz ) , z0 G C 
\ n z0 n J c z - z 0 / 

an. Aus der Gleichung (3.7) ist klar ersichtlich, daß die Funktion g(z0) nur durch die 

Kurve C und durch die Werte von Q0, F0 und co eindeutig bestimmt wird. 

Die Bedingung (2.12) lässt sich mitteis (2.13) auf die Form 

Г = w{z) áz = v(z) — — i(o I ž dz 
J e J e t(z) J e 
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überführen. Nach der Green'schen Formel gilt 

(3.8) z dz = x dx + y dy + z — y dx + x dy = 2iP , 
Je Je Je 

wo P der Flächeninhalt der durch die Kurve C begrenzten Fläche ist. Statt (2A2) 
können wir also schreiben 

(3.9) j v(z)dsz = Г - 2coP }) 

Falls wir jetzt von den Gleichungen (3.5) und (3.7) nur den reellen Teil nehmen, 

bekommen wir schließlich dieses wichtige Ergebnis. 

Satz. Falls die Funktion w eine Lösung des in § 2 aufgestellten Problems ist, 

dann ist die reelle Funktion v eine Lösung der Fredholmschen Integralgleichung 
zweiter Art 

(3.10) v(z0) + I f Im r W f ( „ Z o ) z f l v(z) dsz = 
71 Je L Z ~ Z0 J 

= Re \t(z0) (®° ~ iF° - + 2icoz0 + - nz\~x [ £ — - ^ dzYl , z0eC, 
\ 7i z0 n Jcz

n - z0 ) \ 

mit der Bedingung (3.9). 

Weiterhin wollen wir zeigen, daß der Kern dieser Integralgleichung auch im Punkt 
z = z0 so definiert werden kann, daß er in diesem Punkt stetig ist und daß die Glei
chung (3.10) mit der Bedingung (3,9) bei jeder Wahl der Werte Q0, F0, F, CD genau 
eine Lösung hat. Die Funktion w, die durch diese Lösung eindeutig bestimmt wird, 
ist die Lösung des gegebenen Problems; von den Werten Q0, F0, F und CD hängt die 
Funktion w linear ab. 

Gehen wir nun zum Beweis dieser Behauptungen über. Zuerst führen wir die 
Transformation 

(3.11) £ = z", z e C , 

x) Die Bezeichnung v(z) für die Werte der Funktion in den Punkten der Kurve C werden wir 
überall nachfolgend benützen und zwar ohne Rücksicht auf die benutzte Parameterdarstellung. 
Nach dieser Vereinbarung bedeutet z. B. 

j v(z) dsZ = vi 
Jc J o 

wo / die Länge der Kurve C und das Parameter j die Bogenlänge auf dieser Kurve, von einem 
festgewählten Punkt gemessen, bedeuten. 
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ein. Die durch diese Transformation vermittelte konforme Abbildung überführt die 
Aufgabe mit n Profilen auf den Fall eines einzigen Profiles mit transformierter 
Grenzbedingung. 

Durch die Transformation (3.11) wird die Kurve C auf eine positiv orientierte 
Jordan'sche Kurve D mit stetiger Krümmung abgebildet. Ihre Tangente ist 

(3.12) m = t(z)^± z e C . 

Fl 
Die tangentielle Komponente der transformierten Geschwindigkeit ist 

d£ n\z\n 

dz 

und das Bogenelement der Kurve D ist 

(3.14) ds4 = n\z\n~ldsz, zeC. 

Die Gleichung (3.13) können wir formal als Definitionsgleichung der reellen Funktion 
V(£), £ e D, betrachten. 

Wir dividieren die Gleichung (3.10) durch die reelle Zahl ttlz^""1 und wir führen 
die gegenseitig eindeutigen Substitutionen (3.11) und (3.13) durch. Auf diese Weise 
bekommen wir eine äquivalente Gleichung für die Funktion V(ä) 

(3.15) V(£0) + - f Im \f^f\ V(£) ds, = f(Q , (06D, 
n J D U ~ £oJ 

wo 

/(«„) = Re \g(z0) - y ^ l , z0eC. 
L n\zo\ J 

Der Kern der Gleichung (3.15) läßt sich auch in der Form 

mi C - ^o 

aufschreiben. Die Normale rc(£0) ist in das Äußere der geschlossenen Kurve D 
gerichtet. Einen solchen Kern begegnet man auch bei der Lösung des zweiten inneren 
Randwertproblems für harmonische Funktionen mittels des Potentials einer Doppel
schicht. Die Eigenschaften der Integralgleichung (3.15) sind deshalb gut bekannt 
(z. B. [7] § 35, [6] §§ 51, 61): 

a) Der Kern kann auch in £ = £0 so definiert werden, daß er in diesem Punkt 
stetig ist; 
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b) die Gleichung (3.15) hat eine Lösung dann und nur dann, wenn 

(3.16) (*/(«) da« = 0 ; 

c) die entsprechende homogene Gleichung (für / = 0) hat genau eine linear 
unabhängige Lösung V0(£); für diese gilt 

(3.17) Lm dsą Ф 0 ; 

d) falls die Funktion / eine Hölder'sche Funktion auf D ist, so ist auch jede Lö
sung Vder Gleichung (3.15) eine Hölder'sche Funktion. 

In unserem Fall brauchen wir nur zeigen, daß die Voraussetzungen in b) und d) 
erfüllt sind. Wegen (2A) bis (2.4) genügt es in dem Punkt d) zu zeigen, daß die 
Funktion 

h(z0) - f ^ ^ dz , z0 e C , 
Je z ~ z0 

auf C eine Hölder'sche Funktion ist. Wir benützen (3.4) 

«zo-'f EEKt 
J C z " - z 0 

(3.18) 
n-í 

dZ = £ 
fc = 0 c z exp (2knijn) 

àz. 

Dabei dürfen wir uns nur auf den ersten Summanden beschränken, denn bei k =j= 0 
kann man die Differentiation längs der (dem Punkt z0 entsprechenden) Bogenlänge 
hinter dem Integrationzeichen durchführen. Für k — 0 gilt 

Í - — £ a áz = í e-
2i"*iz-Z0) dz . 

Je z — z0 J c 

Da die Funktion exp ( —2i arg (z — z0)) auf C x C eine Hölder'sche Funktion ist, 
gilt das Gleiche auch für das Integral. 

Nun wollen wir noch zeigen, daß auch die Bedingung (3A6) erfüllt wurde. Das 
Integral auf der rechten Seite läßt sich in der Form 

f / ( č 0 ) d S { 0 = R e f ^ ^ d s 
JD jDn\Zo\ 

schreiben. Wir führen die Substitution (3.11) durch und benützen auch die Gleichun
gen (3A8) und (3.7), es ergibt sich 

(3.19) ' 9(zo) H % T = Q° ' T ° f ~ d z o + 2ico ! ž 0 dz 0 
D n\Zo\ K JCzO JC 

([ 
+ 

Ö " V ' + - E 
7T k = 0 c\Jcz e x P (2knijn) — z0 

åz 1 dz 0 
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Das erste von den Integralen auf der rechten Seite ist wegen (2.4) gleich Null, der 
zweite Summand ist gleich — 4coP (siehe (3.8)). In dem verbliebenen Rest der rechten 
Seite berechnen wir zuerst die inneren Integrale. Für ein festgewähltes z0 e C trans
formieren wir sie auf Integrale längs Ck mittels der Substitution z = z exp (2knijn), 

zeC, 

(3.20) Í ^ dz = f 
J c z exp (2kni\n) - z0 J c 

z — z0 exp (2kni\n) 
åz = . . . . 

z — zӣ 

Für k + 0 ist j C k (z — Zo)"1 dz = 0 (z0 e Ext Ck), so daß wir in diesen Fällen den 
Zähler im Integrand des letzten Integrals in (3.20) durch z — z0 ersetzen können. 
Für k = 0 hat der Zähler schon diese Form. Wir können also in der Transformation 
des Integrals in (3.20) für k = 0, 1, . . . , n - 1 weiter fortschreiten und es zuletzt auf 
ein Flächenintegral überführen: 

(3.21) 2 

. . . = I \ ~ Z°]2 dz = I (A . Tz + CA . nz) dsz = (T (rot3 A + i d ivA ) dSz , 
JCk\z - zo\ Jck JJ ln tC k 

wo A(x, y) ein Vektor ist, dessen Komponenten dem reellen und dem imaginären 
Teil der komplexen Zahl (z — z0)2/|z — z0 |2 gleich sind. Dabei ist 

rota A + i div A 
_ 2i(z — z0) _ 2i 

Nun können wir die Transformation des Integrals von (3.20) beschließen. Es gilt 

1\ 7h' 
JJ IntCk

 Z Z0 

c z exp (2knijn) 
dz = . . . = 2i d S . . 

Dieses Integral müssen wir noch nach z0 längs der Kurve C gemäß (3A9) integrie
ren. Wir vertauschen die Reihenfolge der Integrationen. Infolge des Residuensatzes 
(z e Int Ck) ergibt sich 

• a ( f f - i 
C VJJlntCfc Z ~ z0 

áSz áz0 

= 2i\\ (J 
JJ lntCk \J 

— d z o ì d Ѕ ^ / 0 , 

- z 0 J M т r P , fe = 0 . 

k = 1, 2,. . ., n — 1 , 

Der dritte Summand in (3A9) ist also gleich 4<uP und addiert mit dem zweiten ergibt 

Null. Die Bedingung (3A6) ist also erfüllt. 
Nach der Behauptung c) hat die allgemeine Lösung der Gleichung (3.15) die Form 

Vj -f* constV0, wobei die Bedingung (3.17) die. Möglichkeit gibt, diese Konstante in 
eindeutiger Weise so zu bestimmen, damit auch die Gleichung (3.9) erfüllt wird: 

(2.22) jV(š)ds,= v(z) ås. = Г - 2wP 
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Die Gleichung (3A0) mit der Bedingung (3.9) hat also eine einzige Lösung v, und 
diese Lösung ist auf C eine Hölder'sche Funktion. 

Mittels dieser Funktion v definieren wir nun die Funktion w und zwar folgender
maßen: 

auf der Kurve C nach der Gleichung (2.13), 
auf der Kurve Lnach der Gleichung (2.9), 
und in dem Gebiet Q nach der Gleichung (3.1). 

Es ist ersichtlich, daß die Funktion w die Bedingungen (2.9) bis (2.14) der Problem
stellung erfüllt. Zu beweisen bleibt nur noch die Bedingung (2.8), das heißt die Stetig
keit dieser Funktion auf ß u L . 

Durch die Formel (3.1) wird die Funktion w im Gebiet Q definiert. Die Funktion w 
läßt sich stetig auf C erweitern. Diese Erweiterung bezeichen wir mit wex. Wir müssen 
beweisen, daß auf der Kurve C w = wex gilt. Falls wir die Formel (3.1) auch für 
Punkte £ G Int C benützen, bekommen wir in Int C eine bestimmte holomorphe 
Funktion, die wir mit win bezeichen. Sie läßt sich auch stetig auf C erweitern. Nach 
der bekannten Formel über Grenzwerte von Integralen Cauchy'schen Typs gilt 

(3.23) wJLz0) = ( f c i E o I _ ± . f M± dz\ + ?M _ 
\ 27i z0 2ni J L z - z0 / 2 

= Wm(zo) + w(zo) > z0eC . 

Erinneren wir uns, daß die Funktion v die Gleichung (3.10) erfüllt. Diese Gleichung 
ist der reelle Teil der mit t(z0) multiplizierten Gleichung (3,2). Daraus ergibt sich, 
daß die Funktion w auf der Kurve C die Gleichung 

Re [~<z0) f-M + ±[ A± dzY| = Re r<Zo) Qo^lEo n Zo e c, 
L \ 2 2niJLz~z0 / J L 2n zoJ 

erfüllt. 
Aus dieser Gleichung bekommen wir unter Benützung von (3.23) und durch Multi

plikation mit der Zahl t(z0) 

(3.24) Re [win(z0) t(z0)] ~ 0 , z0 e C . 

Wir wählen nun einen beliebigen Punkt z* auf der Kurve C. Das Gebiet Int C ist 
einfach zusammenhängend und deswegen hängt das Integral 

Ғ(z) = win(z) áz , z є Int C , 

von dem Integrationsweg in Int C nicht ab. Dieses Integral definiert dort eine stetige 

und in Int C holomorphe Funktion F. Durch Integration längs der Bögen der Kurve C 

kann festgestellt werden, daß gemäß (3.24) die Funktion 

R e Ғ ( z ) = ľ Re [wín(z) ř(z)] dsz 
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auf der Kurve C gleich Null ist. Nach dem Maximumprinzip für harmonische 
Funktionen ist dann Re F(z) = 0 im ganzen Int C und nach den Cauchy-Rie-
mann'schen Differentialgleichungen ist im Int C die Funktion F konstant. Infolge
dessen ist in Int C win = 0 und daraus bekommen wir mit (3.23), daß auf C gilt 
w = wex. Dadurch wurde bewiesen, daß die Funktion w in Q u L stetig ist, und daß 
sie also wirklich die einzige Lösung unseres Problemes darstellt. 

§ 4. Zusammenfassung 

In dieser Arbeit wurde die Integralgleichung (3.10) mit der Bedingung (3.9) für 
die Konturgeschwindigkeit auf einem Profil bei Potentialumströmung eines rotieren
den radialen Profilgitters hergeleitet. Aus dieser Geschwindigkeit kann man mit den 
Beziehungen (2.13) und (3.1) die Werte der Funktion w im beliebigen Zeitpunkt und 
im beliebigen Punkt des Gebietes Q bestimmen, d. h. man kennt das ganze Strömungs
feld. Es wurde gezeigt, daß dieses Problem genau eine Lösung hat. 

Auf gleiche Weise kann man auch bei der Lösung der quasistationären Aufgabe 
(d. h. ohne Berücksichtigung der abströmenden Wirbel) der zweidimensonalen 
Potentialumströmung eines einzigen Profils, das in seiner Ebene eine beliebige Be
wegung ausübt, fortschreiten. Es genügt, dieses Profil im gegebenen Augenblick als 
ein radiales Profilgitter zu betrachten. Dieses radiale Profilgitter besteht nur aus einem 
Profil, das um den momentanen Drehmittelpunkt rotiert. Das äußere potentiale Strö
mungsfeld braucht dabei nicht das Stiömungsfeld einer in dem Drehmittelpunkt 
situierten Wirbelquelle zu sein. 

Die Gleichungen (3.10) bzw. (3.15) zeigen, daß bei der numerischen Bearbeitung 
dieses Problems der gleiche Algorithmus, wie bei der Berechnung der potentialen 
Umströmung eines Einzelprofils oder eines geraden Profilgitters, benutzt werden kann 
[8]. Die linke Seite der Gleichung (3.15) ist nämlich die gleiche, wie die linke Seite 
der entsprechenden Gleichung bei der Umströmungsberechnung eines Einzelprofils. 
Die wesentlichen Unterschiede liegen auf den rechten Seiten dieser Gleichungen. 
Zur Festlegung der Werte, die die rechte Seite in (3.15) annimmt, müssen jetzt 
Kurvenintegrale berechnet werden. Aus diesen Gründen kann nicht das schon früher 
ausgearbeitete Programm zur Berechnung der Umströmung von Einzelprofilen und 
geraden Profilgittern [8] für die rotierenden radialen Profilgitter adaptiert werden. 
Für diese Aufgabe müssen wir ein neues Programm von Anfang an aufbauen. Dabei 
werden wir alle Erfahrungen und Rechenvorgänge ausnützen, durch welche erst die 
Methode der Integralgleichungen zu einem effektiven und allgemein benutzbaren 
Rechenverfahren für die Berechnung der potentialen Umströmung von geraden 
Profilgittern wurde. 

306 



Verzeichnis wichtiger Bezeichnungen 

n die Zahl der Profile im radialen Profilgitter 
co die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Profilgitters 
Q0, Po die Intensität der Quelle und des Wirbels im Drehmittelpunkt des ra

dialen Profilgitters 
F die Zirkulation der absoluten Geschwindigkeit um ein Gitterprofil 
E die offene Ebene der komplexen Zahlen 
C die definierende Kurve der Profilkontur 
z(cp) die Parameterdarstellung der Kurve C, cp e <0, 2n} 
Ext C das Äußere der Kurve C 
Int C das Innere der Kurve C 
F! die endlichen reellen Zahlen 
Q» zk((p) die definierende Kurve des fc-ten Profils und ihre Parameterdarstellung 
L C0 u d u C2 u . . . u d_j 
£2 das Gebiet des Strömungsfeldes 
t(z) der Einheitsvektor (komplexe Zahl) der Tangente zur Kurve C 
\v(z) die komplexe Geschwindigkeit 
Re z, Im z der Realteil und der Imaginärteil der komplexen Zahl z 
v(z) die tangentiale Komponente der relativen Geschwindigkeit auf der 

Profilkontur 
z(cp) die Ableitung der Funktion z(q>) 
P der Flächeninhalt von Int C 
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S o u h r n 

ROVINNÉ POTENCIÁLNÍ OBTÉKÁNÍ ROTUJÍCÍ 
KRUHOVÉ LOPATKOVÉ MŘÍŽE 

JAN POLÁŠEK a ZDENĚK VLÁSEK 

V článkuje odvozena integrální rovnice (3.10) s podmínkou (3.9) pro povrchovou 
rychlost na profilu v rotující kruhové lopatkové mříži v proudovém poli víru a zdroje 
umístěných ve středu otáčení (obr. 1). Pomocí této rychlosti lze ze vztahů (2.13) 
a (3.1) určit okamžitou hodnotu komplexní rychlosti w v libovolném bodě oblasti £>, 
tj. určit celé proudové pole. Je ukázáno, že tato úloha má právě jedno řešení. 

Stejný postup lze užít i při výpočtu kvazistacionárního potenciálního obtékání 
profilu konajícího libovolný pohyb ve své rovině. 

Na základě těchto teoretických výsledků je možno vypracovat metodu pro nume
rický výpočet potenciálního obtékání rotující kruhové lopatkové mříže. Nároky na 
strojový čas budou zhruba stejné jako při výpočtu obtékání přímé lopatkové mříže 
[8]. 

Adresse der Verfasser: Doc. Dr. Jan Polášek DrSc, Dr. Zdeněk Vlásek, Matematicko-
fyzikální fakulta Karlovy university, Malostranské nám. 25, Praha 1. 
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