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ITERATIONS CHAOTIQUES SERIE-PARALLELE
POUR DES EQUATIONS NON-LINEAIRES DE POINT FIXE

F. RoBERT, M. CHARNAY, F. Musy

(Regu le 14 novembre 1973)
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I. INTRODUCTION: UN EXEMPLE

Soit & résoudre dans R* une équation non linéaire de point fixe:
x = F(x)
qui se détaille en:
x; = fi(xq, x5, X3, X4)
(1) X2 = fz(xn X2 X3, x4)
X3 = fs(xp X2, X3, x4)
Xq = f4(x1, X25 X3, x4)

Considérons une suite S de parties de (1, 2, 3, 4), par exemple: (1, 2), (1, 3, 4),(2) ...
Un vecteur de départ £
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étant donné, quelconque, dans R*, envisageons alors, pour résoudre numériquement
(1), Ia construction de la suite suivante de vecteurs de R*:

& = f1(&9, 83, &, &) = f1(x°)
L1 =160, 89,83, €9) = £2(x0)

X =

&=16
L=8
puis:
ff :fl(xl) f? = é%
N ey o
e i
4 = Ja 4 = Gg

Une telle itération sera appelée itération chaotique série paralléle (en abrégé
itération CSP), conduite sur F, attachée a la suite S et partant de x°.

Si 'on prend pour suite S la suite:
(1,2,3,4),(1,2,3,4), etc ...
on retrouve évidemment la méthode des approximations successives conduite sur F:

Xt =Fx"), r=0,12,....

C’est une itération qui n’est plus chaotique, et qui est entierement ,,parallelo‘:
4 unités de calcul, chacune attachée a une composante, peuvent travailler simultané-
ment pour conduire I'itération, en mettant a chaque pas leur résultat respectif dans
une unité de mémoire commune.

Si les éléments de la suite S sont des particles de (1, 2, 3, 4) réduites a 1 élément,

par exemple:
(2).(2). (1), (3). (4) ...

on obtient une itération chaotique qui est entierement. ,,série‘ en ce sens qu’une
seule unité de calcul est & utiliser & chaque pas. Si I’on considere la suite S suivante:

(1, (2), (3). (4), (1), (2). (3), (4), etc ...

on obtient alors la méthode dite de Gauss-Seidel non linéaire pour résoudre (1).
En regroupant les pas de 4 en 4, cette méthode s’écrit en effet ainsi:

¢

r+1
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Dans ce qui suit, nous nous proposons d’étudier la convergence de tels procédés.
Notre principal résultat (Théoréme 4) s’énonce alors ainsi, pour I'exemple considéré
ci-dessus:

S’il existe une matrice K (4.4) nonnégative et de rayon spectral o(K) < 1 telle que:
Vx,yeR*, |F(x) — F(y)] £ K|x — y|

(autrement dit: si F est contractant par rapport a la norme vectorielle type sur R*)
alors:

a) F admet dans R* un point fixe unique & = F(&);

b) pour tout vecteur x° de départ, et pour toute suite S activant une infinité de fois
chacune des 4 composantes, I'itération CSP correspondante converge vers &.

En particulier, pour la méthode des approximations successives, ou pour la méthode
non linéaire de Gauss-Seidel sur F, la condition imposée en b) a S est évidemment
vérifiée: d’ou la convergence de ces méthodes sous la seule condition de contraction
de F (qui assure I’existence et I'unicité du point fixe cherché). ,

Dans le cas ol F est affine sur R" (F(x) = Tx + h, ou T est une matrice (n, n)
et h un élément de R", donnés) nous retrouverons certains résultats de Chazan-Miran-
ker [2] Donnelly [3] et de [13]: dans ce cas la contraction de F par rapport a la
norme vectorielle type sur R" est simplement caractérisée par la condition Q(|T|) < 1.

On aura donc, dans ce contexte matriciel, le résultat suivant: si Q(|T[) < 1, I’équa-
tion affine de point fixe

x=Tx+h

admet (quel que soit k) une solution unique, vers laquelle converge toute itération
CSP attachée a une suite S activant une infinité de fois chacune des n composantes.

En fait un contexte ,,naturel* d’analyse pour ces questions est celui d’'un opérateur
p-contractant sur un produit d’espaces de Banach muni de la norme vectorielle
canonique (cf. Sec. 2). Ce contexte permet en effet de traiter dans un méme formalis-
me les méthodes par point et les méthodes par blocs dans R", ainsi que les méthodes
»abstraites correspondantes dans des espaces fonctionnels.

Sous les conditions de convergence établies, on pourra donner (Sec. 5) un procédé
algorithmique de contréle de la convergence d’une itération CSP.

De plus, et toujours sous ’hypothése de contraction de F, on verra qu’une itéra-
tion CSP dont la suite S n’activerait pas une infinité de fois chaque composante
converge encore, mais seulement vers un ,,point fixe partiel* de F, qui n’a aucune
chance d’étre le point fixe cherché: en ce sens, la condition imposée a S, de suffisante,
devient aussi nécessaire.



II. CONTEXTE DE BASE: NORME VECTORIELLE CANONIQUE
SUR UN PRODUIT D’ESPACES DE BANACH

On se donne, pour toute la suite, et sur le méme corps (R ou C), k espaces de
Banach X;, de norme notée | ||; (i = 1,2, ..., k). Dans la plupart des applications
que nous avons en vue, X; est simplement un R*, muni d’une norme notée alors

¢;, ou méme R lui-méme muni de la valeur absolue.
k

On considére le produit topologique X = [ X; tout x de X est par définition
un k-uple: =1

x = (X, ..., X;)

oux;eX,; (i =1,2,..., k). On notera W;le sous-espace de X (fermé pour la topo-
logie produit) des éléments de la forme (0, ..., x;, ..., 0) avec x; dans X ;.

Pour des raisons de commodité, on identifiera X; et W;, sans inconvénient puisqu’il
y a isomorphisme topologique: précisément, tout élément (0, vees Xy enns 0) de W,
(x; € X;) sera encore noté x;.

Ainsi pour x dans X, on écrira indifférement, selon le cas:

x=(Xg, .. X)), X;€X;
ou:

avec x; = P;x, P; désignant I'opérateur (linéaire, continu) de projection de X dans
W, (i =1,2,..., k) de sorte que:
k
Y P, =1 (identité sur X).
i=1
Alors, I’application suivante de X dans R*
[Tl
X =(x1,..., xk)—vp(x)z .
el

est une norme vectorielle réguliére de taille k sur X (cf. [12] [14]). p sera appelée
la norme vectorielle canonique sur le produit X.

p étant de taille finie, la topologie définie par p sur X est équivalente & celle définie
par la norme suivante, notée ¢ sur X (¢, désigne la norme du max sur R¥):

X = (xl, e xk) - ¢(x) = I?é%x “xi“‘i = [d)oo ° P] (x)

C’est donc bien la topologie produit usuclle. Muni de p, X est complet comme
produit d’espaces complets.
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Exemples de base en dimension finie.

1) La norme vectorielle sur R" qui, & tout x, fait correspondre
p(x) = ||

(vecteur obtenu en remplagant toutes les composantes de x par leur valeur absolue)
est appelée la norme vectorielle-type sur R".
Cette norme vectorielle est 'instrument adéquat pour I'étude de la convergence

des méthodes par point.
k
2) Décomposons tout vecteur de R” en k blocs x; de 4; composantes (}.4; = n).
1

Munissons chaque R* de la norme ¢;, d’ott sur R" ainsi décomposé, la norme vecto-
rielle p suivante:

©o=op(x)]
X I bilxe)

Cette norme vectorielle est I'instrument adéquat pour I'étude de la convergence
des méthodes par blocs.

Ces deux exemples, basiques dans ce qui suit, sont évidemment cas particulier
de la structure définie ci-dessus.

NI

III. CONTRACTION EN NORME VECTORIELLE

§ 1. Soit F un opérateur sur un produit X d’espaces de Banach X;, muni de la norme
vectorielle canonique p. La définition suivante étend la notion usuelle de contrac-
tion?).

Définition. F sera dit p-lipchitzien sur X s’il existe une matrice K nonnégative,
(k, k) telle que

Vx,yeX, p(F(x)— F(y)) < Kp(x — »)

Pinégalité étant comprise composante d composante entre vecteurs de R*.

Une telle matrice K sera alors appelée matrice de Lipchitz de F. Elle n’est évi-
demment pas unique, toute matrice K’ telle que K’ = K convient aussi.

F sera dite p-contractant sur X s’il est p-lipchitzien sur X, et admet une matrice
de Lipchitz K de rayon spectral o(K) < 1.

Une telle matrice K sera alors appelée matrice de contraction de F. Elle n’est
évidemment pas unique, toute matrice K’ telle que K' 2 K (d’on ¢(K') Z ¢(K)) mais
telle que o(K') reste <1, convient aussi.

1) La notion d’opérateur contractant ,,en norme vectorielle* semble remonter 4 [4]. Pour
notre étude, le contexte délimité ci-dessus suffit: c’est celui d’une norme vectorielle réguliére [12].



Remarque: tout opérateur p-lipchitzien sur X est évidemment uniformément
continu.

Le théoréme classique du point fixe s’étend alors sans difficulté:

Théoréme 1. Si F est p-contractant sur X, de matrice de contraction K, F admet
dans X un unique point fixe & = F(£), limite, pour x° quelconque dans X, de la
suite:

xr+1 — F(xr)

[méthode des approximations successives sur F, partant de x°] et I'on a alors
Iestimation suivante en norme vectorielle:

p(x" = &) = KTI — K]7' p(x' = x°).

I désignant Pidentité, soit dans R*, soit dans X, I—F est alors une bijection bi-
continue sur X et (I—F)™" est p-lipchitzien de matrice de Lipchitz (I—K)™".
On a d’ailleurs:

ol —K)™'] = 1":1;([?) z1.

Nous ne démontrerons pas ce théoréme: la démonstration effective est aisée en
étendant la démonstration classique pour le cas de la contraction ,,scalaire.

Notons, pour toute la suite, f; = P; - F (on rappelle que P; est la projection de X
dans W, i =1,2,..,k) de sorte que la relation:

y = F(x), pour xetydansX
s’écrit
Vi=filxpnx), (=12 0.

La méthode des approximations successives sur F se détaille alors ainsi:
r+1 r r
X = (s xE)
A.S. XU =f(xT, ..., xE),  x{ pris quelconque dans W;, (i = 1, ..., k).

X;;+1 =fk(x,i’ ceey XI:) >

§ 2. Le produit de deux opérateurs p-lipchitziens est évidlemment un opérateur
p-lipchitzien, puisque le produit de deux matrices nonnégatives est encore une
matrice nonnégative. Par contre, le produit de deux opérateurs p-contractants n’est
pas nécessairement, comme dans le cas scalaire, un opérateur p-contractant: en effet,
le produit de deux matrices nonnégatives de rayon spectral <1 est une matrice
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nonnégative dont le rayon spectral peut étre supérieur ou égal a 1:

00 01 10
Ke=lro> ®22=)00 00”

oKy) =0; o(K;)=0; oK,K;)=1.

{’ KZKI =

Donnons néanmoins un résultat essentiel dans la suite:

Théoréme 2. Soit X un produit de k-espaces de Banach muni de la norme vectorielle '

canonique p.
Soient Hy, H,, ..., H,, ... une suite d’opérateurs p-lipchitziens sur X, de matrices

de Lipchitz respectives My, M5, ..., M, ....
S’il existe un réel 0 avec 0 £ 6 < 1, et un vecteur v > 0 dans R* (toutes compo-

santes strictement positives) tels que:
My <bv, (r=12..)

alors les opérateurs H, sont p-contractants, de matrices de contraction respectives
M,, et les opérateurs:
I,=H,o...H, (r=1,2..)

sont p-contractants sur X, de matrices de contraction respectives:
MM,_, ..M, (r=1,2,..).

De plus, si tous les opérateurs H, admettent un méme (unique) point fixe & dans X,
il en est de méme des opérateurs II,. Alors II, converge ponctuellement vers I'opé-
rateur constant m défini par:

VxeX, n(x)=¢.

Démonstration. Elle repose sur le corollaire suivant du Théoréme de Perron-
Frobenius ([7] [14] [17]).

Théoréme 3. Soit M une matrice nonnégative (k, k) de rayon spectral o(M).
Si I'on pose, pour tout u > 0 dans R*:

Ty() = Max _[Muu],-

ona:
o(M) = Inf t5(u)
u>0

[avec d’ailleurs, pour U = diag(u), et en notant S, la norme de matrice engendrée
par la norme du max sur R*:
(u) = S,(UT'MU)].



[Lintérét de ce résultat est d’étre valable que M soit ou non irréductible.]
Les inégalités:
My <6y, (r=12,..)
s’écrivent alors:
(V) <0, (r=12..).
D’ou
oM) S 1y (1) 0 < 1.

Ainsi les opérateurs H, sont bien p-contractants, de matrices de contraction re-
spectives M,. Ils admettent alors chacun un unique point fixe.

I vient alors, pour 4 = diag (v)

ATM,, .. M A = AT MAATM,_ A, ..., A7 M, 4
d’ou
So(47IM,, ..., Mi4) £ So(47M,4) S (A7 M, _ 1 4), ..., So(47 M, 4) =

= T, () Tt (V) o Tar, (V) S 07 < 1
d’ou
oM,

r

v My) = o(47M,, ..., M{A) £ S (A"'M,, ..., M\ A) £ 0" < 1.

Ainsi, et pour tout r, la matrice M,, ..., M; est de rayon spectral <1. IT, étant
évidemment p-lipchitzien, de matrice de Lipchitz M,, ..., My, est donc en fait p-
-contractant.

Si de plus, tous les H, admettent le méme point fixe unique il est clair qu’il en va
de méme des II,. Considérons alors, pour x quelconque dans X, la quantité
p(¢ — M (x)). 1 vient:

p(& = M(x)) = p(IT(¢) — I(x)) = M, ..., Myp(¢ — x).
Notant toujours ¢, la norme du max sur R, il vient:
$eo(P(E = M1,(x))) < Su(My ... My) §oo(p(¢ — X)) -
C'est-a-dire, pour la norme ¢ définie sur X (cf. Sec. (2)):

B — I(x)) = So(M,, ..., My) $(¢ — x) .
Or

Se(M,s ..., M) £ So(4) Sx(47'M,, ..., M14) S (471) £ S, (4) S,(471) 0.
D’ou, puisque S,(4) S,(47') = Max v,/Minv; = C:
$(¢ = IT(x)) = 0°C §(¢ - x)



la quantité C . ¢(¢ — x) étant indépendante de r, il en résulte, puisque 6" tend
vers zéro, que I’on a, pour tout x dans X:
lim IT,(x) = &.

r—+o

Remarques.

1) On peut en fait prouver la convergence compacte des opérateurs I1, vers I"opéra-
teur 7. Nous n’aurons besoin ici que de la convergence ponctuelle.

2) L’inégalité S (M,,..., M,) < CO" montre que la matrice M,,..., M; (de
contraction de IT,) converge vers la matrice nulle, qui est bien la matrice de contrac-
tion de "opérateur constant =, limite de I1,.

3) On voit bien ce que donne le résultat précédent dans le cas de la contraction
,,scalaire®. ‘

§ 3. Introduisons maintenant la notion, utile pour la suite, de ,,point fixe partiel
de F.
Soit F un opérateur sur X. Soit I une partie de {1, 2, ..., k} et J son complémen-
taire. Soient
Wy=@W, et W,=0W,.

iel jeJ
Alors X est la somme directe topologique de W; et W, puisque
k
X=0W,.
r=1
Soit x; = )" x;, (x; € W;) un élément quelconque, fixé dans W;.
iel

On définit alors 'opérateur suivant, noté F, , de W, dans lui-méme:

xr°

Xy = ijj’ (x;€ W) > Fy (x5) = ZJPjF(x, +x,).
Jje Jje .

Définition. F, est appelé trace de F sur Wy, a x; fixé.

Exemple. k = 4,1 = {1,3},J = {2,4}.

Alors pour x; = Xx; + x; fixé (x; € Wy; x5 € Ws) F,, est défini par:
fZ(xl’ X2, X3, x4) € W1 >
fk(xlax2’x3’x4)

(x2€ Wy; x4 W,).

Xy =X, + x4 = F(x;) =

De plus, pour x, = Y. xj, (x; € W;) dans Wj, on notera p,(x,) le vecteur obtenu en
supprimant

dans p(x;) toutes les composantes (qui sont évidemment nulles) d’indice i pris
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dans I. Il est clair que p; est la norme vectorielle canonique (de taille 4, = card (J))
sur W, considéré comme produit des espaces de Banach X; ouje J.

Exemple: k = 4,1 = {1,3}, J = {2, 4}.
Alors pour x; = x, + x, dans W; il vient:

%30,
P =l
et
p(X)= ||x4||2
T = gl -

La proposition suivante n’a pas d’équivalent dans le cas de contraction ,,scalaire‘:

Proposition 1. Si F est p-contractant sur X, de matrice de contraction K, alors
pour tout x; fixé dans Wy, Vopérateur F,, est p,-contractant sur W;, de matrice
de contraction K; : K; est la sousmatrice principale de K, obtenue en supprimant
dans K lignes et colonnes d’indices i € 1.

F,, admet alors dans Wy un unique point fixe n, (qui dépend évidemment de x;)
et I'on a:

F(/xl + n-’) = F’IJ(XI) + Fxl(nf) = F'IJ(XI) +n

Démonstration. Soit donc K = k(;;) la matrice de contraction de F considérée.

Pour x; = Y x; fixé dans W, soient:
jeJ

Xp=2 % et y, =3y,
jeJ jeJ
deux éléments quelconques de W, (x;€ W;;  y;€ W;). Ona:
P(F(x; + x;) = F(x; + y5)) < Kp(x; = )
d’ou, pourje J

“fj(xl + x;) — fj(xl + YJ)”,' = ;ijr”xr - X

= z k./'r
reJ

xr—yr

r =

r + Z kjrl
reJ

xr_yr

soit globalement:
pJ(Fxl(xJ) - Fx,()’J)) =< Klpl(xl - y.l) .

Or K, sous matrice principale de la matrice nonnégative K est telle que o(K,) <
< o(K) < 1: d’out le résultat: F,, est p,-contractant sur W,, de matrice de contrac-
tion K.

F,, admet donc un unique point fixe ; dans W, et les relations indiquées résultent
alors des définitions.
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Exemple. Dans I’exemple indiqué plus haut, il est clair que

k22 k24
k42 k44

kyy kay
kar kas

lx2 = yall2 4
X4 = yalla’

’ ]]fz(x1x2x3x4) - fz(xJYZx3Y4)||z
‘ {]f4(x1x2x3x4) - f4(x;YZx3Y4)||4

IIA

Définition. Dans le contexte ci-dessus, I'élément n = x; + n; de X sera appelé
point fixe partiel de F dans W, pour x; fixé dans W,.

Exemple. Dans ’exemple précédent, n = x; + n, + x5 + 14 avec:

f1(x1a N25 X3, 714)

fz(xp N2s X3, 714) =1
fa(xxa N2> X3, ’74)

f4(x1, N2, X35 '14) = N4 -

F(n) =

§ 4. Examinons enfin, pour clore cette section consacrée a la p-contraction,
le cas important ou F est un opérateur affine sur X : F(x) = Tx + h, ou he X et ou
T est un opérateur linéaire sur X.

I1 est simple de voir que, pour que F soit continu, il faut et il suffit qu’il soit p-lip-
chitzien, c’est-a-dire encore que T le soit. Or Tétant linéaire, pour qu’il en soit ainsi,
il faut et il suffit qu’il existe une matrice B, nonnégative (k, k), avec

Vxe X, p(Tx) < Bp(x).

Une telle matrice B est appelée majorante de T ([12] [14]). Posons T;; = P,TP;

(i,j = 1,2,..., k): T} est une application linéaire de W; dans W, et
T=>T;.
ij

Alors, dire que T'admet une majorante B, c’est dire que Tj; est continu de W; (normé
par || |;) dans W; (normé par | |,), (i.j = 1,2, ..., k). Notant alors | T;;] la norme
correspondante de T, il est facile de voir que la matrice nonnégative (k, k) M(T) =
= (” T;;|) est une majorante de T, et que toute majorante B de Test alors caractérisée
par l'inégalité:

M(T)< B.

L’application T = M(T) est alors une norme vectorielle réguliére de taille k?
sur l’algébre L(X, X) des opérateurs linéaires continus sur X.

VT, T,, M(T,T,) < M(T,) M(T,).

De plus, de I'inégalité: M(T) < B entre matrices nonnégatives, résulte la méme
inégalité sur les rayons spectraux: o(M(T)) < o(B). Ainsi, si F est p-contractant,
M(T) est sa meilleure matrice de contraction. D’ou la:

11



Proposition 2. Pour que lopérateur affine F(x) =Tx + h [on TeL(X, X):
F est p-lipchitzien de matrice de Lipchitz M(T)] soit p-contractant, il faut et il
suffit que o(M(T) < 1, M(T) étant alors la meilleure matrice de contraction de F.
Alors F admet un unique point fixe & dans X, calculable par la méthode des approxi-
mations successives: x**1 = F(x") = Tx" + h qui s’explicite ainsi:

(Y]

k
TP =YTx 4+ hy, (i=1,2,...,k)
j=1
k
avech =Y h;, (h;eW,).
i=1

De plus, (I — T)™" existe dans L(X, X) et 'on a: M[(I — T)"'] < [1 — M(T)] .
(I désignant Pidentité soit dans X, soit dans R*).

Le début de la proposition précédente s’établit sans difficulté. Quant au dernier
point:

Si o(M(T)) < 1, I'opérateur T lui-méme est p-contractant. On sait alors que
(I — T)™" existe et est p-lipchitzien de matrice de Lipchitz [I — M(T)]™*' (cf.
Theoréme 1.) Or, Tétant linéaire, (I — T)™! est aussi et ainsi (I — T)™! e L(X, X).
Sa matrice de Lipchitz [I — M(T)]™" est donc une majorante de (I — T)~" d’ou
par conséquent I’inégalité cherchée:

M- T)7 ] = [1 = M(T)]™!

puisque M[(I — T)™'] est la plus petite des majorantes de (I — T)~ .

IV. ITERATIONS CHAOTIQUES SERIE-PARALLELE NON LINEAIRES

§ 1. Soit donc X un produit de k espaces de Banach X;, muni de la norme vectorielle
canonique p, et soit F un opérateur p-contractant sur X, dont ¢ désignera 'unique
point fixe. On rappelle (Sec. III §1) que la relation y = F(x) se détaille ainsi:

yvi=fxp,nx), (i=12...,k)
avec
vieX;, x;eX; (i,j=1,2,..k).

Soit alors J une partie non vide de {], 2,..., k}. Définissons 'opérateur F; sur X
par: )
x= (X, %)€X > Fy(x) =(zq,..,2)€X
avec

zy=x; si i¢J, z;=fx;,...%) pour jelJ.
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Remarques.

1) On a évidemment: F = Fi(2,... 1 Pour J vide, il est naturel de poser Fy = I
(identité sur X).

2) Soit I le complémentaire de la partie J de {1, 2, ..., k} considérée. Alors pour x
quelconque dans X:

X =YX+ X=X+ X;
i1 jer

il est clair, avec les notations du § 3 de la Sec. précédente, que:
FJ(X) = Xr + FXI(XJ) .

Considérons alors I’algorithme suivant: soit S = {J;, J5, ..., J,, ...} une suite
de parties non vides de {1, 2, ..., k}. Partant de x° quelconque dans X, considérons
la suite suivante dans X, définie par la récurrence:

Xt = Fy L (3, (r=0,1,2,..).

Définition. Une telle suite sera appelée itération chaotique série-paralléle
(itération CSP) de point fixe sur F, partant de x° et définie par la suite S =
= {J,, Jp .. Jyo ...} de parties de {1,2, ..., k}.

La question est de savoir si une telle suite converge vers le point fixe unique &
cherché de F dans X.

La motivation de cette question est de justifier de telles techniques numériques
d’itération. utilisées effectivement. En particulier, dans une itération conduite sur
une grille, pour la résolution approchée d’un probléme aux limites discrétisé, on peut
pratiquer utilement ces méthodes: Au lieu d’activer les itérations en balayant la
grille dans un ordre systématique, on ne se prive pas d’itérer plus fréquemment en
des noeuds de la grille ot 1a convergence est lente qu’aux noeuds (par exemple voisins
de bords du domaine) ou la convergence est plus rapide: ceci, bien entendu, dans le
but de diminuer le temps de calcul total.

Nous allons voir que ces techniques sont justifiées: précisément, sous la seule
condition de p-contraction de F, et & condition que l’itération chaotique considérée
,»h'abandonne jamais. définitivement une seule composante*’, on prouvera la con-
vergence du procédé vers I'unique point fixe ¢ de F.

De plus, la notion de ,,point fixe partiel de F, définie en Sec. III, § 3, permettra
de voir ce qui se passe si, au contraire, pour F p-contractant, on enclanche une itéra-
tion CSP qui n’itére qu’un nombre fini de fois sur certaine(s) composante(x): il y aura
alors convergence vers un point fixe partiel de F; qui dépendra du vecteur de départ x°.

§ 2. 11 convient d’abord d’étudier les points fixes des opérateurs F;, ou J est une
partie non vide de {1,2, ..., k}.



K = (k;;) étant ype matrice de contraction de F, on notera K, la matrice nonnéga-
tive (k, k) obtenue ainsi:

1) K; a méme jéme ligne que K pour j pris dans J.
2) pour i¢ J, K, a pour i®™ ligne e}, le i*™ vecteur de base de R*, transposé.
Example. k = 4, J = {2, 4},

K,=/1 0 0 o0
kZl k22 k23 k24

0O 0 1 0 l
kyy kay kas k44l

Remarques.
1) PourJ = {1,2,..., k} K, = Keto(K,) = o(K) < 1;
2) pour J (non vide) et strictement inclus dans {1, 2, ..., k} il vient oK, = 1.

En effet, par une permutation des lignes de K, et la méme permutation sur les

colonnes, ce qui laisse le rayon spectral invariant, on se raméne a une matrice de la
forme:

au B et C sont deux matrices nonnégatives extraites de K, C étant d’ailleurs la matrice
(carrée de taille 2 = card (J)) notée K, en Sec. IIT § 3.

Dol o(K,;) = Max (1, o(K,)). Or on a vu que K, sous matrice principale extraite
de K (nonnégative) vérifie o(K)) £ oK) < 1, d’ou:

oK))=1.
Lemme 1. F; est p-lipchitzien de matrice de Lipchitz K.
La démonstration est élémentaire. A noter que dans I'inégalité
Vx, yeX, p(F,(x) — F,(y)) £ K, p(x — )
il y a égalité pour toutes les composantes d’indices i ¢ J.

Lemme 2. Si J est strictement inclus dans {1,2,...,k}, Fy admet une infinité
de points fixes dans X, qui sont autant de points fixes partiels de F.

En effet, soit I le complémentaire (non vide) de J dans {1, 2, ..., k} et soient
Wy=@W, Wy=aW,.
iel jeJ

Dou X = W; @ W, (cf. Sec. III § 3).
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Soit alors x; = Y. x;, (x; € W,-) un élément quelconque de W,. D’aprés la Proposi-

iel
tion 1, F,, est p,-contractant (de matrice de contraction R,) sur W;: soit n, son
unique point fixe (qui dépend évidemment de x,) dans W,. Alors F,(x, + 1) =
= x; + F,,(n;) = x; + n,. x; + 1, est donc point fixe de F, dans X, et il est facile
de voir que tout point fixe de F; est ainsi construit: il en existe donc une infinité,
au choix du vecteur x,. Ces points fixes de F, sont donc points fixes partiels de F. @

Remarque. En particulier, l'unique point fixe & de F est évidemment point
fixe de F;, ou J est une partie quelconque de {1, 2, ..., k}.

§ 3. Nous sommes alors en mesure d’étudier la convergence d’une itération CSP.
L’élaboration des résultats suivants est due a M. Charnay et F. Musy.

Lemme 3. Soit J, ..., J, une séquence de parties non vides de {1, 2, ..., k}. Posons:
G, =F; o...0F
Alors G, est p-lipchitzien, de matrice de Lipchitz:

LrZKJ'_,...,KJ

1

La démonstration est évidente par composition d’opérateurs p-lipchitziens.

Lemme 4. Soit Ji, ..., J, une séquence de parties non vides de {1,2,..., k}
d’ou G, et L, définis ci-dessus. Alors pour tout indice i pris dans {1, 2,..., k} et
n'appartenant a aucune des parties Jy, ..., J, considérées, la "¢ ligne de L, est
encore

[0..1...0] =e!.

A cause de la forme des matrices K, , (se {1,2,...,r}), ladémonstration se fait
par récurrence de fagon élémentaire.

Ainsi se trouve formalisé le fait que lorsqu’on active un opérateur Fj, seules sont
modifiées les composantes prises dans J.

Voici maintenant un résultat important dans cette étude:
Lemme 5. 1] existe un vecteur v, positif dans R* (toutes composantes strictement
positives), qui ne dépend que de la matrice K de contraction de F, tel que: ‘EK(V) <1

et vérifiant la propriété suivante: G, et L, étant définis comme ci-dessus, on a, pour
tout indice i pris dans J{ LU ... U J,:

3, Leduts < o).
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Démonstration. Tout d’abord, d’apres le Théoreme 3, il existe, puisque K est
une matrice nonnégative de rayon spectral Q(K) < 1, un vecteur v > 0 dans R*

tel que:
o(K) < t(v) < 1.

Ce vecteur, qui ne dépend que de K, sera utilisé¢ dans toute la suite. Démontrons
alors par récurrence la propriété annoncée:
pourr = 1,G, = F; d’ou L; = K.

Alors, pour i pris dans Jy, il vient, par définition de K :

g LKy, Jis v =i ki < %(v).

Vi ji=t Vv
Soit alors G,_; = F; _ o...0F,,, de matrice de Lipchitz:

LKy,

L_,=K,

- 12 "

Supposons, par hypothése de récurrence, que pour tout i pris dans J, U J,, ...
.V J,_, onait:

z [Lr—l]lj J <= (v)

ji=1

et montrons que, pour tout i pris dans J; U ... U J, on a aussi:

i [_L_"JLJL < TK(V);

=1 v

a) soit d’abo;_’d ieJ,U...uJ,_; avec i¢ J,; puisque j ¢ J,, la i*™ ligne de K,,

est donc [0 ... i 0] = e} (par définition de K; ). Et puisque:
L =K, L,_

il est clair qualors L, et L,_, ont méme i*™ ligne, d’ot1:

k k
ylldun ol o).

i

b) Si i e J, il vient, en notant toujours k;; les éléments de K

j=1 Vi Vi

S L vy _ < [KnLe-1ly v _ v v kilLe-ilsi Vi _ vy o [L-ilyv;
rli — rr i = is r S, — kis r—11sj " Jj
jgl 2 i=z1s=1 Vi sg;‘ jgl

i

16



qui se décompose en:
k [L ] krr ’
—1lsj ¥y [ ~1]s'V'
I = A R N ) A
seJiV...ulp-1 Jj=1 Vi s¢J1u..UJpt ji=1 Vi
or:
dans le premier terme de cette somme, et puisque s€ J; U ... U J,_y, la quantité

: [Lr— IJSJ'_vJ'

=1 v;

est majorée, d’aprés 'hypothése de récurrence, par 7,(v) (v,/v;), quantité elle-méme
majorée par vy[v; puisque 7,(v) < 1.

Dans le second terme de cetie somme, et puisque s¢ J; U ...u J,_,;, la quan-
tité [L,_,],; est nulle pour j = s et vaut 1 pour j = s (Lemme 4).

La somme considérée est donc majorée au total par:

. k isVs

s=1 V;

quantité elle-méme majorée, par définition, par tx(v).

Ceci achéve la démonstration, valable que Jy, ..., J, soient ou non deux a deux
disjointes. @

Le lemme précédent a pour but d’établir alors la:

Proposition 3. Soit J,, J,, ..., J, une séquence de parties non vides de {1, 2, ..., k}
telles que J; U J,, ... 0 J, = {1,2, ..., k}.
Soit G, = F; o...0 F;,, de matrice de Lipchitz

L=K,,..K,

1.

Alors: 1, (v) < x(v) < 1, o(L,) £ o(K) <1 et G, est p-contractant sur X. Son
unique point fixe est celui. noté &, de F.
En effet, il vient, d’aprés le lemme précédent, et pour tout i dans {1, 2, .. k}:

k
Z [Lr]l'i Vi < TK(V) <1
=1 v
d’ou, par définition de 7, (v):
' 7, (v) S (v) < 1.

D’ou d’ailleurs o(L,) < 1. Mais, de fagon plus précise:

Inf 7, (v) £ Inf 7,(v) = Inf 74(v) = o(K) < 1.
V>0 v>0 v>0
x(v)<1 tx(v)<1

D’ou
o(L,) =Infr, (v) < Inf ¢ (v) oK) <1.
v<O0 v>0
tx(v)<1
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Cette proposition montre donc qu’en composant les opérateurs Fy, Fy,, ..., F;,
on finit par construire, dés que tous les indices 1,2, ..., k ont été utilisés chacun
au moins une fois, un opérateur G, p-contractant sur X. G, admet alors un unique
point fixe. Or, il a été noté que I'unique point fixe & de F est point fixe de tous les
opérateurs F;, doncde F, , F,,, ..., F;_et par conséquent de G,.

¢ est donc I'unique point fixe de G,.

On note I'importance du Théoréme 3 dans toute cette étude; il reste a introduire
la notion suivante:

Définition. Soit S = {J, J,, ..., J,, ...} une suite de parties non vides de {1, 2, ...
...,k}. On appellera résiduel R(S) de cette suite la partie de {1,2....,k} ainsi définie:

R(S) = {re{l,Z,...,k}, YVneNiIm = n:reJ,,,}.

Le résiduel de la suite de parties Jy, J,, ..., J,, ... est donc ’ensemble des indices
pris ,,une infinité de fois dans I’itération CSP correspondante.

Exemple. k = 4. Soit S définie par:

(1,2), (1,3,4), ), (2.3), (2.4), (2,3), (2. 4)etc.....
Alors R(S) = (2, 3, 4).
Nous sommes alors en mesure d’établir le résultat principal de cette étude:

Théoréme 4. Soit X un produit de k espaces de Banach X;, muni de la norme
vectorielle canonique p. Soit F un opérateur p-contractant sur X, dont & désigne
Punique point fixe dans X.

Soit S = {Jy, Jy, ..., J,, ...} une suite de parties non vides de {1,2, ..., k} telle
que S soit de résiduel maximal:

(H)R(S) ={1,2, ..., k} .
Alors litération CSP sur F
X =Fy  (x)

partant de x° quelconque dans X et définie par S converge vers &.

Démonstration. On va regrouper les parties J;, de fagon a constituer des opéra-
teurs p-contractants: d’aprés ’hypothése (H), il existe un plus petit entier r, tel que
Punion de J,, J,, ..., J,, redonne tout {1, 2,... k}. Alors d’aprés la Proposition 3,
Popérateur

Hl = FJ”o e oF_,1

est p-contractant sur X ou il admet ¢ pour unique point fixe.

Toujours & cause de ’hypothése H, on peut réitérer le procédé et construire ainsi
une suite d’opérateurs H (s = 1,2, ...), tous p-contractants et de méme point fixe
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unique ¢ (celui de F) dans X. On notera

HS:FJ’.SO.--OFJ +1

rs-1

opérateur admettant (cf Proposition 3) la matrice de contraction

M, =K s Ky 4y

Fs-1

Soit alors (y°) la sous-suite de la suite x" dans X définie par:

W=x% »y*=H, (), (s=012..).

Alors, d’aprés la Proposition 3, on sait que, pour un vecteur v > 0 de R* vérifiant:
tx(v) < 1 (et il en existe, puisque, K désignant une matrice de contraction de F,
on a o(K) < 1),

Il vient, pour tout s: 7, (v) < 74(v) < 1.

Posant © = 7,(v) on a donc, pour tout s: My <0v, (0 <O < 1).

La suite des opérateurs H vérifie donc toutes les hypothéses du Théoreme 2.

On en déduit que, quel que soit x°, 1a suite des y* converge vers ¢ car on a:

P& — ) S6°C H(¢ — x°)

ol C = Max v;/Min v; est une constante.

On a donc montré que la suite x°, ..., x", ... admet une sous-suite convergeant
vers .

Monstrons alors que la suite elle-méme converge vers £. Pour tout élément x"
de cette suite, soit y* = x" "7 le dernier élément de la suite des y' considérée, calculé
avant x'.

1l vient:

x" = FJro ce. 0 F‘,’__q+1(xr~q) = FJro ves 0 FJr—q+1(yS)
et y=Hy ™)
d’ou: X' =Fjo..0F, oH(y ).

Posant E = F; o...0 F;
de matrice de Lipchitz:

+—4s10 Hy, on a donc: x" = E(y*™') E est p-lipchitzien,

L= KJr...KJ,__q“ Ms'

Or, en passant-de y*~! & x" dans Pitération CSP, toutes les composantes ont été

,,atteintes® puisque c’est déja vrai par définition dans le passage de y*~* a y5. Par
conséquent (Proposition 3) g(L) < 1: E est p-contractant avec d’ailleurs, pour
v > 0 dans R* tel que t4(v) =0 < 1: 7,(v) £ 14(v) =0 < 1.

On a alors:

p(x" = &) = p(E(y"™") — E(§)) < Lp(y*™' - ¢).
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D’ou, par la méme technique qu’au Théoréme 2, en posant 4 = diag (v):

Du(p(x" — &) = S.(4) S7(471) So(471LA) o (p(y ™" ~ €))
soit encore:

d(x" == C.uy( (!t = =C.OH 7 - ).
Or, d’apres ce qui précede: ¢(y* ™' — &) < CO°™! ¢(¢& — x°) d’ou finalement:
P(x" — &) £ CO° P(¢ — x°).
Or par construction, s tend vers I'infini lorsque r tend vers Uinfini, et ceci, grace
a Phypothése (H). Or C?¢(¢ — x°) est indépendant de r : d’ou, puisque 0 <O < 1,

la convergence de x, (dans la topologie produit considérée sur X) vers le point fixe
unique ¢ de F, ce qui acheve la démonstration. @

§ 4. Cas d’un résiduel non maximal.

Nous allons voir ce qui se passe dans une itération chaotique, définie par une suite
S dont le résiduel n’est pas maximal, c’est-a-dire pour laquelle I’hypothése (H)
n’est pas vérifiée. Nous allons prouver que la suite construite converge encore vers
une limite dans X, mais que cette limite n’est plus qu’ un point fixe partiel de F,
qui n’a aucune change d’étre le point fixe cherché.

Théoréme 5. Soit X un produit de k espaces de Banach X;, muni de la norme
vectorielle cacnonique p. Soit F un opérateur p-contractat sur X, dont & désigne
l'unique point fixe dans X.

SoitS = {J,, ..., J,, ...} une suite de parties non vides de {1, 2, ..., k}, de résiduel
strictement inclus dans (1,2, ..., k}.

Alors Pitération CSP sur F: x"*! = F; _ (x"), partant de x° quelconque dans X,
converge vers un point fixe partiel de F qui dépend de x°. Précisément:

J étant le résiduel de la suite S considérée, et I son complémentaire dans {1, 2,...
..., k} soit: x, = x] + x} la décomposition (unique) de x" dans la somme directe
W, + W, de X. Alors:

a) x} converge en un nombre fini de pas vers une limite notée x;:
. ro__ .
Jro:Vrzry, xX7=x;;

b) x} converge, lorque r tend vers Uinfini, vers Punique point fixe 1y (qui dépend
évidemment de x;, donc de x°) de I'opérateur F sur Wy;

c) il en résulte que x" converge, lorque r tend vers I'infini, vers le point fixe partiel
suivant de F x = x; + n, avec alors F (x) = F(x; +n,) = F, (X)) + F(n,) =
= F'IJ(xx) + 7y
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Démonstration.

o) Le résiduel de S (noté ici par commodité J) étant strictement inclus dans
{1,2, ..., k}, son complémentaire I n’est pas vide.

Il est clair qu’alors, dans l'itération CSP considérée, toute composante d’indice
i pris dans I ne sera activée (i.e. modiﬁée) qu’un nombre fini de fois. Autrement dit,
au bout d’un nombre fini de pas de I'itération, toutes les composantes x} pour i dans I
ne seront jamais modifiées dans la suite du calcul. Posant alors xj = Y x|} il est
clair que le point a) est acquis. iel

B) le rang r, étant atteint ol xj est définitivement stabilisé en x;, considérons
la suite suivante dans W;:

xp=Y x5y, (rzr).
iel
11 est clair que, pour tout r 2 r,, la décomposition (unique) de x" dans la somme
directe W, @ W, s’écrit alors: x" = x; + xJ.
Considérons alors la trace F,, de F sur W,, x; étant ainsi fixé (cf. Sec. III, § 3).
Par définition, il vient que, pour r > ry:

1) la suite x} est une itération chaotique série-parallele sur F,, partant de x7°,
et définie par la suite:
S;={Jpt1 NI, e J,..0)

de parties non vides de J.")

2) Dans J, le résiduel de S; est par construction J lui-méme. Autrement dit,
litétation CSP considérée sur F, est de résiduel maximal: elle verifie 'hypothese
(H) du Théoréme 4 précédent.

De plus F,, est p, contractant sur W, (cf. Proposition 1): F,, admet donc un unique
point fixe dans W, noté n, (qui dépend évidemment de x,, donc de x°).

Ainsi, toutes les hypothéses du Théoréme 4 sont vérifiées pour l'itération CSP
considérée sur F,,: on conclut a la convergence de x), vers I'unique point fixe 7,
de F,, dans W,: c’est le point b).

1l en résulte évidemment que x" lui-méme converge vers x; + 1y, point fixe partiel
de F dans Wy (cf. Section 111, § 3); les relations indiquées sont celles de la Proposition
1, ce qui achéve la démonstration.

Remarques.

1) Le point fixe partiel de F x = x; + 5, ainsi construit ne sera le point fixe
¢ (unique) de F que si, par extraordinaire, les composantes x; de x; pour i dans I
étaient celles de &, ce qui n’a, dans un exemple réel, aucune change de se produire.

2) On renvoie, pour une illustration numérique des Théorémes 4 et 5 précédents,
a la Section 10.

1y Avec, dailleurs, pour r >ro: J, N J == J, puisque ./, < J.
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V. CONTROLE DE LA CONVERGENCE D’UNE ITERATION CSP

Replagons nous dans le contexte du Théoréme 4, d’une itération CSP pour
laquelle, I’opérateur F considéré étant p-contractant, et la suite S de résiduel maximal,
on peut conclure a la convergence vers ’unique point fixe & de F.

Indiquons alors un procédé algorithmique de contrdle de ’approximation obtenue
sur la solution: nous allons donner, pour tout ¢ suffisamment grand, une majoration
de p(¢ — x7) par un vecteur z, que nous saurons calculer, et qui tendra vers 0 lorsque
g tendra vers infini.

En reprenant les notations de la démonstration du Théoreme 4, soit:

HIZFJ o...oITJI

r

le premier opérateur p-contractant que I’on peut construire en composant les opéra-
teurs Fy, (i = 1,2,...). On sait qu'une matrice de contraction de H, est alors:

MI = KJ“, ...,KJ

1

matrice qu’il est possible de construire numériquement a partir des matrices
K;, (i=1,2,..., rl), elles-mémes déduites simplement de la matrice K considérée
comme matrice de contraction de F.

D autre part on sait (Proposition 3) que ¢ est aussi 'unique point fixe de H; dans
X. Et dans I'itération CSP considérée, il vient x™ = H,(x°).

Considérons alors I’élément z, de R¥ défini par
[I - M]zy = p(x" — x°).

Un tel élément existe, est unique, et vérifie z° = 0, car M, étant nonnégative
et de rayon spectral <1, I — M, admet une inverse nonnégative.

Or, H,, étant p-contractant sur X, de matrice de contraction M,, et admettant
I’'unique point fixe ¢ de F dans X, il vient, d’aprés le Théoréme 1, et puisque x™ =
= H,(x°):

PE — ) S (1= M) plx - x°) = 7
et
p(é — x") £ M,[I — M,]7 "' p(x™ — x°) = M,z, .

Soit, en posant:
zZ,, = Mlzo 5 (:Kjrl, ...,K_, ZO) s

p(€ - xrl) é Z“ *.

Nous poserons ensuite, pour g = ry:
Zq+1=KJq+lzq, (q=r1,r1+1,...).
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Proposition 4. On a, pour tout q¢ = ry p(¢ — x) < z
= 4q°*
En effet: Cette inégalité est vraie pour 4 < r . Démontrons la par récurrence,
pour cela supposons la vraie a I'indice q: p(¢ ~ x9) £ z, alors

P(é - xq+1) = P(FJ.;H(E) - F-’q+1(xq)) =< Kan P(f - xq) =

= K-’quzq = 2041 -

Remarques

1) Cet algorithme reprend, dans le contexte d’itérations CSP présenté ici, un
algorithme, défini dans [12] pour le cas d’itérations linéaires: cet algorithme a été
initialement défini par J. Shroeder [15] pour le cas de la norme vectorielle type
sur R".

2) Tout élément de la suite d’itération CSP considérée peut étre pris. comme
,vecteur de départ x°,: en n’enclenchant le contréle de I’approximation qu’au
bout d’un certain nombre de pas de I'itération CSP, on gagne en temps de calcul,
et surtout sur la finesse des estimations obtenues (cf [12]).

3) Montrons — ce qui est numériquement important — que lestimation z,
obtenue pour p(f — xq) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini.

11 vient, z,, étant calculé:
Zgrr = KipyiZg (g=ruri+1,.).

Or cette suite de vecteurs =0 de R* n’est pas autre chose qu’une itération CSP
conduite sur la matrice K (de contraction de F) partant de z,, et définie par la suite
{J 41> Jp42 ...} de parties (non vides) de {1, 2, ..., k}.

Or cette suite de parties est évidemment de résiduel maximal puisque, par
hypothése, la suite S = {J, J,, ...} est de résiduel maximal.

De plus, relativement & la norme vectorielle type sur R¥, la matrice (nonnégative)
K est contractante: en effet

Vx, ye R* |[Kx — Ky| = IK(x - )| = K]x—)l.

Ainsi K est, dans ce contexte, sa propre matrice de contraction: les hypothéses
du Théoréme 4 étant vérifiées, on conclut que la suite des z, converge vers 'unique
point fixe de ’opérateur K sur R¥, qui est évidemment ’origine de R*.

VI. EXEMPLES

Soit toujours X un produit de k espaces de Banach X;, muni de la norme vectorielle
canonique p, et F un opérateur p-contractant sur X, dont K désigne une matrice
de contraction. D’aprés le Théoréme 4, toute itération CSP conduite sur F, définie
par une suite de parties S = {J,, J,, ..., J,, ...} (de {1, 2, ..., k}), derésiduel maximal,
converge, quelque soit le vecteur x° de départ, vers l'unique point fixe ¢ de F dans X.
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Dans ce qui suit, nous illustrons ce résultat pour différentes suites S possibles,
de résiduel maximal.

§ 1. Méthode des approximations successives

Il est clair que la suite

S={{1,2,...k}, {1,2,..,k}, {1,2,..., k}, ...} (de résiduel maximal) redonne
la méthode des approximations successives sur F, dont on sait bien (Théoréme 1)
qu’elle converge vers (. Comme on I’a noté en introduction, cette méthode est une
itération enti€rement parallele, k unités de calcul, attachées chacune a une composante
X (i =1,2,.., k) du vecteur itéré x", pouvant travailler ,,en paralléle (simultané-
ment) pour calculer x;**, & partir d’'une mémoire commune ou sont stockés les x7:

i

A.S. = fixnax), (i=12,..,k, (r=0,12..)

§ 2. Méthode non linéaire de Gauss-Seidel [1] [8] [16].

Si ’on prend comme suite S la suite suivante, de résiduel maximal:

S = {1, 2} .o (K} {1, 2}, (k) )

on obtient la méthode (entiérement série, puisqu’une seule unité de calcul est a utiliser
a chaque pas) de Gauss-Seidel non linéaire sur F:

x;*t = x}, (i # r + 1 modulo k),

13 1

XU = ffx5, ... x5), (j=r + 1 modulo k),

(r =0,1,2, ),
qui s’écrit encore, en regroupant les pas de k en k,
nt = S L ), (= 1,2,00K),
(r=0,1,2,..).

On est donc assuré, sous la seule hypothése de p-contraction de F, de la convergence
de cette méthode vers 'unique point fixe de F, quel que soit le vecteur de départ x°.

Nous pouvons compléter ce résultat par les précisions suivantes: soit G I’opérateur
sur X, de composantes g;, définies par:

XEX—>g1(x) =f1(x) =f1(x1a---~xk),

Q2(x) = fz(g1(x), X25 eees xk) s
9,(x) = F(01(): o G113, X 30
ék(x) = fk(gl(x)a cees gk—l(x)’ xk) .
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Alors il est clair que, sous la forme regroupée indiquée ci-dessus, la méthode non
linéaire de Gauss-Seidel sur F n’est pas autre chose que la méthode des approxima-
tions successives sur 'opérateur G:

it =gt ..omp), (i=12,...k)),
(r =0,1,2, )

Définition. G sera appelé opérateur de Gauss-Seidel associé a F.
Soit K une matrice de contraction de F:

Vx,yeX, p(F(x) — F(y)) < Kp(x — y)

Notant L la triangulaire inférieure stricte de K, U sa triangulaire supérieure,
K = L+ U, et ’on a, par définition de G:

Vx, yeX, p(G(x) = G(y)) = Lp(G(x) — G(y)) + Up(x — y).

Or, L étant nonnégative et de rayon spectral nul, I — L admet une inverse nonnéga-
tive d’ou:
Vx,yeX, p(G() - G() < (I - L)' U plx - )
et, d’aprés le Théoréme de Stein-Rosenberg [16]:
oI —L)"'U) oL+ U)=oK) < 1.

Ainsi Popérateur G est-il p-contractant sur X puisqu’il admet comme matrice
de contraction la matrice (I — L)™' U: a noter que cette matrice n’est pas autre
chose que ,,la matrice de Gauss-Seidel** de la matrice de contraction K = L+ U
de F.1)

G admet alors comme unique point fixe celui de F. On retrouve donc ainsi que,
sous sa forme regroupée, la méthode de Gauss-Seidel sur F est convergente, parce
qu’il s’agit de la méthode des approximations successives sur 'opérateur G associé,
p-contractant et de méme point fixe que F. (cf. [1]).

Drailleurs si nous définissons, & partir de la matrice K = (k;;), les matrices:

K =|ky...ky...ky|<i®™lignedeK, (i=12,...,k).

1y On voit ainsi comment passe, par I'intermédiaire des matrices de contraction, un résultat
classique pour les itérations linéaires (Théoréme de Stein-Rosenberg), dans notre contexte
non linéaire.
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[Dans les notations de la Sec. IV, ces matrices seraient notées K ;], il est clair que

Y

la méthode de Gauss Seidel considérée consiste & composer successivement les
opérateurs F,. F,, ..., F, (on devrair écrire F{,}, ..., F{,}), de matrices de Lipchitz
respectives K, K,, ..., K,.

Si nous posons K’ = K,, ... K, il vient, d’aprés la Proposition 3, que K’ est une
matrice de contraction de ’opérateur G. Il est facile de vérifier que K’ coincide avec
la matrice (I — L)™' U définie plus haut.

Pour le cas ou X = R", on obtient, selon la norme vectorielle choisie (cf. Sec. II),
des méthodes de Gauss-Seidel par blocs ou par point. Dans ce dernier cas (utilisation
de la norme vectorielle type sur R”), on retrouve ainsi différents résultats donnés par
Ortega et Rheinboldt [8].

§ 3. Méthodes non linéaires serie-paralléle cf. [13].

Pour k = r . g, considérons la suite S suivante, de résiduel maximal:

S={L2...,q}, {g+1...2¢},...{(r =g+ 1,...rq}, {1,2,...,q} etc...} .

On obtient une itération série-paralléle qui converge encore vers £&.

En paralléle g unités de calcul peuvent traiter simultanément les g composantes
d’un méme bloc. Une fois le calcul fait, elles passent (aspect série du procédé) au bloc
suivant de g composantes.

On obtient évidemment la méthode des approximations successives pour g = k
d’ou r = 1, et la méthode de Gauss-Seidel pour g = 1, d’ou r = k.

Dans le cas général, il s’ agit en fait d’une méthode ,,de Gauss-Seidel* pour des
,,super-blocs* [par exemple, pour X = R" il s’agit de blocs regroupant chacun g
blocs de la décomposition en blocs définie par la norme vectorielle considérée.]
Un exemple simple fera mieux comprendre:

Exemple: k=4, qg=r = 2.
xr1+ t= fl(x?’ xrz‘l’ X3, xi) )
x5 = foxl, x5, x5, %%),
x;-H = f3(x;+l’ x;+l’ xg’ x;) >

x':4+1 =f4(x,i+lax5+1: x’::}’xz-)’ (l"=0, 1’2’)

Soit encore, avec des notations évidentes:

r+1

yitt = hy(yh, ¥3),
W= 0L ), (r=10,1,2,.).
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§ 4. Méthode non linéaire ,,des directions alternées “ [16].

Si I’on prend comme suite S la suite suivante, de résiduel maximal:

S = {1, {2} . (k) (K {k — 1), () {1, 20, )

On obtient la méthode non linéaire ,,des directions alternées* qui converge encore
vers &.

Regroupons les pas de 2k en 2k: avec des développements analogues & ceux faits
au §2 (méthode non-linéaire de Gauss-Seidel) il est aisé de voir que cette méthode
,,des directions alternées* est une méthode des approximations successives sur un
opérateur que I’on notera P (pour Peaceman):

G désignant toujours 'opérateur de Gauss-Seidel associé a F, soit G, de composan-
tes g;, opérateur de Gauss-Seidel ,,renversé‘:

’ gl(x) = fl(xl’ gz(x)s ceey gk(x))

N
- !gk—l(x) sz—l(xl"”’ x"_l’gk(x))

gk(x) = fk(xl, cees xk)
Alors P = G o G.

Définition. P sera appelé opérateur des directions alternées associé a F.

Notant toujours L la triangulaire inférieure stricte de la matrice de contraction K
de F, U sa triangulaire supérieure, notons U’ la triangulaire supérieure stricte de K,
L sa triangulaire inférieure. Alors, d’aprés la Proposition 3:

G = F,o...0 F, est p-contractant, de matrice de contraction:
K,..Ki=(I—-L)y'U;

G = F,o...oF, est p-contractant, de matrice de contraction:
K..K,=(I-U)""L;

P = G o G est p-contractant, de matrice de contréction:
-u)y*Lg-Ln'vu.

En particulier, si 'opérateur F est ,,a diagonale nulle* (c’est-a-dire si f; ne dépend

pas de x;. i =1,2,..., k) les opérateurs F; sont alors idempotents (Ff = F,-) et
utiliser la suite S définie ci-dessus revient a utiliser la suite:

S = {11, (2} o (k) k= 1), {1, (2D ete )
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On peut choisir alors K de diagonale nulle, de sorte que L = Let U’ = U. La
matrice de contraction exhibée pour P est alors:

I-u)'LI-rLy'v

Drailleurs, par une double application du théoréme de Stein-Rosenberg [16], on
peut montrer directement que cette matrice est de rayon spectral <1:

En effet, puisque ¢(K) = ¢(L + U) < 1, on en déduit, comme au § 2, que
o[ —L)y'U] oL+ U) < 1.

Or(I-L)y"'U=U+L(I—L)""U. Posant R =U, S = L(I — L)™' U, nous
avons donc deux matrices R et S nonnégatives telles que (R + S) < 1, d’ol
o[(I = R)™' S] £ o(R + S) < 1 soit finalement:

oI —U)"" LI - L)""U] S oI — L)y ' U] £ oL+ U) =o(K) < 1.

§ 5. Méthode non linéaire de ,,Southwell*.

(itération sur la composante maximum de la norme vectorielle du résidu).

La suite S utilisée est définie en cours d’itération de la fagon suivante:

x" étant obtenu, on forme alors p(x" — F(x")), norme vectorielle du résidu. Soit
i, I'indice, (ou I'un quelconque des indices) de la (des) composante(s) maximum de

p(x" — F(x).

On définit alors la partie J,,q de {1,2, ..., k} par:
‘]r+1 = {Ir}

x"+1 = FJr+1(xr) = Fir(xr)

Montrons alors que cette itération chaotique converge vers 'unique point fixe
¢deF:

En effet (Théorémes 4 et 5) toute itération CSP conduite sur F p-contractant
converge vers une limite x. Supposons, dans le cas présent, que x % & . x est alors
(Théoréme 5) un point fixe partiel de F avec x = x; + ny et F(x) = F,,(x;) + n;
ol J désigne le résiduel de la suite S construite. D’ot x — F(x) = x; — F, (x;) e W,
et py(x — F(x)) = 0. Soit alors x" = x] + x/ la décomposition de x" dansla dé com-
position de X en somme directe de W, et W,. D’aprés Théoréme 5, on sait qu’ a
partir d’un rang fini r, x; est stabilisé sur x;:

d’ou

o) si r = 1y alors X" = x; + x7.

Soit alors a le maximum des composantes de p,(x, F,,(x1) = pix — F(x)).
a est > 0 car s’il était nul, x coinciderait avec ¢ (cf‘ Théoréme 5, Remarque). Soit
alors ¢ > 0 tel que ¢ < af2.
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Puisque x" converge vers x, il existe un entiet r, tel que, pour r = r;, on est assuré
des points suivants:

B) pix" — F(x")) a au moins une composante =a — & > af2;
y) ps(x" — F(x")) a toutes ses composantes <z < a/2.
Mais alors, soit r = 1y, r 2 r,: d’aprés o)

X" = x; + X}

et pour un tel r, Pindice i, déterminant J,,, = {i,} est, d’aprés B) et y) nécessaire-
ment pris dans I. Alors, dans le passage de x" & x"*!, c’est la composante d’indice
i, €I qui est modifiée.

Ainsi x;*! ne coinciderait plus avec x;, ce qui contredit a).

Le raisonnement précédent montre donc pourquoi, sous la seule condition de
p-contraction de F, la méthode non linéaire d’itération chaotique de Southwell
sera convergente.

VII. CAS D’OPERATEURS AFFINES

Pour X muni de la norme vectorielle canonique p, soit Te L(X, X), h donné dans
X et F, opérateur affine sur X, défini sur X, défini par:

F(x)=Tx + h.

On a vu (cf. Section III § 4) que p engendre sur L(X, X) la norme vectorielle M,
et que, dire que F est p-contractant sur X, c’est dire que: o(M(T)) < 1.

(M(T) étant la meilleure matrice de contraction de T.)

L’opérateur Test alors décomposé en blocs T;; (i, j=12,.., k) (2‘1 partir desquels
est définie M(T)). Nous allons voir que, pour les méthodes classiques de résolution
de I’équation x = F(x), ce formalisme étend le formalisme usuel pour le cas matriciel.

Notons Ly I'opérateur (linéaire, continu) sur X, de blocs L;;, défini par
L;=0 si 157,
L;=T; si i>j.

Notons Uy I'opérateur (linéaire, continu) sur X, de blocs U,;, défini par:

U
U

ij=Tij si i),

=0 si i>j.

de sorte que: T= Ly + Ur et M(T) = M(Ly) + M(Uy).
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11 est alors facile de vérifier que I'opérateur G de Gauss-Seidel associé a F est
défini par:
G(x)=(I — L) 'Ux +(I —Ly)~'h

et que, du moins dans le cas ou T'est de bloc diagonale nulle (T,-i =0,i=12,..., k)
I'opérateur P des directions alternées associé & F est défini par:

Px)=(I-Up) 'L{I —Lp) " Upx +(I—-Ugp) (I =Ly)" " h.

G et P sont donc encore des opérateurs affines, dont on sait qu’ils sont p-contrac-
tants. Ce dernier point peut étre retrouvé directement, par utilisation du Théoréme
de Stein-Rosenberg au niveau des matrices de contraction: ce sont les démonstrations
des § 4 et 5, avec, dans ce contexte d’opérateurs affines:

K = M(T) = M(L;) + M(Uy),
L =M(L), U= MUy).
D’ou
M1~ Ly Us) S [1 = ML) M(U) = (1~ L)' U
et

M(I = Up)™ Ly(I — Ly) ™ Up) S [T = M(UL)]™" M(Ly) [I — M(Ly)]™* M(Uy) =
| —(I-U) - 1)U,

Les résultats généraux établis plus haut permettent alors d’énoncer sans autre
démonstration la:

Proposition 5. Si o(M(T)) < 1, alors, quel que soit h € X (cf. Prop. 2) I’équation
de point fixe:
x=Tx+ h

admet une solution unique, calculable:
a) soit comme limite de la méthode des approximations successives:
Xt = Tx" + h
b) Soit comme limite de la méthode de Gauss-Seidel:
=T —=L) ' Ux"+(I—Lp)" ' h
¢) Soit comme limite d’une méthode itérative série-paralléle.
d) Soit corﬁme limite de la méthode des directions alternées:
X = (I = Up) ' Ly(I = Ly) ™' Upx® + (I = Ug)~ (I = L)™' h

(si T est de bloc-diagonale nulle).
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e) Soit comme limite de la méthode de Southwell.

f) Soit en fait comme limite de toute itération CSP de résiduel maximal.

Dans le cas de méthodes matricielles par blocs ou par point, la Proposition précé-
dente redonne le résultat classique suivant:

Proposition 6. Si A est une bloc-H-matrice relativement @ une norme vectorielle
p réguliére sur R [12]") alors, pour résoudre le systéme linéaire:

Ax = b (b quelconque dans R") les méthodes par blocs-selon les blocs corres-
pondants-de:

Jacobi
Gauss-Seidel

Série paralléle
Directions alternées
Southwell

convergent vers la solution unique.

En effet, il suffit de remplacer le systéme linéaire cinsidéré par 1’équation de point
fixe équivalente (splitting de Jacobi):

x = Jx + h = F(x)

ou J est la matrice de Jacobi par blocs associée & A(*) et d’appliquer alors la Proposi-
tion 5 précédente.

En fait, pour une bloc H-matrice, on aura la convergence de toute itération CSP
[conduite sur Popérateur F de Jacobi explicité ci-dessus] vers la solution unique
du systéme linéaire considéré.

L’utilisation de la norme vectorielle type sur R" redonne alors le contexte des
H-matrices et la convergence des méthodes par point considérées [9]

VIII. INTRODUCTION D’'UN PARAMETRE DE RELAXATION

Dans un but d’accélération de la convergence des méthodes numériques considé-
rées, ’équation de point fixe sur X
x = F(x)

peut utilement éntre remplacée par I’équation de point fixe équivalente suivante
x=0Fx) +(1-wx, [oréel+0]
1) A4 désignant, selon les blocs considérés, la bloc-diagonale de A, supposée non singuliére,

ona:J=I— A~ 14 [a noter que J est de bloc-diagonale nulle]. Dire que A est une bloc-H-
Matrice relativement a p est justement dire que F est p-contractant, a savoir: o(M(J)) < 1 [12].
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que nous écrirons:
x = F,(x)
apres avoir posé:
F,=oF + (1 —o)I.

Du point de vue de la p-contraction, on a la:

Proposition 7. Si F est p-contractant sur X, soit K une matrice de contraction
de F. Alors pour tout w réel tel que

2

O<w<——n—
1 + o(K)

Popérateur F, est p-contractant sur X, admettant la matrice:

K,=0K + |l — |l
pour matrice de contraction.

En effet:

Vx, y € X, p(Fux) = Fo(y)) < |o] p(F(x) = F(y)) + |l = o] p(x - y) 5
S[lo|K + |t = o] I]p(x = y).

Posant K,, = || K + |l — |1, il vient donc:

P(Fo(x) = Foy)) < Ky p(x = 3) -
Or il est clair que:
oK,) = ]wl o(K) + |1 = a)[ .

K, est donc une matrice de Lipchitz de F,, dont il est facile de voir qu’elle est
de rayon spectral < 1 si et seulement si: o(K) < 1 et

2
0<o< s (cf[2]. [5]. [12]) o

Sous les conditions indiquées, F,, admettra alors le méme unique point fixe £ que
F et ’on pourra, pour calculer &, utiliser toute itération CSP de résiduel maximal
conduite sur F,, (Théoréme 4). En particulier, la méthode de Gauss-Seidel conduite
sur F, redonne, dans le cas matriciel classique, la méthode usuelle dite de relaxation
(SOR), qui se trouve donc placée ici dans un contexte plus général d’opérateurs
non linéaires p-contractants sur X.
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IX. CONTRACTION LOCALE

Dans tout ce qui précéde, 'opérateur F considéré est supposé contractant sur
tout X. On peut en fait se restreindre a une étude locale, dont nous indiquons ici
seulement les grandes lignes:

Soit X le produit de k espaces de Banach X;, muni de la norme vectorielle canoni-
que p. Soit D; une partie fermée de X; (i = 1,2, ..., k) et D = nD;: D est une partie
fermée de X.

Une application F de D dans X est alors dite p-contractante sur D s’il existe une
matrice nonnégative K(k, k) de rayon spectral o(K) < 1 telle que

Vx,ye D, p(F(x)— F(y)) < Kp(x — y).

Si F est p-contractant sut D et si F(D) = D, alors F admet dans D un point fixe
unique &: ce point fixe peut alors étre calculé comme limite de toute itération CSP,
de résiduel maximal, conduite sur F et partant de x, dans D: nous obtenons ainsi
une formulation ,,locale* des Théorémes 1 et 4.

Le résultat suivant [4], [6] peut étre utile pour démontrer une contraction locale

Proposition 8. Soit F, opérateur p-contractant de D dans X. S’il existe x, dans
Detu>=0,u % 0dans R, tels que:

1°) La partie S de X définie par

S ={xeX, p(x — xo) < u}
soit contenue dans D.
2°) p(F(xe) — xo) = [I — K] u

ot K est une matrice de contraction de F sur D; alors F(S) = S et F admet dans S
un point fixe unique.

Soit xeS:xeD et p(x — xo) < u.
Montrons que F(x) € S,

p(F(x) — xo) < p(F(x) — F(xo) + [I — K]u < Kp(x — xo) + [I — K] u,
Ku + [I —K]u

d’ou le résultat: F(S) = S. F étant alors p-contractant sur S, on conclut a I'existence
et a 'unicité d’un point fixe de F dans S, calculable d’ailleurs comme limite de toute
itération CSP, de résiduel maximal, conduite sur F et partant de x, dans S. e
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X. EXEMPLES NUMERIQUES
Soit, dans R'°, I’équation de point fixe x = F(x) définie par I'opérateur suivant:

(xy + x5)[4 + x3/20

[cos (x; + X3 + X4 — X5 — Xg — Xo)][6.6
1 cos (x4/2 + x3/3 — 2x5[3) + x4/5

1sin (2x3) + L cos (x; + x4) + x5/6
(e™™" + e7*)2

(XI — X, + Xg + X9 + 3X10)/7.2

e ™ 4 xo[11

[cos (xy + x5 + X + Xg)]/5

[sin(x, + x4 + x5 + xg)]/5

(67" + e7™)[2 — x, /11

F(x) =

Relativement & la norme vectorielle type sur R'°, F est contractant, et admet en
particulier la matrice de contraction suivante:

70,2500 0,2500 0,0500 O 0 0 0 0 0 0 7
0,1520 0,1520 O 0,1520 0,1520 O 0 0,1520 0,1520 O |
0,2500 0 90,1670 0 0,3340 0 0,2000 O 0 0
0,2000 0  0,4000 0,2000 0,1670 O 0 0 0 0

K= 0,4289 O 0 0 0 0 0 0428 0 0
0,1390 0,1390 O 0 0 0 0 0,1390 0,1390 0,4170
0,8578 0 0 0 0 0 0 0 00910 ©
0,2000 O 0,2000 O 0 02000 O 0 02000 O

00,2000 00,2000 0,2000 O 0 02000 O 0
l. 0O 0 0428 0 0 0 0 0428 0 0,0910_|
de rayon spectral:
o(K) = 0.7868 ...

F admet alors dans R'® un unique point fixe dont les composantes sont, a 107°

prés: .
0,088 446 725
0,132 741 218
0,662 994 799
0,523 507 573
0,994 592 264
0,342 456 943
1,010 223 912
0,055 024 954
0,198 178 378
0,752 260 362

Avec le méme vecteur de départ (Torigine de R'®), nous avons expérimenté différen-
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tes itérations chaotiques, toutes série (mis & part la méthode des approximations
successives):

A: méthode des approximations successives);
B: méthode (non linéaire) de Gauss-Seidel;
C: directions alternées, correspondant a la répétition de la séquence;
1,2,3,4,56,7,8,9,10,10,9,8,7.6,5,4,3,2, 1
D: directions alternées, correspondant a la répétition de la séquence:
1,2,3,4,56,7,8,9,10,9,8,7,6,5,4,3,2;
itération chaotique série, définie par un tirage au hasard des entiers entre 1 et 10;
itération chaotique série, définie par la répétition de la séquence
3,6,4,2,3,6,4,2,3,6,4,2,1,5,7,8,9, 10;

G: itération chaotique série, définie par la succession des décimales de =.

Dans le tableau ci-aprés on trouvera, pour chacune de ces méthodes, le nombre
de pas élémentaires nécessaires pour obtenir le point fixé cherché, a la précision
indiquée ci-dessus. Par ,,pas élémentaire*, on ented ici la modification d’une compo-
sante: par exemple, les 220 pas élémentaires nécessaires dans la méthode des approxi-
mations successives correspondent A 22 pas ,,globaux* dans le formalisme x"*! =

= F(x").

Méthode A | B C D E F G Newton

nombre de pas 220 190 { 220 316 ] 280 324 270
élémentaires | |
)
temps de calcul 1,81s | 2,13s | 2,32 5 ] 2,04s
|

] l |

Les temps de calcul donnés n’ont qu’une valeur indicative: des variantes de pro-
grammation ne les rendent pas exactement comparables entre eux.

A titre de comparaison, la méthode de Newton a été expérimenté sur ce méme
exemple, avec le méme vecteur de départ x° = 0. On obtient la convergence, & la
précision cherchée, en cing pas de cette méthode, pour un temps de calcul de 2,04 s.

Enfin, partant encore de x° = 0, nous avons expérimenté la méthode d’itération
chaotique série définie par la suite:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 6,7,8,9,10, 6,7,8,9,10,....
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Cette suite S est de résiduel R(S) = 6,7,8, 10 non maximal. On obtient alors
la convergence, a la précision indiquée, et au bout de 60 pas élémentaires, vers un

vecteur de R'° tel que

0 0,062 878 785
0,151 515 142 0,107 916 968
0,5 0,642 423 604

0,368 294 175

0,358 203 361
1,018 161 620
0,098 126 443
0,199 777 816
0,810 891 671

avec F(n) =

0,521 549 410
0,995 208 704
0,358 203 361
1,018 161 620
0,098 126 443
0,199 777 816
0,810 891 671

7 est bien, comme prévu (Théoréme 5) un point fixe partiel de F, relatif aux com-
posantes 6,7, 8,9 et 10.

XI. CONCLUSION

A posteriori, ce travail peut étre commenté de la fagcon suivante:

Un contexte naturel d’étude des méthodes chaotiques série-parallele (pour la résolu-
tion d’une équation de point fixe de la forme x = F(x)) est celui d’un produit d’espaces
de Banach, muni de la norme vectorielle canonique p: ce contexte permet en parti-
culier de traiter dans un méme formalisme les méthodes par point et les méthodes
par blocs.

La notion d’opérateur p-contractant est alors ,,une bonne notion‘“: elle assure
a la fois I’existence et 'unicité d’un point fixe pour l'opérateur F considéré, et la
convergence vers ce point fixe de toute itération chaotique série-paralléle de résiduel
maximal (Théoréme 4).

Ce résultat est suffisamment général pour recouvrir en particulier (en les étendant
au contexte non linéaire) les résultats usuels de convergence des méthodes itératives
classiques (par point ou blocs) de résolution de systémes linéaires: Jacobi, Gauss-
Seidel, procédés série-paralléle, relaxation, direction alternées, méthode de Southwell
... pour des H (ou bloc-H) matrices.

C’est d’ailleurs par lintermédiaire des matrices de contraction des différents
opérateurs considérés que passent dans le cadre non linéaire les résultats classiques
du cas linéaire.

De plus, dans le contexte délimité ci-dessus, on- peut contréler algorithmiquement
la convergence d’une itération chaotique: cet algorithme de contréle n’est pas autre
chose que la conduite de I’itération chaotique considérée sur les matrices de Lipchitz
des différents opérateurs mis en oeuvre.
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On peut alors poser la question, pour un opérateur p-contractant, de savoir choisir
la suite chaotique S de facon a assurer une convergence ,,aussi rapide que pos-
sible‘ de I'itération chaotique correspondante: nous laisserons cette question ouverte.

En conclusion, nous espérons que ce travail pourra contribuer a une synthése,
sur le plan des concepts, entre nos références principales: [ 1], [2], [8], [15] et [16].

Ce travail a fat I'objet d’une conference de F. Robert au Congres Liblice III “Basic problems
of Numerical Analysis” Prague, aout 1973.
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Souhrn

SERIOVO-PARALELNI CHAOTICKE ITERACNIf METODY
PRO SOUSTAVY NELINEARNICH ROVNIC

FraNcols ROBERT, M. CHARNAY, F. Musy

Chaotické iterani metody studované Chazanem a Mirankerem pro linearni
soustavy se rozsifuji na soustavy nelinearnich rovnic.

Zakladnim nastrojem této studie je pojem kontrakéniho operatoru ve vektorové
normé: praveé prostiednictvim kontrakénich matic Ize prenést klasické vysledky kon-
vergence iteranich metod pro feSeni linedrnich soustav na nclinedrni soustavy.
Viechny tyto vysledky jsou vlastn& zvlaStnim piipadem téZe véty (Véta 4 v textu),
ktera se tykd konvergence chaotické nelinedrni iterace. Jako zvlastni pfipady lze
ziskat vysledky Ortegy a Rheinboldta pro soustavy nelinearnich rovnic.
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M. Musy, Analyse Numérique, Département de Mathématiques Université de Lyon 1, 69 Ville-
urbanne, France.
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