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SVAZEK 21 (1976) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 2

NOTWENDIGE UND HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR (STRENGE)
KONVEXITAT, PSEUDOKONVEXITAT UND (STRENGE)
QUASIKONVEXITAT EINER QUADRATISCHEN FUNKTION

BEZUGLICH EINER KONVEXEN MENGE

Kraus TAMMER

(Eingegangen 11. Februar 1974)

1. EINLEITUNG

In der Theorie der nichtlinearen Optimierung spielt bekanntlich der Begriff der
konvexen Funktion eine entscheidende Rolle. Das liegt natiirlich an einigen sehr
wichtigen Eigenschaften, die mit diesem Begriff verbunden sind. Man vergleiche
etwa die Zusammenstellung bei Elster in [5].

In den letzten Jahren wurde dieser Begriff in verschiedenen Varianten verall-
gemeinert mit dem Ziel, neben den bereits bekannten konvexen Funktionen weitere
Klassen von Funktionen zu erhalten, fiir welche wenigstens einige wichtige dieser
Eigenschaften konvexer Funktionen auch noch zutreffen. Die fiir die Anwendung
unseres Erachtens nach wichtigsten verallgemeinerten Konvexititsbegriffe sind die
der Pseudokonvexitdt sowie der Quasikonvexitit und strengen Quasikonvexitit.
Man vergleiche hierzu ebenfalls etwa [5] bzw. [17].

Die Uberpriifung dieser Begriffe fiir konkrete Funktionen mittels der entsprechen-
den Definition ist aber oft nicht einfach. Deshalb ist es wichtig, hierfiir notwendige,
hinreichende und mdglichst auch notwendige und hinreichende Bedingungen zur
Verfiigung zu haben.

Einige solcher Bedingungen sind bereits bekannt, insbesondere, was Konvexitits-
kriterien betrifft. Die grosste Anwendung fand wohl bisher ein Kriterium fiir die
Konvexitit bzw. strenge Konvexitit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
iiber einer absolut offenen konvexen Teilmenge des E,. Man vergleiche etwa die
recht allgemeine Formulierung bei Stoer und Witzgall [20].

Fir die Quasikonvexitdt und Pseudokonvexitit von zweimal stetig differenzier-
baren Funktionen (teilweise unter weiteren Voraussetzungen) iiber absolut offenen
bzw. n-dimensionalen konvexen Mengen wurden bisher von Arrow und Enthoven [1],
Ferland [6], [8], Gerencsér [9] und Mangasarian [12] notwendige (aber i. allg.
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nicht hinreichende) sowie hinreichende (aber i. allg. nicht notwendige) Bedingungen
entwickelt.

Das Ziel dieser Arbeit soll es sein, fiir die Klasse der quadratischen Funktionen
der Gestalt

(1) O(x) = x'Cx + p'x

(C symmetrische (n,n) — Matrix, p, x € E,)

notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die strenge Konvexitit, Konvexitit,
Pseudokonvexitét, strenge Quasikonvexitdt und Quasikonvexitit beziiglich einer
beliebigen konvexen Menge G < E, zu entwickeln, wobei wir eine einheitliche Dar-
stellungsweise angestrebt haben.

Im ersten Teil werden wir den Fall dim G = n behandeln. Die Frage der (strengen)
Konvexitit von Q(x) iiber einer n-dimensionalen konvexen Menge G ist ja bereits
seit langem geklart und das entsprechende Konvexitdtskriterium ist in jedem Lehr-
buch der nichtlinearen Optimierung zu finden. Fiir die Pseudokonvexitit bzw.
Quasikonvexitit von Q(x) sind auch bereits verschiedene Bedingungen entwickelt
worden. Die Untersuchungen beschrankten sich bisher aber nur auf den Fall dim G =
= n, wobei ausserdem in den meisten Arbeiten nur gewisse Spezialfille fiir Q(x)
bzw. G betrachtet wurden.

Martos [13], [14] sowie Cottle und Ferland [3], [4] entwickelten notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Quasikonvexitdt von Q(x) iiber G = Ef
sowie hinreichende Bedingungen fiir die Pseudokonvexitit von Q(x) iber G =
= E; \ {0}.

Keri [10] legt dagegen eine beliebige n-dimensionale Bezugsmenge G < E, zu-
grunde. Seine notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Quasi- bzw.
Pseudokonvexitit von Q(x) betreffen aber nur den Fall p = 0.

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Quasi- bzw. Pseudokonvexitit
einer beliebigen quadratischen Funktion beziiglich einer n-dimensionalen konvexen
Teilmenge des E, werden (neben anderen Resultaten) von Schaible [18] (vergleiche
auch [19]) entwickelt. Er geht davon aus, dasss sich jede quadratische Funk-
tion mit Hilfe einer geeingneten reguldren linearen Transformation eindeutig auf
eine gewisse Normalform zuriickfithren lasst. Da bei einer solchen Transformation
eventuell vorhandene Konvexitatseigenschaften erhalten bleiben, kann er sich auf
die Charakterisierung quasi- bzw. pseudokonvexer quadratischer Funktionen be-
schrianken, die in einer solchen Normalform vorliegen. Dabei erhilt er dquivalente
Ergebnisse wie Ferland [7], der notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Quasi- bzw. Pseudokonvexitit von solchen quadratischen Funktionen entwickelte,
deren Matrix C in Diagonalgestalt vorliegt.

Bei Schaible [18] findet man aber auch ein fiir beliebige quadratische Funktionen
formuliertes Quasi- bzw. Pseudokonvexitatskriterium. Allerdings erfordert das die
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Kenntnis aller Eigenwerte und zugehoriger Eigenvektoren der Matrix C. Das lauft
aber ebenso wie die Transformation auf Normalform insbesondere auf eine voll-
standige Hauptachsentransformation der Matrix C hinaus. Da dies aber bei grossem
n im allgemeinen numerisch schwer zu realisieren ist, wollen wir hierzu dquivalente
Bedingungen angeben, welche sich leichter iiberpriifen lassen. Moglichkeiten fiir
diese Uberpriifung werden in [24] aufgezeigt.

Fiir die entsprechenden Spezialfialle stimmen diese von uns entwickelten Bedin-
gungen natiirlich mit den Resultaten der oben zitierten Autoren iiberein.

Interessant diirfte es sein, dass einige wesentliche Ergebnisse von Swarup [21], [22],
[23] aus den hier bewiesenen Resultaten direkt folgen.

Unter Ausnutzung einiger weiterer Hilfssitze werden wir dann im zweiten Teil
alle im ersten Teil angegebenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen auf
konvexe Teilmengen G des E, mit beliebiger Dimension r verallgemeinern.

Beziiglich der Konvexitiit von Q(x) iiber eciner nicderdimensionalen konvexen
Menge kdnnen wir uns dabei auf Ergebnisse von Orden [16] und Cottle [2] stiitzen.

Fiir die Anwendung diirfte die Erkenntnis von grosser Bedeutung sein, dass die
fiir n-dimensionale Mengen notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir nieder-
dimensionale Mengen zwar natiirlich noch hinreichend, jedoch i. allg. nicht mehr
notwendig sind.

2. EINIGE BEGRIFFE UND HILFSSATZE

Wir wollen zundchst die von uns verwendeten verallgemeinerten Konvexitats-
begriffe angeben.

Es sei f(x) eine reellwertige Funktion. Um die Darstellung einheitlich zu halten,
wollen wir annehmen, dass f(x) auf einer im E, (d.h. absolut) offenen Menge definiert
sei, welche die konvexe Menge G umfasse.

Fiir die Definition der Pseudokonvexitiat bendtigen wir noch die Differenzier-
barkeit von f(x) iiber G.

Definition 1. Die Funktion f(x) heisst konvex iiber G') wenn fiir alle x, x, €
€ G(x; # x,)und t€(0,1) die Ungleichung f(tx; + (1 — 1) x,) < tf(x;) + (1L — 1).
f(x,) gillt.
Sie heisst streng konvex itiber G, wenn die entsprechende Ungleichung stets echt
erfiillt ist.

Definition 2. Es sei f(x) auf G differenzierbar. Dann heisst f(x) iiber G pseudo-
konvex, wenn fiir alle x,,x,€ G mit f(x,) < f(x,) die Ungleichung (x, — x,)’
grad f(x;) < 0 gilt.

1y Ist keine Bezugsmenge G explizit angegeben, so ist immer G = E, gemeint und wir sprechen
von einer konvexen Funktion schlechthin.
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Definition 3. Die Funktion f(x) heisst streng quasikonvex iiber G, wenn fiir alle
X1, X, € G mit f(x;) < f(x,)und te(0,1) die Ungleichung f(tx, + (1 — 1) x,) <
< f(x,) gilt.

Definition 4. Die Funktion f(x) heisst quasikonvex iiber G, wenn fiir alle x, x, € G
mit f(x,) < f(x,) und t € (0,1) die Ungleichung f(tx, + (1 — 1) x,) < f(x,) gilt.

Neben den angegebenen werden insbesondere fiir die Quasikonvexitat in der
Literatur auch verschiedene andere Definitionen benutzt. Wie in ['17] bewiesen, sind
diese aber mindestens im Falle stetig differenzierbarer Funktionen dquivalent.

Die Bezichungen zwischen den verschiedenen Konvexitiatstypen sind folgender-
massen (vgl. etwa [9], [11], [17]).

Lemma 1.

1° Ist f(x) streng konvex iiber G, so ist f(x) konvex iiber G.

2° Ist f(x) konvex und differenzierbar iiber G, so ist f(x) pseudokonvex iiber G.
3° Ist f(x) pseudokonvex iiber G, so ist f(x) streng quasikonvex iiber G.

4° Ist f(x) streng quasikonvex iiber G, so ist f(x) quasikonvex iiber G.

Im allgemeinen gilt nach [11] in keiner der Aussagen aus Lemma 1 die Umkehrung.
Fiir eine spezielle Funktionenklasse, zu der auch die quadratischen Funktionen
gehoren, kann aber die Umkehrung von Aussage 4° gezeigt werden.

Lemma 2. Istf(x) quasikonvex iiber G und analytisch, so ist f(x) streng quasi-
konvex iiber G.

Beweis. Ist f(x) quasikonvex aber nicht streng quasikonvex iiber G, dann existieren
zwei Punkte x,, x, € G mit f(x,) < f(x;) und ein 1, € (0,1) mit f(1ox, + (L — 15) x,) =
= f(x,) Aus der Quasikonvexitit erhdlt man hieraus sofort f(tx; + (I — 1) x,) =
= f(x,) fir alle t € [1,, 1]. Da aber f(x) analytisch ist, so erhidlt man wegen ¢, < 1
hieraus sofort f(tx; + (1 — 1) x,) = f(x,) fiir alle t€[0,1]. Das steht aber im
Wiederspruch zur Annahme f(x,) < f(x;).

Zum Beweis vergleiche auch [15].

Es sei noch darauf hingewiesen, dass eine Funktion, welche iiber einer konvexen
Menge eine der angegebenen Konvexitatseigenschaften besitzt, diese auch iiber jeder
konvexen Teilmenge dieser Menge besitzt.

In den meisten Lehrbiichern zur nichtlinearen Optimierung wird nur ausgegangen
von solchen Funktionen, die iiber dem gesamten E, konvex (bzw. pseudokonvex oder
quasikonvex) sind. Spitestens mit den Ergebnissen von Mangasarian [11] diirften
aber auch Funktionen von Interesse sein, welche nur iiber gewissen Teilmengen des
E, eine der Konvexititseigenschaften besitzen. Der folgende Hilfssatz zeigt, dass
das man im Falle quadratischer Funktionen durch Beschrankung auf solche, welche
iiber dem gesamten E, quasikonvex sind, nur wieder die konvexen quadratischen
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Funktionen erhdlt und somit das Ziel der Erweiterung der Klasse der konvexen
Funktionen nicht erreichen kann. Diese Aussage wurde bereits in [14] angegeben
und ist sehr leicht beweisbar.

Lemma 3. I'st Q(x) quasikonvex iiber dem E,, so ist Q(x) konvex.

Fiir die weiteren Untersuchungen bendtigen wir noch einige weitere Hilfssatze.

Lemma 4. Es sei G eine konvexe Teilmenge des E, der Dimension r, N eine (n,r)-
Matrix, deren Spalten eine Basis der affinen Hiille von G (aff G) bilden, und x, €
aff G. Dann ist die Menge G* = {y € E,[x, + Ny € G} konvex und es gilt dim
G* =r.

Der Beweis der Konvexitit von G* diirfte klar sein. Die Dimensionsaussage folgt
sofort daraus, dass im E, jede konvexe Menge stets relativ innere Punkte besitzt.

Lemma 5. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 4 erfiillt. Die Funktion f(x)
sei auf G definiert und es sei f*(y) = f(xo + Ny)(f*(p) ist offenbar auf G* definiert).
Dann istf(x) genau dann iiber G streng konvex (konve.\', pseudokonvex, streng qua-
sikonvex, quasikonvex), wenn f*(y) iiber G* streng konvex (konvex, pseudokon-
vex, streng quasikonvex, quasikonuex) ist.

Beweis. Der Beweis folgt aus der Tatsache, dass zwischen aff G und dem E,
und speziell zwischen den Elementen der Mengen G und G* ecine eineindeutige
Abbildung angegeben werden kann, die gewisse Eigenschaften erfiillt. Zu jedem
y € G* existiert namlich genau ein x € G und, weil die Spalten von N eine Basis
von afl G bilden, zu jedem x e G genau ein y e G* derart, dass die Beziehung
X = xo + Ny besteht. Bei dieser Abbildung gilt offenbar stets f(x) = f*(y), wenn
X = x, + Ny ist. Weiter gilt noch folgende Eigenschaft: Sind y,, y, € G* Bilder der
Punkte x;, x, € G und ist 1 € (0,1), so stellt der Punkt ry, + (1 — ¢) y, das Bild des
Punktes tx; + (1 — 1) x, dar. Schliesslich folgt natiirlich aus der Differenzierbarkeit
von f(x) iiber G die Differenzierbarkeit von f*(y) iber G*. Mit Hilfe dieser Aussagen
folgt der Beweis sehr leicht. Man vergleiche auch [18]. Es sei noch darauf hinge-
wiesen, dass die Aussage dieses Satzes natiirlich unabhingig davon ist, welche spe-
zielle Basis N und welches x, man auswihlt.

II

Eine besondere Rolle bei unseren Untersuchungen wird die Menge
L= {x/ZCx = —p}

spielen. Ist sie nicht leer, so stellt sie offensichtlich einen affinen Unterraum dar. Je
nachdem, ob C positiv semidefinit, negativ semidefinit oder indefinit ist, sind die
Elemente von L gerade die Punkte, in denen Q(x) das freic Minimum oder das freie
Maximum annimmt, oder die freie Sattelpunkte von Q(x).

Die Aussagen des folgenden Hilfssatzes sind aus der linearen Algebra wohlbekannt,
sodass sich ein Beweis hier eriibrigt.
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Lemma 6. Es seien A, ..., 4, die Eigenwerte der Matrix C (wobei etwa die ersten k
die von Null verschiedenen sind) und hy, ..., h, die zugehirigen Eigenvektoren, die
bereits so gewdhlt seien, dass sie eine Orthonormalbasis des E, bilden.

Die Funktion Q(x) aus (1) ldsst sich dann mit Hilfe der Matrix N = (hy, ..., h,)
und eines geeigneten x, € E, durch eine reguldre lineare Transformation x = x, +
+ Ny iiberfiihren auf die Form

k n
Q*(,V) = Q(Xo + NY) = Z;~iYi2 + Z laiyi + 5.
i=1 i=k+

Es existiert genau dann eine regulire Transformation x = ¢(y) derart, dass
n

0*(v) = Q(¢(y)) = X oy} + s gilt, wenn L # 0 ist. Ist dies der Fall, so kénnen wir
i=1

¢(y) = Xo + Ny mit xy € L ansetzen und erhalten diese Gestalt mit a; = /; fiir
i=1,...,n

Lemma 7.

a) Fiir alle x € List Q(x) = const = Q.

b) Ist hy ein Eigenvektor zum Eigenwert A + 0 von C, so ist hy x = const = t,
fiir alle x € L.

¢) Ist hy ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert J; von C und x, € L, so ldsst
sich jedes x € E, cindeutig darstellen in der Form x = xo + thy + z mit te E;
und z'hy = 0. Bei dieser Darstellung lésst sich dann Q(x) darstellen in der Form
O(x) = Qo + A1* + Z'Cz.

d) Ist A, der einzige negative Eigenwert von C, so gilt z’Cz = 0 fiir alle z mit
z'h, = 0.

Beweis.

a) Es seien xy, x, € L. Dann gilt Q(x;) = x{Cx; + p’x; = —1/2p'x; und analog
Q(x,) = —1/2p'x,. Es bleibt zu zeigen, dass p'x, = p’x, gilt. Aus der Voraussetzung
ergibt sich weiter p = —2Cx; = —2Cx,. Daraus folgt p'x, = —2x,Cx, = x3p =
= p'x,.

b) Nach Voraussetzung gilt Chy = 7,;h; mit A, % 0. Damit ergibt sich fiir jedes
xe L
hix = 1/2; hiCx = —1/22, h}p, was offensichtlich von x unabhingig ist.

c¢) Die eindeutige Darstellbarkeit in der angegebenen Weise diirfte allgemein
bekannt sein. Unter Ausnutzung der Beziehungen z'h; = 0, Ch, = A h;, hih, = 1,
p = 2Cxq, hixo = 1/22 hip und Q(x,) = Q, erhalten wir die Darstellung von Q(x).

d) Ist z’h, = 0, so existiert eine eindeutige Darstellung der Form z = ) o;h,,
L i=2
da die Vektoren h; (i = 2, ..., n) eine Basis des orthogonalen Komplements zu h;,
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bilden. Setzt man diese Darstellung ein und benutzt die Beziehungen Chi; = A;h; und

hih; =6,

n
j»so erhilt man z'Cz = Y o} 7,
i=2

Das ist aber nach Voraussetzung nicht negativ.

3. NOTWENDIGE UND HINREICHENDE BEDINGUNGEN
FUR n-DIMENSIONALE MENGEN

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall dim G = n. Allgemein bekannt ist
das folgende Konvexititskriterium.

Satz 1. Die Funktion Q(x) ist genau dann konvex (streng konvex) iiber G, wenn
alle Eigenwerte der Matrix C nicht negativ (positiv) sind.

Bemerkung 1. Die Bedingung aus Satz 1 ist &quivalent damit, dass die Matrix C
positiv semidefinit (positiv definit) ist.

Dieses Kriterium zeigt, dass fiir den Fall dim G = n die Konvexitit von Q(x)
allein von der Matrix C und nicht von p oder gar G abhidngt. Die Konvexitit von
O(x) iiber einer n-dimensionalen Menge G hat auch stets die Konvexitit von Q(x)
schlechthin zur Folge. Wie wir sehen werden, ist das alles im Falle der Pseudo- bzw.
Quasikonvexitdt nicht so.

Da nach Lemma 1 die konvexen quadratischen Funktionen natiirlich auch pseudo-
konvex und quasikonvex iiber jeder konvexen Menge G < E, sind, wir diese Funk-
tionenklasse aber schon in Satz 1 vollstindig beschrieben haben, wollen wir uns im
folgenden nur fiir nichtkonvexe quadratische Funktionen und Bedingungen fir
deren Pseudo- bzw. Quasikonvexitit interessieren. Es seien etwa 2, < 2, < ... < 4,
die Eigenwerte der Matrix C der Grésse nach geordnet und hy, ..., h, die zugehé6rigen
Eigenvektoren, die wieder bereits so gewihlt seien, dass sie eine Orthonormalbasis
bilden. Nach obigen Uberlegungen und Satz 1 werden wir nun annehmen, dass
24 < 0 ist.

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen Q,, t,, /1;, Laus Lemma 7 und fithren
ausserdem noch folgende weitere ein.

Es sei K(s) = {x/Q(x) < s} fiir se E, und, falls L + & ist

Ki(s) = {x e K(s)/x'h; = to + /(s — Qo)[21)} »
Kals) = (x e KOy £ o — (s — o))

Mit diesen Grossen werden wir folgenden Hilfssatz formulieren.

Lemma 8. Es gelten folgende Voraussetzungen:

1° Die Matrix C besitze genau einen negativen Eigenwert A,.
2° Essei L+ &.
3° Esseis = Q,.
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Dann gilt:

a) K(s) = K,(s) v K,(s).

b) K,(s) n K(s) = & fiir s < Qo und K,(Qo) N K»(Qo) = L.

¢) Es ist xe K(s) genau dann, wenn 2x, — x € K,(s) ist fiir ein beliebiges
Xo € L.

d) K(s) und Ky(s) sind konvex, abgeschlossen und unbeschrdnkt und es gilt int
K{s) = {x e K{s)]Q(x) < s} + @ fiir i = 1,2. Die Mengen K(Qo) und K;(Q,)
sind zusdtzlich noch Kegel.

Beweis. Die meisten Aussagen folgen unmittelbar aus [7] (z.T. auch aus [10])
durch Anwendung von Lemma 6 und Lemma 7. Die Mengen KI(QO) und Kz(Qo)
entsprechen offensichtlich den in [7] Satz 3 ff. charakterisierten Mengen T" und und
T~ bei der Abbildung aus Lemma 6. Somit gelten die Eigenschaften a) und d) fiir
K(Qo) und K5(Q,), da sie bei einer reguldren linearen Transformation erhalten blei-
ben. Fiir s < Q, folgt die Aussage a) sofort aus Lemma 7 ¢) und d). Die Aussage
b) ist fiir s < Q, offensichtlich und folgt fir s = Q, durch Ausrechnen ebenso
wie die Aussage c).

Die Konvexitit von K,(s) und K,(s) ergibt sich als Folgerung aus der Quasikon-
vexitit von Q(x) unter den Voraussetzungen der folgenden beiden Sétze. Sie liesse sich
aber auch unabhingig davon zeigen. Die librigen Aussagen von d) diirften klar sein.

Die Kriterien fiir die Pseudokonvexitat bzw. Quasikonvexitidt von Q(x) iiber G
aus [7], [10] usw. lassen sich nun folgendermassen auf den allgemeinen Fall iiber-
tragen.

Satz 2. Die Matrix C sei nicht positiv semidefinit, besitze also mindestens einen
negativen Eigenwert A,.

Dann ist Q(x) genau dann quasikonvex iiber G, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1° Die Matrix C besitzt genau einen negativen Eigenwert.
2° EsistL+ 4.
3° Esist G = K{(Q,) oder G = K,(0Q,).

Der Beweis ergibt sich mit den gleichen Uberlegungen wie bei Lemma 8 aus
Theorem 32 und Satz 24 in [7] unter Anwendung von Lemma 5 auf die in Lemma 6
angegebene Transformation.

Bemerkung 2. Bedingung 3° aus Satz 2 kann fiir n = 2 ersetzt werden durch
die Bedingung Q(x) < Q, fiir alle x € G. Ausserdem gilt noch K ,(5) = {x € K(s)/x'h =
> 1o} und K,(s) = {x e K(s)/x'h; £ to}.

Satz 3. Die Matrix C sei nicht positiv semidefinit, besitze also mindestens einen
negativen Eigenwert ;. Dann ist Q(x) genau dann pseudokonvex iiber G, wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:
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1° Die Matrix C besitzt genau einen negativen Eigenwert.
2° Esist L+ &.
3° Esist G < K{(Qo) N Loder G = K,(Qo) \ L.
Der Beweis folgt analog wie bei Satz 2 diesmal aus Theorem 26, Theorem 33 und
Satz 24 aus [7]. Er ergibt sich aber auch mit Satz 2 und folgender Bemerkung.

Bemerkung 3. Es sei Q(x) liber G quasikonvex aber nicht konvex. Dann ist
O(x) iiber G genau dann pseudokonvex, wenn fiir alle x € G die Bedingung grad
O(x) = 0 erfiillt ist.

Beweis. Ist Q(x) quasikonvex iiber G und grad Q(x) # 0, so ist nach [8] Theorem
12 die Funktion Q(x) pseudokonvex iiber G.

Existiert dagegen ein Punkt x,€ G mit grad Q(x,) = 0, so ist zunichst offen-
sichtlich x, € L. Da aber Q(x) quasikonvex aber nicht konvex iiber G ist und dim G =
= n gilt, erhdlt man mit Hilfe von Satz 2 und Lemma Sd) die Existenz eines x; € G
mit Q(x,) < Q(xo) = Q. Fiir dieses Punktepaar ist aber offensichtlich Definition 2
nicht erfiillt, weshalb dann Q(x) iiber G nicht pseudokonvex wire.

Die Satze 2 und 3 zeigen, dass die Quasikonvexitit bzw. Pseudokonvexitat von
O(x) iiber G nicht allein von der Matrix C abhingt, sondern auch von p und der Lage
von G in Bezug auf den Funktionsverlauf von Q(x) beeinflusst wird.

Wegen Lemma 2 liefert Satz 3 gleichzeitig ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fiir die strenge Quasikonvexitit von Q(x) iiber G.

In Erweiterung von Lemma 8 kdnnen wir noch mit Hilfe von Satz 2 gewisse qua-
dratische Hyperflichen im E, charakterisieren, welche die n-dimensionale Verall-
gemeinerung der Hyperbel bzw. des zweischaligen Hyperboloiden darstellen. Wir
sehen gleichzeitig einen gewissen geometrischen Hintergrund fiir die Sédtze 2 und 3.

Bemerkung 4.

a) Sind die Voraussetzungen 1°, 2° und 3° aus Lemma 8 erfiillt und ist n = 2,
so besteht die quadratische Hyperflache

H(s) = {x/Q(x) = s}
aus genau zwei ,,Schalen‘, welche fiir s < Q, keine gemeinsamen Punkte besitzen,
wihrend fiir s = Q, ihr Durchschnitt gerade List. Diese Hyperflache bewirkt eine
Einteilung?) des E, in drci zusammenhingende, abgeschlossene und unbeschrinkte
Mengen K,(s), K,(s) und K;(s) = {x/Q(x) = s} mit int K(s) = {x e K(s)/Q(x) <
<s}#+ o (i=1,2) und int K;(s) = {xeK;(s)/Q(x) > s} + &, von denen die
ersten beiden sogar konvex sind und zueinander beziiglich L symmetrisch liegen,

withrend K (s) nicht konvex ist.
b) Ist C nicht positiv semidefinit und ist mindestens eine der Voraussetzungen aus

%) Das bedeutet Ki($) U Ky(s) U K3(s) = E,, dim Ki(s) == n (i==1,2,3) und int K(s) N
Nint K(s) = @ fir i = j.
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Lemma 8 nicht erfiillt, so ist die Menge K(s) nicht konvex und ldsst sich auch nicht
als Vereinigung endlich vieler konvexer Mengen darstellen.

Beweis. Die Aussagen fiir K,(s) und K,(s) ergeben sich aus Lemma 8. Fiir s = Q,
und den dort behandelten Spezialfall wurden sie auch in [7] bewiesen.

Die Tatsache, dass K5(s) zusammenhéingend ist, ergibt sich daraus, dass fiir jedes
x € K5(s) und jedes x, € Lderen Verbindungsstrecke stets in K(s) liegt. Die iibrigen
Eigenschaften von Kj(s) ergeben sich nach den gleichen Uberlegungen wie in [7]
fiir K;(s) und K,(s). Die Tatsache, dass K;(s) nicht konvex ist, sowie die Aussage b)
ergeben sich aus Satz 2 und der etwa in [17] bewiesenen Bedingung, dass Q(x)
genau dann iiber einer konvexen Menge S quasikonvex ist, wenn alle Mengen der
Form {x € S/Q(x) < s} mit s € E, konvex sind.

Swarup untersuchte in [21], [22], [23] speziclle quadratische Funktionen der
Gestalt (auf ein Minimumproblem umgeschrieben)

(3) O(x) = —(c'x + ¢o) (d'x + do)

beziiglich spezieller konvexer Mengen G < E, unter der Voraussetzung, dass beide
Faktoren tiber G positiv sind. Er zeigte u.a., dass unter dieser Voraussetzung jedes
lokale Minimum von (3) iiber G auch globales ist (eine wichtige Eigenschaft streng
quasikonvexer Funktionen). Diese Tatsache ergibt sich aber auch aus Satz 2 und der
folgenden Aussage.

Bemerkung 5. Ist G < E, konvex und ¢'x + ¢o > O und d'x + d, > 0 tiber G,
so ist entweder Q(x) konvex oder es sind die Bedingungen 1°, 2° und 3° aus Satz 2
erfiillt und Q(x) aus (3) streng quasikonvex iiber G.

Beweis. Die Funktion Q(x) aus (3) Idsst sich zunichst schreiben in der Form
O(x) = —3x(cd’ + dc’) x — (cod” + doc’) x — cod, , Wobei die Matrix (cd’” + dc’)
symmetrisch ist. Es lasst sich dann zeigen, dass diese Matrix hochstens den Rang
zwei haben kann und somit hochstens zwei von Null verschiedene Eigenwerte
besitzt. Hat sie den Rang zweli, so ldsst sich weiter zeigen, dass die quadratische Form
x'(ed’” + dc") x sowohl positive als auch negative Werte annechmen kann, sodass
diese Matrix in diesem Fall genau einen negativen und einen positiven Eigenwert
besitzt. Ist der Rang kleiner als zwei, so ist Bedingung 1° natiirlich trivialerweise
erfllt. Bedingungen 2° und 3° lassen sich fiir die verschiedenen Félle fiir den Rang
der zugehé6rigen Matrix leicht verifizieren, wobei u.a. herauskommt, dass Q, = 0
ist. Hierbei wird aber die Voraussetzung benétigt, dass die beiden Faktoren in (3)
iiber G positiv sind. Man vergleiche auch [18], [19].

4. VERALLGEMEINERUNG DER BEDINGUNGEN
AUF BELIEBIG-DIMENSIONALE BEZUGSMENGEN

Im folgenden sei dim G = r mit 0 £ r < n und es seien wie in Lemma 4 und
Lemma 5 die Gréssen N, X, G* und Q*(y) = Q(x, + Ny) definiert. Mit Hilfe von
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Lemma 5 lassen sich die Bedingungen der Séatze 1, 2 und 3 nun verallgemeinern.
Zunichst ist offenbar

Q*(y) = x4Cxy + p'xo + ¥'(2N'Cxy + N'p) + y'N'CNy

wieder eine quadratische Funktion. Mit Hilfe von Lemma 4, Lemma 5 und Satz 1
erhalten wir sofort:

Satz 4. Die Funktion Q(x) ist genau dann konvex (streng konvex) iiber G, wenn
alle Eigenwerte der Matrix N'CN nicht negativ (positiv) sind.

Bemerkung 6. Die Bedingung aus Satz 4 ist natiirlich wieder dquivalent damit,
dass die Matrix N'CN positiv semidefinit (positiv definit) ist.
Ist C positiv semidefinit, so ist offenbar auch N'CN positiv semidefinit. Die Um-
kehrung gilt i. allg. nicht. Besitzt C genau k negative Eigenwerte, so liegt die Anzahl
der negativen Eigenwerte von N'CN zwischen max (0, k—n+ r) und k, wobei es
Falle gibt, in denen die untere bzw. die obere Grenze angenommen wird.
Die Aussage von Satz 4 erhidlt man auch durch Kombination der Ergebnisse aus
[2] und [16].
Im folgenden werden wir wieder annehmen, dass die Matrix N'CN mindestens einen
negativen Eigenwert A} mit zugehorigem Eigenvektor h7 besitzt.
Auf die Funktion Q*(y) lassen sich zunichst voll Lemma 7 und Lemma 8 an-
wenden. Wir verschen die dort auftretenden Gréssen mit einem Stern, d.h., wir
verwenden die Bezeichnungen L*, Qf, t5, hy, A, K*(s), K’(s), K3(s). Es ist also
insbesondere
L* = {)7/2N’C(X0 + N}‘) + N'p = ()} s
0*(y)= const = Qf firalle ye L*,
hY'y = const = t§ firalle yeL*,
K*(s) = {y/Q*(y) = s},
Ki(s) = {y e K¥(s)[y'hT = 15}

und

[IA

K3(s) = {y e K*(s)/y'hY

Mit diesen Grossen kénnen dann Satz 2 und 3 auf Q*(y) bezogen formuliert werden
und wir hitten dann nach Lemma 5 Bedingungen fiir die Quasi- bzw. Pseudokon-
vexitit von Q(x) iiber G. Die Bedingungen 2° und 3° aus diesen Sitzen kdnnen wir
aber durch folgende Uberlegungen etwas umformen, so dass die Variablen y; und
der Punkt x, nicht mehr auftauchen und die Verallgemeinerung von Satz 2 bzw.
Satz 3 deutlicher wird.

Bemerkung 7.

1° Esist L* + & genau dann, wenn L** = {x e aff G2N'Cx + N'p = 0} + & ist,
wobei y € L* genau dann gilt, wenn x = x, + Ny e L** gilt.
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2° Es gilt Q(x) = const = Qf fiir alle x € L**.

)\ 7 *\ 7
3° Es gilt <] > (N, M)™"' x = const = 13 <= 1y + <hl> (N, M) ' x >

fiir alle x e L**, wenn die (n, n— r)-Matrix M so gewihlt wird, dass ihre Spalten
zusammen mit den r Spalten von N eine Basis des E,, bilden.

4° Bezeichnen wir

K170 = {rek (o) (vt a = 0

KE(s) = {\ e K(s) / (g) (N, M)~ x

so gilt fiir s < Q% genau dann y € Kf(s), wenn x = xo + Ny e K{*(s) und y € int K}(s)
genau dann, wenn x = x, + Ny eint K{*(s) fir i = 1, 2.

IIA %

ON* 5‘

% :
—— e\

Beweis. Die Aussagen 1° und 2° folgen sehr einfach auf Grund der bereits in
Lemma 5 benutzten Eigenschaften der durch x = x, + Ny gegebenen eineindeutigen
Abbildung zwischen aff G und dem E,.

Die Aussagen 3° und 4° lassen sich durch Ausrechnen zeigen. Es gilt namlich
fir x = xo + Ny (d.h. xeaff G)

(7 vy = (§7Y vom) 7 ot = (§7) vy 7

Damit dirfte der Beweis klar sein.

Damit erhalten wir unmittelbar die folgenden beiden Aussagen:

Satz 5. Es sei Q(x) nicht konvex iiber G. Dann ist Q(x) genau dann quasikonvex
iiber G, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
1° Die Matrix N'CN besitzt genau einen negativen Eigenwert.
2° Es ist L*¥* %+ &.
3° Es ist G = K{*(Q%) oder G = K3*(Qp).

Satz 6. Es sei Q(x) nicht konvex iiber G. Dann ist Q(x) genau dann pseudokonvex
iiber G, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
1° Die Matrix N°CN besitzt genau einen negativen Eigenwert.
2° Esist L** + @. '
3° Es ist G = Ki*(Q3) N L** oder G = K3*(Q3) ~ L**.
Das folgende kleine Beispiel soll die dargestellte Teorie etwas veranschaulichen

und insbesondere die Bedeutung der Ergebnisse des vierten Abschnitts deutlich
machen.
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Essei Q(x) = 3x] — x3 — x} und

G = {xeE;[x; — x, =1,
—-x; +x3; =1,
x; =20 i=1,23}.

Diese Funktion ist nach Satz 2 iiber keiner dreidimensionalen konvexen Menge quasi-
konvex oder gar konvex. In diesem Fall kann man etwa N = (l, 1, 1)’ wihlen. Dann
ist NCN = 1 > 0 und somit Q(x) iiber G sogar streng konvex.

Wie wir hier sehen, diirften die Kriterien aus Abschnitt vier besonders wichtig sein
bei der Anwendung von Verfahren der konvexen Optimierung auf quadratische
Optimierungsprobleme mit zunédchst nichtkonvexer Zielfunktion beim Vorliegen
von Gleichungsrestriktionen. Moglichkeiten der Bestimmung einer geeigneten Matrix
N wurden fiir diesen Fall etwa in [2] angegeben.
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Souhrn
NUTNE A POSTACUJICI PODMINKY PRO (SILNOU) KONVEXNOST,
PSEUDOKONVEXNOST A (SILNOU) KVASIKONVEXNOST FUNKCE
VZHLEDEM KE KONVEXNI MNOZINE
KrAus TAMMER
V ptispévku jsou jednotnym zpusobem uvedeny nutné a postacujici podminky
pro konvexnost, pseudokonvexnost a kvasikonvexnost kvadratické funkce na libo-

volné konvexni podmnoziné n-rozmérného euklidovského prostoru.

Anschrift des Verfassers: Dr. Klaus Tammer, Humboldt-Universitit Berlin, Sektion Mathe-
matik, 1086 Berlin, PSF 1297, DDR.
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