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SVAZEK 21 (1976) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

EINE BEMERKUNG ZUR LOSUNG VON
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT PARAMETERN
BEI ANWENDUNG DER LIE-REIHEN

JOSEF MATUSU

(Eingegangen 30. Mirz 1976)

Im Jahre 1960 erschien das Buch von Professor Dr. Wolfgang Griébner: Die
Lie-Reihen und ihre Anwendungen, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin. Hier wurde erstmals systematisch eine auf Sophus Lie zuriickgehende Theorie
aufgebaut, die in verschiedenen Zweigen der mathematischen Analysis fruchtbare
Anwendungsmoglichkeiten bietet. In diesem kurzen Aufsatz wird gezeigt, wie man
Lie-Reihen, die eine Verallgemeinerung der Taylorschen und Lagrangeschen Reihe
darstellen, zur Losung von Differentialgleichungen mit Parametern anwenden kann.
In allen Fallen weiss man seit mehr als 100 Jahren, dass die Losungen solcher Differen-
tialgleichungen, die mit holomorphen Funktionen gebildet sind, existieren, dass sie
holomorphe Funktionen der betreffenden Variablen sind und das keine anderen
Losungen existieren. Zugleich mit diesen Existenzbeweisen wurden auch Anleitungen
gegeben, wie man die Koeffizienten der reguldren Potenzreihen, durch welche die
Losungen eindeutig bestimmt sind, schrittweise berechnen kann. Auch die Lie-Reihen
geben zunichst eine derartige Anweisung, aber sie liefern dariiber hinaus eine ein-
fache und ubersichtiiche Gestalt dieser Potenzreihen, die allgemein giiltig ist und
mit der man in geschlossener Form weiter operieren kann.

Wir gehen zu unserem Problem iiber.
Es sei das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

dz;
| 2 =9(Z;t;n) (i=1,...,n
(n L=z ( )
vorgelegt. Durch das Symbol gsind s —1 (s 2 2 ganzzahlig) Parameter y, ..., g,

reprasentiert; sie sind im Allgemeinen komplex. Wir betrachten die Losung des
Systems (1), die fiir g = 0 den Anfangsbedingungen

(1) (Z)i=o =z (i=1,....n)
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geniigt. Beziiglich der Funktionen 9(Z;1; #) der Variablen Zy, ..., Z,;1; py. ...
.., lls_{ setzen wir voraus, dass sie in einer gewissen Umgebung der Stelle {z,, ...
.., 2,30;0, ..., 0} holomorph sind. Wir setzen

i;Z‘E: (94(Z; 13 )|
L e(Zinp) = i IR
[ 18(Z; 15 )|

|
L 3-
1

Mit (2) kénnen dann (1) und (1') in der Form

” d3 03
1 —~=0(Z;t;p) = —,
( ) dr ( ”) dt

(1) (=0 =3

geschrieben werden. Ist nun 3 die Losung von (1), die fiir g = 0 der Anfangsbe-
dingung (1") geniigt, dann geniigt wie bekanntlich die Ableitung 03/du, nach dem
Parameter g, (k = 1, ..., s — 1) der Gleichung

(3) d(03)_0©00a3 00
dr \Opy 0Z du, oy
wobei
T 29,
o |0Z ﬁln’\ . iaﬂk\
el | PO I =1
B Y (R Y
0z, oz, “iiuk,f
mit
0
' 23 1
(3" <———) -0 = ‘lz )
a/lk t=0 Eioi
Wir wollen annehmen, dass die Lésung (z. B. in Form der Lie-Reihe)
a3 . o6 )|
5—; = "IJ([; ”) = U : ’
o ilﬂkf"(t: F‘)

von (3), die der Anfangsbedingung (3') geniigt, bekannt ist; es kann vorkommen,
dass (3) einfacher zu 16sen ist als (1). Wir setzen

(5) t=ll, #1212""’#s—1=’s’
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ferner sei (sieh (1), (4))

(6) $(Z;tsm) = 9 (Z; ty, ..., 1) = 3(Z; 1),

(7) M (t F‘) = tkai(Il’ s ’s) =fk+1.i(t)
(i=1....mk=1,...,5s = 1);

mit dem Symbol ¢ auf den rechten Seiten ist das s-tupel t,, ..., 1, gemeint. In Matrix-
form sei also

(6") O(Z;1; p) = O4(Z; 1),
(7’) ukf(“ ﬂ) = fk+l(’)
(k=1,...,s =1).

Wenn wir die Gleichungen (4) (fiir k = 1, ..., s — 1) zur Gleichung (1") beifiigen,
dann erhalten wir das System (sieh (5), (6), (7'))

o3

8 = =04Z;1),

®) o~ Oz
03 .
:—i‘ =Ik+1(t) (k= Looos = 1),
Oty y

dessen Losung 3 der Anfangsbedingung (sich (1))

®) (3r=mr=0 =3
geniigen soll.

Um die gesuchte Losung in Form einer Lie-Reihe erhalten zu kdnnen, miissen
wir nun zeigen, dass fiir die Gleichungen des Systems (8) die sog. Vertréglichkeits-
bedingungen (sieh [1]) erfiillt sind.

Fiir j &1 ist (sieh (8))

203 _ 0 00,83 00, a®1 00,
9 L o(z;1) = 9193 L O O
©) at; oty ot (Z1) oZ o " a1, f’() a1,
umgekehrt ist (sich (8), (7°), (5), (4), (3). (6"))

, 0 3 _ o[ 03
9 < =2 )=
©) o= W= i = ()

0@1

0@ 93 + 00 6@1
oz op;j— Op;j—q

i) +

J
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Aus (9), (9') folgt also die Gleichheit der betrachteten gemischten Ableitungen. Dass
auch die iibrigen gemischten Ableitungen 2. Ordnung einander gleich sind, folgt
unmittelbar aus der Holomorphie der Funktionen f, (¢) (sich (8)) in der Umgebung
der Stelle t; = ... =1, = 0. Damit ist die Giiltigkeit der Vertriglichkeitsbedin-
gungen bewiesen.

Die dem System (8) entsprechenden kommutativen Differentialoperatoren, mit
welchen die gesuchte Lsung von (1), (1) in Form einer s-dimensionalen Lie-Reihe
ausgedriickt ist, sind dann

0 0 0 0
10 D =— +9,(z;1) — = — + 3 (z; 1) —,
( ) 1 5‘[1 lp( )02,, (3‘[, p( )azp
’ a . a
(107 Divi = ——+ fusi,(1) —
0Ty 4t 0z,

(k=1,....s = 1);

in (10), (10") wird iiber p von 1 bis n summiert.
Mit Hilfe von Satz 21 (sieh [ 1]) folgt schliesslich der folgende

Satz. Die Losung des Gleichungssystems (l), die fiir p = 0 den Anfangsbedingun-
gen (1') geniigt, kann bei Beriicksichtigung der Holomorphiebedingungen in Form
einer s-dimensionalen Lie-Reihe (sieh (5))

(D1 F. 1D —
(11)) Z; = (e" Zi)e=mr=0 =
0,..., o« VgV Ve
tl t2-‘ . ts\ v
— 1 DHVv2 Vs —_
D S I
vivzeeve Vil vl oo v
0,...,0 v2 Vs Vi
.ul "'."‘s—] t Vi v Vs
= Y T [DYDY L DPz] - o
VI, V2,0, Vs VZ! . Vs! Vl!

die mit den Differentialoperatoren (10), (10"} gebildet ist, ausgedriickt werden.
Diese Losung ist durch die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt.

Beispiel. Um in die oben angefiithrten Ausfithrungen gute Einsicht zu gewinnen,
sei die sehr einfache Differentialgleichung

(12) Ei—Z~=Z—cosu
dt

vorgelegt, u komplex. Fiir x4 = 0 betrachten wir die Losung von (12), die der An-
fangsbedingung

(12) (Z)—0 = 1
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geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir nach (8) das System

0Z
(I3) LAzZ~COSIZ,
at,
0Z P :
—— =e'sint, —sint,,
0t,

dessen Losung Z der Anfangsbedingung

(|3,) (Z)nzrz:o =1

geniigt. Die Differentialoperatoren D, D,, die dem System (13) entsprechen, sind
nach (10), (10)

6 A
(14) D, = — + (z — cos 12)—9—,
ot 0z
0
(14" D, = -— + (e sin 1, — sin 1) .

Nach (11) kann dann die Losung der Gleichung (12), die fiir p = 0 der Anfangs-
bedingung (12') geniigt, in Form der Lie-Reihe mit den Operatoren (14), (14') aus-
gedriickt werden:

_ 4Dy +t2Dy _

(15) Z = (e Z)e =m0 =

0,...,¢ O Vigva 0,..., o0 4vy, V2

Il t2 ViV t I3

— V2 — ViV2. .
=Y oy = X S [DEDYe], s, =

viovr Vil Vyo viova Vi Vol

| S o t”'y”

=1+ Y

vivz Vilv,!

[ DY Dyz]

T.=12=0 *

Durch einfache Rechnung iiberzeugt man sich, dass D' DY’z = —e ™ " cos (1, + vzn/l)
fir vi, v, 2 1, sodass [ DY'Dyz];,~.,=0 = — cos (v,7/2). Es ist dann

t 2
(15") Z=1-Y H cos2T =

= ¢'(1 — cos p) + cos p.
Dieses Z geniigt fiir 4 = 0 der Gleichung (12) mit der Anfangsbedingung (12').
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Souhrn

POZNAMKA K RESENI DIFERENCIALNICH ROVNIC
S PARAMETRY UZITIM LIEOVYCH RAD

Joser MATUSU

V prdci se uvazuje systém diferencidlnich rovnic 1. fddu

dz;
— = 94Z; t; i=1,...,n),
” (Z:t:m) ( )

kde znakem p je oznageno s — 1 (s = 2 celé) komplexnich parametrd py, ..., ;.
Hleda se feSeni tohoto systému, které pro u = 0 spliiuje pocdtecni podminky

(Z)eo=z (i=1,....n).

Je ukdzdno, Ze za pfedpokladu holomorfnosti funkei $(Z; 1; p) (i = 1, ..., n) v okoli
bodu {zy, ..., 2,50;0, ...,0} Ize toto FeSeni vyjadfit ve tvaru s-rozm&rné Licovy
fady.
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