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SVAZEK 22 (1977) APLIKACE MATEMATIKY cisLo 2

LOKALE BERUHRUNGSKEGEL EINER MENGE
IM EUKLIEDISCHEN RAUM E,

LiBUSE GRYGAROVA
(Eingegangen 23. Marz 1976)

Der Begriff des lokalen Berithrungskegels einer beliebigen nichtleeren Menge in
E, ist im bestimmten Sinne eine Verallgemeinerung des Begriffs des Tangential-
raumes einer glatten Mannigfaltigkeit in ihrem Punkt. In dem vorliegenden Artikel
geht man von dem Begriff eines lokalen Beriihrungskegels, der in der Arbeit [1]
eingefiihrt wurde, aus, der allgemein nicht mit dhnlichen Begriffen aus der Literatur
(z. B. [2], [3]) iibereinstimmt. Wir werden uns hier insbesondere auf konvexe
Mengen beschrinken, denn, fiir konvexe Mengen besitzt der lokale Berithrungs-
kegel eine spezielle Charakteristik und die entsprechenden lokalen Eigenschaften
der Beriihrungskegel in jeden Punkt einer konvexen Menge sind eben fiir die Kon-
vexitit charakteristisch.

Wir betrachten in E, eine Halbgerade, die durch den Anfangspunkt x° und durch
den Richtungsvektor v + 0, |v|| = I festgelegt ist, also

1) p(x°,v) = {x€E,

x=x"+vt, t>0}.
Definition 1. Die Menge

(2) U(x%v,¢) = {xeE,

x = x7 = V6 + 1) (x = x%,v) < 0)Y)

heisst die e-Kegelumgebung der Halbgerade p(x°, v)inE,.
Offenbar gilt

3) p(x% v) = U(x% v, ¢).

1) Man uberpriift leicht, dass U(xo, v, ¢) das Innere eines Rotationskegels darstellt, der den

einzigen Scheitelpunkt x°, die Dimension gleich n und die Halbgerade p(x°, v) als seine Achse
besitzt.
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Definition 2. Falls H ein offener Halbraum in E,, Ry seine Randmenge ist und
falls

a) x° e H;
b) Ux% v,e) N Ry + &5
gilt, so nennt man die Menge

() ¥(U, H) = U(x°, v, &) N\ Ry

der echte Schnitt der Umgebung U(x°, v, &) der Halbgerade p(x°, v).

Definition 3. Ein echter Schnitr "y(U, 'H) der Umgebung U(xo, v, ¢) heisst ein
feinerer Schnitt als der echte Schnitt y(U, H) derselben Umgebung, falls

(5) U, 'H) c(HN U(xo, v, 8))
gilt.

Entsprechende Bezeichnung:
(6) WU, H) <9(U, H).
Bemerkung 1. Offenbar gilt

WU, "H) < 'y(U, "H), y(U,"H) < 9(U, H) = "y(U, "H) < y(U, H).

Deﬁniﬁon 4. Ist x° ein festgewdhlter Punkt einer gegebenen Menge M < E, und
p(x°, v) die Halbgerade aus (1) mit der Eigenschaft, dass fiir jede ihre Umgebung
U(x°, v, ¢) ein echter Schnitt y(U, H) in der Weise existiert, so dass

'y(U, 'H) NM+ gz

Siir alle 'y(U, "H) < y(U, H) gilt, so heisst die Halbgerade p(x°, v) eine o-Halb-
gerade im Punkt x° e M.

Definition 5. I'st x° ein festgewdhlter Punkt einer Menge M < E, und ¥ p(x°,v) die
Menge aller o-Halbgeraden im Punkt x° € M, so heisst die Menge — °

7 Km(x°) = {x"} U Xp(x°, v)
der lokale Beriihrungskegel der Menge M im Punkt x° e M.

Behauptung 1. In jedem Punkt x° € M < E, stellt die Menge Ky(x°) einen abge-
schlossenen Kegel in E, dar.

Zum Beweis siche [1].
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Bemerkung 2. Falls x° ein innerer Punkt der Menge M < E, ist, so ist Ky, (x°) =
= E,. Ist L die lineare Hiille der Menge M < E, und x° ein relativ innerer Punkt
der Menge M beziiglich L (x° € rel int M), so gilt Ky (x°) = L.

Behauptung 2. Falls M c E,, M + & eine konvexe Menge, x° € M beliebig sind,
so gilt
Ku(x%) = Ppy(x°),

wobei —PM(XO) die Abschliessung des Projektionskegels der Menge M aus dem Punkt
x° bedeutet.?)

Beweis. Aus der Definition der Kegel Ky (x°) und Py (x°) ergibt sich unmittelbar
x° € Py(x%) N Kpy(x°).

Es sei zuerst x* € Py(x°), x* & x° beliebig. Nach der Definition des Projektions-
kegels gibt es dann einen Punkt y* € M, y* + x° in der Weise, dass

(®) p={xeE |x=x"+1iy* = x%), 1> 0] c Py(x°), x*ep

gilt. Da wegen der Konvexitit der Menge M die abgeschlossene Strecke u(x°, y*)
die Eigenschaft u(x°, y*) c M besitzt, so stellt die Halbgerade p aus (8) eine o-Halb-
gerade im Punkt x® e M mit p = K,(x°), dar. Es gilt also auch x* & Ky,(x°).

Es sei nun x* ein beliebiger Punkt des Randes von Py(x°), x* + x° Wir betrach-
ten die Halbgerade

) p={xeE,

x =x% 4+ (x* = x% 1, t >0}

und ihre beliebige e-Umgebung U(x°, (x* — x°)/||x* — x°||, ¢). Da x* ein Rand-
punkt von P,(x°) ist, so gibt es in jeder seiner (sphérischen) Umgebung O(x*, §)
mindestens einen Punkt x' e Pp,(x°), x' = x* Wihlt man 6 > 0 so klein, dass
O(x*, 5) = U(x®, (x* — x°)/||x* — x°|, &) gilt, so gilt auch

p' = {xeE,

x = X0 4i(x! = x0), 1> 0} & U, (x* — x)|x* — x°]. 5).

Nach der Definition der Projektionskegels gibt es zu dem Punkt x' einen Punkt
y'eM, y' £ x° y' e p' und aus der Konvexitit der Menge M ergibt sich fiir die
abgeschlossene Strecke u(x®, y') < p' die Inklusion u(x° y') = M. Wihlt man

2) FalsMc E, M+ o, x%e E, beliebig sind, so nennt man die Menge
Pm(x%) = {x€E, |x = x"+ 1y — x%), ye M, + = 0}

der Projektionskegel von M aus dem Punkt x%. Es gilt:
a) M < Pp(x%);
b) falls M konvex ist, so ist PM(XO) ein konvexer Kegel in E;
¢) falls M konvex und x* € M beliebig sind, so gilt dim Pp(x*) == dim M.
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nun einen beliebigen echten Schnitt der Umgebung U(x°, (x* — x°)/||x* — x°], ¢)
der Halbgerade p aus (9), der den Punkt y' enthilt, so muss unbedingt jeder feinerer
Schnitt dieser Umgebung mit der Menge M einen nichtleeren Durchschnitt haben
und damit stellt die Halbgerade p aus (9) eine o-Halbgerade dar und es gilt wiederum
x* € Ky,(x°). Somit haben wir die Relation

(10)
bewiesen.
Es sei anderseits x* e Ky, (x°), x* + x° beliebig. Dann stellt die Halbgerade

Pm(x°) = Ku(x°)

x* — x°
p* = {xeE,|x =x° + Iﬂ??:;’” , >0}

eine o-Halbgerade dar. Wihlen wir eine Folge {¢,} mit ¢, > 0 (n = 1,2, ...),

lime, =0 und die ihr angehorige Folge von Umgebungen {U(x°, (x* — x%)/||x* —
- )'(01’ €,)}. In jeder dieser Umgebungen liegt dann — aufgrund der Definition

einer o-Halbgerade — mindestens ein Punkt x"e M mit x" + x°, lim ||x" — x°|| = 0.
n—aoo

Wir betrachten nun die Vektoren v" = (x" — x°)/|x" — x°|. Offenbar gibt es eine
Teilfolge {v"*} der Folge {v"} mit lim v = (x* — x°)/[x* — x°|. Es existiert daher
k-0

ein Index m in der Weise, so dass fiir alle n, > n,, die Halbgerade

p™ = {xeE,

x =x% 4+ v™, 1 > 0}

einer beliebigen vorgegebenen e-Kegelumgebung von p* angehort. Da x™ e M,
x™ % x%ist, so ist p™ <= Py(x°) und da p* eine Halbgerade, dic durch den Grenz-
iibergang k — oo aus der Folge von Halbgeraden p™ entsteht ist, so gilt auch p*e
€ Py(x°) und somit x* € Pp(x®). Hiemit haben wir die Inklusion Ky(x®) < Pp(x°)
bewiesen, aus der sich laut (10) die Behauptung 2 ergibt.

Behauptung 3. Ist M < E,, M + & eine konvexe Menge, so stellt die Menge
Kp(x°) fiir jeden Punki x°e M eine konvexe Menge mit der Eigenschaft M <
= Ku(x°) dar.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Behauptung 2 und aus der Fussnote 2).

Behauptung 4. Ist M < E,, M & & eine konvexe Menge, dann gilt fiir jeden Punkt
x°e M die Gleichheit dim Kpy(x°) = dim M.

Der Beweis folgt unmittelbar wiederum aus der Behauptung 2 mit Hinsicht auf
die Fussnote 2).

Behauptung 5. Falls M < E,, M £ & eine abgeschlossene Menge mit der Eigen-
schaft M < Ky(x°) fiir alle x° € M ist, so ist M konvex.
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Beweis. Im Falle M = {x°} gilt dic Behauptung trivial. Es seien x', x> e M,
x' & x* beliebig und setzen wir voraus (um den Beweis indirekt zu fiihren), dass es
einen Punkt 'x mit ‘

(11) 'x=x"+ 10 - x")¢M, 0<'t <1
gibt. Bezeichnen wir

T, = {te <0,'1)| x = x' + 1(x* — x') e M},
T, ={te(t,1>]x =x" +1(x* — x')e M},

*

t} 3

=sup{t}, 13 =inf {1}.
Ty
Aus der Eigenschaft M = M folgt
(12) ' =x' + 1j(x* = x")eM, *x* =x' + (x> —x')e M.

Es sei O('x, &) eine beliebige (sphirische) Umgebung des Punktes 'x mit dem Halb-
messer 6 > 0 und mit der Eigenschaft O('x, 5) Y M = &. Bezeichnet man

(13) ‘5= sup {3},
0('x,0)nM=g

so gilt offebar

(14) 0 < ’'6 < min {d('x, *x'), d('x, *x?)} .

Aus dem Ansatz M = M folgt, dass die Hypersphire

(15) {xeE,

(x = 'x,x = 'x) = "6%}

mindestens einen Punkt “x mit “x € M enthilt. Daraus und aus der Voraussetzung
M c K,(x°), x° € M beliebig, ergibt sich, dass die Halbgeraden

o, = {xeE,

x ="x + 1(*x! = "x), t > 0},
o, ={xe E,,l x ="x + 1(*x*> — "x), t > 0}

eben o-Halbgeraden, die dem Ky ("x) angehoren, sind, wobei nach (14), (15) mindes-
tens eine dieser o-Halbgeraden die Umgebung O('x, ’5) durchschneidet. Sei es die
o-Halbgerade ;. Dann gibt es ecine solche s-Kegelumgebung U("x, (*x' — "x)/

/ |*x1 — "x|, ¢) von "o und einen solchen echten Schnitt y(U, H) dieser Umgebung,
so dass

U("x, (*x' = "x)/|*x* — "x

l,e) N H < 0o(x,5),
U (! =R = xl aNHAM

gilt. Dies steht aber im Widerspruch mit (13). Es gilt daher 'x € M, womit die Be-
hauptung 5 bewiesen ist. \
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Souhrn
LOKALNI STYCNE KUZELE MNOZINY V E,

L1BUSE GRYGAROVA

V¢lanku jde nejdfive o nékolik doplitujicich poznamek k pojmu lokdlniho sty¢ného
kuzele v libovolném bod& mnoziny v E, zavedeném v prdci [1]. Hlavni pozornost
je vénovdna vlastnostem t&chto kuzell pro piipad (neprdzdnych) konvexnich mnozin
v E,. Ukazuje se, Ze lokdlni styény kuzel v libovolném bodé& konvexni mnoziny je
totozny s uzdvérem projekéniho kuzele téZe mnoziny s vrcholem v tomtéz bodé.
Na zdkladé této vlastnosti je pak dokdzdno, Zze lokdlni styCny kuzel v libovolném
bod¢ konvexni uzaviené mnoZiny tuto mnoZzinu obsahuje, coZ je prdavé charakteris-
tické pro uzaviené konvexni mnoziny.
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