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SVAZEK 23 (1978) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

SPHARISCHE ABBILDUNG KONVEXER ABGESCHLOSSENER MENGEN
IN E, UND THRE CHARAKTERISTISCHE EIGENSCHAFTEN

LiBUSE GRYGAROVA

(Eingegangen am 23. September 1976)

Der Begriff der spharischen Abbildung konvexer abgeschlossener Mengen, der
den Hauptbegriff in dieser Arbeit darstellt, ist im gewissen Sinne eine Erweiterung
des iiblichen Begriffs der sphirischen Abbildung von regularen Hyperflichen im eu-
kleidischen Raum, der aus der klassischen Differentialgeometrie bekannt ist [1].
Eine solche Erweiterung scheint ganz natiirlich zu sein, da der Rand einer konvexen
d-dimensionalen Menge in E, (1 <dZ= n) (unter dem Ancsatz bestimmter Glattheit)
eine Hyperfliche in der linearen Hiille dieser konvexen Menge darstellt. In der
Arbeit handelt es sich um den allgemeinen Begriff der spharischen Abbildung in dem
Sinne, dass auch abgeschlossene konvexe Mengen, deren Rand eine Hyperfliche
im topologischen Sinne (also eine Hyperfliche im iiblichen Sinne der lokalen homeo-
morphen Abbildung [2]) in der betreffenden linearen Hiille der fraglichen Menge ist,
einbezogen werden.

Nachdem der Begriff der sphérischen Abbildung von konvexen abgeschlossenen
Mengen und sein Zusammenhang mit anderen Begriffen aus der Theorie der kon-
vexen Mengen angefiihrt wird, werden einige charakteristische Eigenschaften dieser
Abbildung behandelt. Der Begriff eines Paars von sphérisch dquivalenten abgeschlos-
senen konvexen Mengen, dem (und dessen Folgerungen) ein Teil der Bretrachtungen
gewidmet ist, erweist sich als sehr niitzlich. Der letzte Teil der Arbeit betrifft die
konvexe Abbildung von sogenannten streng konvexen Mengen, die insbesondere
in der Theorie der parametrischen konvexen Optimierung eine Rolle spielt.

& 1 EINLEITENDE BEMERKUNGEN
Um den Begriff der sphiarischen Abbildung einer abgeschlossenen konvexen Menge
einfithren zu konnen, ist es niitzlich die Begriffe bestimmter, mit einer konvexen

Menge M(M < E,, M # 0) verbundenen Kegel anzugeben. Es handelt sich um die
folgenden Begriffe:
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1. Der Projektionskegel Py(x,) der Menge M im Punkt x, € E,,

Pu(x,) = {x€E,

2. Der (lokale) Berithrungskegel Ky (x,) der Menge M in Punkt x, € M,
Ku(xo) = Pu(xo) ;')

3. Der Recessionskegel Mg(x,) der Menge M im Punkt x, € M,

x =X, + tly — %), ye M, t =0} ;

Mp(xo) = {ye M| x, + 1(y — x,) e M, 1 = 0} ;
4. Der Polarkegel PK(x,) zu einem konvexen Kegel K in seinem Scheitel x,,
PK(xo) = {x € E, | (x — %o, ¥y — %) £0, yeK}.

Die oben eingefithrten Kegel besitzen ihre bestimmte charakteristische Eigen-
schaften und es gibt zwischen ihnen gewisse Zusammenhénge, die in der konvexen
Analysis wohlbekannt sind (z. B. [4], [5]) und die wir — wegen unserer Zielstellung
— in der folgenden kurzen Ubersicht anfiihren.

(a) Fir ein jedes x, € M stellt Ky(x,) einen abgeschlossenen Kegel mit M <
< Ky(xo) dar;

(b) Es gilt dim Ky(x,) = dim M fiir alle x, € M;

(c) Es gilt Mg(x,) = M fiir alle x, € M;

(d) M beschrinkt <> Mg(x,) = {X,} (%, € M beliebig);

(¢) Falls M eine unbeschriinkte abgeschlossene konvexe Menge its, so stellt Mg(x,)
einen abgeschlossenen konvexen Kegel mit x, als Scheitel in E, dar (x, € M beliebig);

(f) Falls M beschrankt und x,, x, € M beliebig sind, so gilt

MR(XZ) = {xe E,|x=y+ (XZ - x1)9 Y€ Mn(xl)} 5

(g) Sind ;M, ,M konvexe Mengen mit ;M N ,M = 0 und x, € ;M N ,M beliebig,
dann gilt (;M N ,M)g (%) = ;Mg(x,) N 3 Mg(xX,);

(h) Falls M konvex, abgeschlossen und x, € M beliebig sind und definiert man

A ={veE,

B, = {veE,

Iv] =1, xo + vie Mg(x,), 1 = 0},

[vl| =1, x + vie Ky(x), t =0}, xeM,
so stellen die Mengen

Mg, ={xeE,|x=vs, ved, 1 20}, Ky(x)={yeE,
th}, xeM,

y =vt, veB,,

) In der Arbeit [3] wurde der Begriff eines (lokalen) Berithrungskegels Km(Xg) fiir eine be-
liebige Menge M in ihrem Punkt x, durch Km(x,) = {xo} UZ p(x,, v) eingefiihrt wobei p(x,, v)
o

sogennante o-Halbgeraden sind, die in dieser zitierten Arbeit definiert wurden.
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Kegel, dar die durch Translation aus den Kegeln Mg(x,), Ky(x) (x € M) in den Ko-
ordinatenursprung o entstehen und es gilt

U ‘”K;,(x) = PMg, rel.int. ’"Mg < U ”K,’w(x) ;
xeM xeM
(i) Falls K ein konvexer Kegel mit dem Scheitel x, ist, so ist PK(x,) ein abge-
schlossener konvexer Kegel mit x, als Scheitel;
(j) Es gilt K = {x,} <> 7K(x,) = E, fiir alle x, € E,;
(k) Es gilt ?("K(x,)) = K, wobei ?(*K(x,)) der Polarkegel zu dem Kegel 7K(x,)
in seinem Scheitel x, ist;
(1) Fiir x; # x, gilt K = H™ < x, € PK(x,), wobei

H™ = {xe En! (x; = X, X — Xo) = 0} ;

(m) Die Scheitelmenge L eines konvexen Kegels K stellt einen linearen Unterraum
in E, dar;

(n) Ist L, die lineare Hiille cines konvexen Kegels K mit x, als Scheitel, so stellt
die Scheitelmenge des Polarkegels PK(x,) einen linearen ((n — d)-dimensionalen)
Unterraum L,_ (x,), der dual zu L, ist, dar (also L, n L,_,(Xo) = {Xo});

(o) Ist K ein abgeschlossener konvexer Kegel mit x, als Scheitel und ist die Di-
mension seiner Scheitelmenge gleich d, so gilt dim PK(x,) = n — d;

(p) Falls x, der den zwei konvexen Kegel K,, K, gemeinsame Scheitel ist, wobei
K, = K,, so gilt 7K,(x,) = 7K;(x,);

(q) Es sei K ein abgeschlossener konvexer Kegel mit x, als Scheitel, dim K > 2,
der weder einen linearen Unterraum noch einen Halbraum in E, darstellt. So hat der
zugehorige Polarkegel 7K(x,) dieselbe Eigenschaft. Weiter besitzt K(x,) Rand-
punkte, die verschieden von x, sind (in bezug auf die lineare Hiille von 7K(x,)).
Zu einem beliebigen Punkt x* des Randes 6”K(x,) von 7K(x,) mit x* =% x, gibt
es einen Punkt y* € 0K, mit (x* — x,, y* — %) = 0.

& 2 VEREINBARUNG

Es soll in Weiterem das Symbol M stets eine nichtleere abgeschlossene konvexe
Menge in E,, M den Rand von M bedeuten.

Definition 1. Die Menge

6] Su=UKu(x)nQ,
xeM
mit
@ Q= {xcE||x]| =1}, '

wobei PKyy(x) die Bedeutung aus (h) hat, nennt man das sphdrische Bild von M.
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Bemerkung 1. Nach (h) gilt offenbar

3) Sy ="MnQ.

Satz 1. Es gilt Sy, = Q genau dann, wenn M beschrinkt ist.

Beweis.Ist M beschriinkt, so gilt Mg(x,) = {x,} fiir jeden Punkt x, € M (nach (d))
und daher (nach (h)) Mg = {o}. Daraus mit Hinsicht auf die Eigenschaft (j) folgt
dann ?Mg = E, und daher auch rel. int. "My = int "My = E,. Nach (h) ergibt sich
daraus {) PKj(x) = E, und daher laut (1) gilt Sy, = Q.

xeM

Ist anderseits Sy, = Q und y* # 0 ein beliebiger Punkt, dann schneidet die Halb-
gerade {x € E,| x = y*t, t > 0} die Hypersphiire Q aus (2) in einem einzigen Punkt
x* € Q(=Sy) und nach (1) gilt x*e J ?Ky(x). Daraus folgt die Existenz eines

xeM

Punktes X, € M mit x* e 7K (x,) und, da "K,(x,) ein konvexer Kegel mit o als
Scheitel ist, gilt ebenfalls y* € PKjy(X,). Da y* € E,, y* # 0 belicbig gewihit war
und o e 7Kj,(x) fiir jedes x e M gilt, folgt daraus {J Ky (x) = E, und daher ebenfalls
xeM
(mit Hinsicht auf (h)) U 7Ky(x) = Mg = E,. Es gilt also Mg = {0} und Mg(x,) =
xeM

= {x,} fiir jeden Punkt x, € M, voraus laut (d) die Beschrinktheit der Menge M
folgt.

Definition 2. Ist R eine Hyperebene mit oe R, H*, H™ die ihr zugehdrige abge-
schlossene Halbriume und hat Q die Bedeutung (2), so nennt man

(4) QH* = H* nQ, ®H =H nQ

(abgeschlossene) Hemisphdren der Hypersphiire Q.

Satz 2. Ist die Menge M unbeschrinkt, so gibt es eine Hemisphire TH* von Q
mit Sy, = CH™.

Beweis. Aus der Unbeschrinktheit der Menge M folgt (nach (d), (j) und (h))
PMg =+ E,. Betrachten wir einen beliebigen Punkt x* € E, \ ?M, und die Halbgerade

p* = {x€eE,

x = x*, 120},

die mit der Menge Mg nur den Punkt o gemeinsam hat. Laut (¢) und (i) und nach
dem Trennungssatz von konvexen Mengen gibt es eine Hyperebene R, die beide
Mengen PMy, p* trennt. Bezeichnen wir H* denjenigen abgeschlossenen Halbraum,
dessen Rand die Hyperebene Rist und der die Eigenschaft "Mz = H™* besitzt. Nach
(3), (4) fogyt daraus Syy = "M " Q = H" 1 Q = °H™ und weiter S,y = °H*.
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Satz 3. Es gilt Sy = 0 <M = E,.

Beweis. Im Falle S,, = 0 gilt ebenfalls S,, = 0 und nach (3) dann "Mg N Q = 0.
Da "M ein konvexer Kegel mit dem Scheitel o ist, folgt daraus PMg = {o}. Nach (k),
(e). (j) gilt dann fiir den Polarkegel ”("Mg) zu dem Kegel Mg im Punkt o die Gleich-
heit 7("Mg) = Mg = E,. Nach (h) gilt dann ebenfalls Mg(x) = E, fiir alle x e M,
was nach (c) zu M = E, fiihrt.

Im Falle M = E, gilt Mg(x) = E, fiir jeden Punkt x € M woraus nach (j) "Mg(x) =
= {x} folgt. Daraus (siche (h)) ergibt sich "My = {o}. Dies hat nach (3) zufolge
Sy = 0 und daher S = 0.

Satz 4. Im Falle M i E, stellt die Menge S, den maximalen Definitionsbereich
der Funktion

() oly) = max {(x. )}, [y] =1.
Beweis. Definieren wir die Menge
(6) A={yeE,||y]=1, max{(x,y)}! losbar}.
xeM

Nach Satz 3 gilt Sy, + 0. Seiy € S, beliebig gewihlt. Nach (1) gibt es dann mindestens
einen Punkt x, € M mit y e ?K},(x,), woraus nach der Eigenschaft (h) y + x, €
€ PKy(x,) folgt. Bezeichnet man

(y,x—x0)§0},

so gilt nach (1) Ky(x,) = H™. Wegen M = Ky(x,) (nach (a)), gilt (y, x — x,) < 0
fur alle xe M, d.h. (y, x) < (y, %,). Wegen x, € M, ergibt sich daraus (y, x,) =
= max {(y, x)} und daher y € 2. Da aber y € S,, beliebig war, ist hiemit

xeM
(8) 04SN

bewiesen.

(7) H™ = {x¢cE,

Ist anderseits y € U beliebig, so gibt es nach (6) einen Punkt x, € M mit (y, x) <
< (y, x%,) fiir alle x € M. Es gilt also

(9) McH,

wobei H™ die Bedeutung aus (7) hat. Der lokale Beriihrungskegel K(x,) der Menge
M besitzt ebenfalls die Eigenschaft

(10) Ky(x,) = A~

denn, wire es nicht der Fall, so miisste es einen Punkt x* mit x* € KM(xo), x*eH™",
wobei H* = {x e E, | (y, X — X,) > 0} geben. Dann wire aber auch

p={xeE,|x=x,+ t(x* — x), t>0}cH*,

119



wobei zugleich eine solche polyedrische Umgebung U der Halbgerade pmit U <« H*
existieren wiirde®). Wegen p = Ky(x,) stellt dann die Halbgerade p (siehe Fussnote 1))
eine o-Halbgerade dar und (nach der Definition einer o-Halbgeraden) gibe es dann
einen Punkt xe U < H* mit x e M, was im Widerspruch mit (9) ist und es gilt
daher (10). Nach der Eigenschaft (1) ist dann x, + y € ”Ky(x,), woraus nach (h)
y € "K},(x,) folgt. Nach (I) und wegen |y| = 1istdanny e Sy, und da y € U beliebig
gewithlt wurde, folgt daraus 2 < Sy, . Daraus ergibt sich nach (8), (6) die Behauptung
des Satzes.

Bemerkung 2. Nach dem Beweis des Satzes 4 und nach Satz 3 gilt
Su=0=A=0=M=E,.

Satz 5. Es seien {M, ,M abgeschlossene konvexe Mengen in E, mit ;M n ,M = 0,
X € {M N ,M beliebig und es gelte dim (;Mg(x,) N ;Mgp(x,)) = 1. Dann gibt es
eine Hemisphire ®H™ der Hypersphire Q aus (2) mit

SmMc HT, S, CHY.

Beweis. Gilt mindestens fiir eine der Mengen ;M (i = 1,2) ;M = E,, so ist die
Behauptung trivial. Sonst ergibt sich aus der Voraussetzung dim (;Mg(x,) N
N ,Mg(x,)) = 1 (nach (g), (d)), dass die Menge ;M n ,M unbeschrinkt (konvex
und abgeschlossen) ist. Nach Satz 2 gibt es dann eine Hemisphire ®H* der Hyper-
sphire Q mit S,y ,» = ®H™, woraus nach (4)

(11) ganzM < °H*

folgt. Wegen ;Mg(x,) o (;Mg(x,) N ;Mg(x,)) (i = 1, 2), ist nach (g), (p) ’Mg(x%,) =
< ?({Mg(x0) N 2Mg(x,)) (i = 1,2). Mit Hinsicht auf (g), (h) erhalten wir dann
"Mg = ?(4M N ;M) (i = 1,2) und aus der Bemerkung 1 und aus (11) folgt S =
="M QcS y,.,m < ®H" (i = 1,2) und daher auch S y = ®H*, S , = °H™.

Definition 3. Zwei abgeschlossene konvexe Mengen M # 0 (i = 1,2) heissen
sphdrisch dquivalent, falls S y = S, gilt.

Bemerkung 3. Ist M % 0 eine konvexe Menge in E, und ¢ > 0 beliebig, so stellt
die Menge

O(M,¢) = {xeE,

ol M) = inf[x — y] < 2

die sogenannte (sphirische) e-Umgebung von M dar und es ldsst sich zeigen, dass
O(M, ¢) stets konvex mit dim O(M, &) = n ist.

2) Der Begriff einer polyedrischen Umgebung einer (offenen) Halbgeraden wurde in der
Arbeit [3] eingefiihrt.

120



Der folgende Satz geht einen Zusammenhang zwischen den sphérischen Bildern
von M und O(M, ¢) an.

Satz 6. Falls O(M, ¢) eine beliebige e-Umgebung der Menge M ist (M + E,),
dann sind die Mengen M, O(M, &) sphdrisch dquivalent.

Beweis. Falls M beschrinkt ist, so gilt nach Satz 1 die Behauptung trivial. Ist
es nicht der Fall und wihlt man y € Sy, beliebig, dann existiert nach Satz 4 ein Punkt
X, € M mit max {(x, y)} = (x,, y) d.h.

xeM

(12) (y,x — x,) <0, xeM.

Fiir einen beliebigen Punkt x € O(M, ¢) existiert dann ein Punkt x’ € M mit g(x, x') =

= |x — x'| £ ¢ und nach (12) gilt

(Y,X—XO):(Y,X—x/-‘{-X/—XQ)Z(Y,X-'*X’)'%(Y,X/“xo)é
<&, xeO(M,e).

(13)

<y x - x

Fiir den Punkt x5 = x, + ey, fiir welchen offenbar Hx() - xOH = ¢ ist, gilt dann
x; € O(M, &) und weiter (y, X, — X,) = (y, ey) = ¢. Daraus und aus (13) erhalten
wir max {(y, x)} = (y, x;), woraus nach Satz 4 y € S5y, folgt. Wegen der Will-

xeO(M, )

kiirlichkeit der Wahl von y € S, ergibt sich daraus
(14) Sm = SO(M,E)'
Wihlen wir anderseits y € Sy ,, beliebig. Nach Satz 4 gibt es einen Punkt xg e
€ O(M, &) mit
(15) (Y% —x) <0, xeO(M,¢).

Der Punkt x, = x; — gy hat wegen (15) die Eigenschaft

(X = %0) = (7. % — %) + ey) = (y. x — x5) + (yoey) S .
xe O(M, ).

(16)

Wire mindestens fiir einen Punkt x € M die Ungleichung (y, x — X,) > 0 erfiillt,
dann wiirde fiir den Punkt x* = x + ¢y € O(M, ¢) die Ungleichung (y, x* — x,) =
= (y, X + gy — Xo) = (¥, X — x,) + & > ¢ gelten, was einen Widerspruch mit (16)
bedeutet. Es gilt daher

(17) (y,x — %) <0, xeM.
Die Hyperkugel

Q:{er,,| [x — xg| < &}
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hat aufgrund der Wahl von x einen nichtleeren Durchschnitt mit der Menge M,
wobei sie mit der Hyperebene

R={xeE,|(y,x — x) = 0}

den einzigen Punkt x, gemeinsam hat. Da (y, Xg — x,) = & > 0 gilt, gilt auch
(¥, x — %o) 2 0 fiir alle x € Q, woraus nach (17) x, € M folgt. Nach (17) erhilt

man dann max {(y, x)} = (¥, X,) und nach Satz 4 ist weiter y € Sy. Da y € Sgm.
xeM

beliebig war, folgt daraus S5y ., = Sy und laut (14) die Behauptung des Satzes.
Bemerkung 4. Aus dem obigen Satz und laut Bemerkung 1 folgt unmittelbar
"Mg 0 Q =Sy =Sy, =[0(M,¢)]a " Q
fiir alle ¢ > 0. Da ?Mg, ?[O(M, ¢)], konvexe Kegel mit o als Scheitel und Q die
Hypersphire aus (2) sind, so gilt ebenfalls ’My = ”[ O(M, ¢)]x. Nach Eigenschaften (k)
und (e) ergibt sich daraus Mg = [ O(M, ¢)]. Dies hat mit Hinsicht auf (h) die folgende
Behauptung zufolge: Fiir jeden Punkt x, € M und jeden Punkt x,€ O(M, ¢) (¢ > 0

beliebig) unterscheiden sich die Recessionskegel Mg(x,) und [O(M, ¢)]q( x,) hoch-
stens durch eir.e Translation.

Satz 7. Ist O(M, ¢) eine beliebige e-Umgebung der Menge M * E, und N eine
beliebige abgeschlossene konvexe Menge in E, mit

McNcOM,e),
so gilt fiir die sphdrischen Bilder der Mengen. M und N die Gleichheit
Sm = Sn-

Beweis. Falls M beschrankt ist, so gilt aufgrund des Satzes 1" die Behauptung
trivialerweise. .

Wihlt man x, € M beliebig, so ergibt sich aus der Inklusion M = N und aus der
Eigenschaft (c) Mg(x,) = Ng(x,) und daher (nach (p)) gilt "Mg(x,) = "Ng(x,).
Daraus laut (h) folgt "Mg > ?Ng und nach Bemerkung 1 weiter
(18) Sy O Sn -

Auf dhnliche Weise ergibt sich aus der Beziechung N = O(M,¢) = O(M,¢) die
Inklusion Sy © Spm ), aus der sich nach (18) und nach Satz 6 die Behauptung des
Satzes ergibt.

Bemerkung 5. An dem folgenden Beispiel soll gezeigt werden, dass fiir zwei
Mengen aus Satz 7 die Gleichheit S,, = Sy allgemein nicht gilt.
Die Mengen

M:{§6E2|1§>0, 262%} O<k<1),
N={§EE2|1620’ 2620}’
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stellen offenbar konvexe abgeschlossene nichtleere Mengen in E, mit M = N dar.

Wiihlt man ¢ > \/2k, so stellt man leicht fest, dass N = O(M, ¢) gilt. Die Voraus-
setzungen des Satzes 7 sind hier erfillt. In unserem Falle ist

Sw=Sn=(EcE|(EF + (O =1, &% =0},
wobei

Su={EeE,|("e)? + (%) =1, &2 <0},
Sn ={EeE,|("9)* + (%) =1, &2 <0} .
Esist also Sy + Sy

\\‘\\
AN

\\ \\\\\\
<

N ‘\
\ \\ A

oMe ¢

Fig. 1.

Satz 8. Es seien ;M + 0 (i =1, 2) abgeschlossene unbeschrinkte konvexe Mengen
in E, und K > 0 eine Zahl mit

(19) M\ (;M n Q(K)) = ,M\(,M n Q(K)),
wobei Q(K) = {x e E,,l [x| = K} ist. Dann gilt S,y = S,4%) .

Beweis. Es sei zuerst ;M = E, und ,M + E,. Da Q(K) beschrinkt und ,M
konvex ist, so gibt es offenbar einen Punkt x ¢ Q(K), x ¢ ;M \ (;M n Q(K)). Nach
(19) muss dann gelten x, ¢ ;M\ (;M n Q(K)) = E,\Q(K) d. h. x, € Q(K), was
aber einen Widerspruch darstellt. Im Falle, wo die Rolle der Mengen ;M und ,M
ausgetauscht wird, haben wir dieselbe Schlussfolgerung.

3) Ist eine der Mengen M,ie {l, 2} beschrinkt, so ist nach (19) auch die zweite dieser Mengen

beschrinkt und nach Satz 1 gilt S, = S, = Q. Wir kdnnen uns daher auf unbeschrinkte Men-
gen ;M (i = 1, 2) einschrianken.
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Im Falle ;M = ,M = E, gilt nach Satz 3 S , = S,y = 0 und die Behauptung
des Satzes gilt trivial.

Es sei ;M + E, (i = 1, 2). Der Fall ;M\(;M n Q(K)) = 0 fiir mindestens einen
Index i € {1, 2} kann nicht eintreten, da die Menge Q(K) beschriinkt ist.

Im Falle Q(K) n ;M = 0 (i = 1, 2) gilt nach (19) ;M = ,M un daher S, = S .

Der Fall Q(K) n ;M = 0, Q(K) n ,M =+ 0 (bzw. QK) n M + 0, Q(K) n ,M =
= () kann laut (19) nicht eintreten.

Betrachten wir noch den Fall Q(K) n ;M = 0 (i = I, 2). Bezeichnet man

N=MnaQK) (i=12),
so gilt nach (19) ;N = ,N und nach (1) und nach Satz 1 gilt dann
Saxinm = QN[UK(X¥)u U  ’K(x)]=Q

xeiN xe@(K)niM\;N
d. h.
Q.Qn U "Kx)=QnU’K(x) (i=12).
xe@(K)n iM\;N xeiN
Wegen

Q ~ UPK(x) = Q n U K/(x),

x&rN xe2N
ergibt sich daraus dann

(20) Qn U PK'(x) = Q N U PK(x) .

xe@(K)n iM\N xe@(K)n2M\2N
Aus (19) folgt
(21) U 7K'(x) = U "K' (x)
xe1 MN[Q(K) 1 MN\N] *x€2MN[Q(K)n2M 2N]

und da (nach (1))
Su=Qn[ U PK'(x) U U "K'(x)] (i=1,2)

xe@(K)niM\;N xeiMN[Q(K)niM\;N]
gilt, ergibt sich aus (20) und (21) die Gleichheit S y = S .

Bemerkung 6. Der vorangehende Satz sagt aus, dass das sphéirische Bild einer
nichtleeren abgeschlossenen konvexen Menge durch ,,eine Deformation im Endlichen*
nicht gedndert wird, soweit diese Deformation wiederum zu einer nichtleeren kon-
vexen abgeschlossenen Menge fiihrt.

&3

Auf der Hypersphiare Q aus (2) kann man in iiblicher Weise eine Topologie ein-
fithren: Ist U(x, ) eine belicbige (sphérische) e-Umgebung eines Punktes x € Q,

so nennt man die Menge
Ug(x,e) = U(x,e) n Q

die e-Umgebung von x € Q beziiglich Q.
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Ist A eine Teilmenge von Q und x, € A ein Punkt, fiir den es eine Umgebung
Uq(%o, €) mit Ug(X,, ) = A gibt, dann nennt man den Punkt X, einen inneren
Punkt von A beziiglich Q. Falls jeder Punkt der Menge A = Q ein innerer Punkt
dieser Menge beziiglich Q ist, do heisst die Menge A relativ offen in Q.

Satz 9. Das sphdrische Bild Sy einer streng konvexen Menge N in E,*) (n = 2)
stellt eine relativ offene Menge in Q dar.

Beweis. Ist N beschriinkt, so gilt Sy = Q (nach Satz 1) und da offenbar die Menge
Q relativ offen in Q ist, gilt die Behauptung des Satzes. Betrachten wir also denn Fall,
wo N unbeschriinkt ist. Es sei x, € N beliebig und Ng(x,) der Recessionskegel der
Menge N im Punkt x,. Nach der Definition des Recessionskegels stellt der Punkt
x, einen Scheitel des Kegels Ng(xo) dar. Bezeichnen wir mit L, die Scheitelmenge

des Kegels Ng(x,). Nach Eigenschaften (e), (m) ist Ly, cin linearer Unterraum
in E, mit x, € LNR, dim LNR =d = 0. Im Falle d = 1 wiirde eine durch den Punkt
x, durchgehende Gerade I, mit der Eigenschaft I, = Ng(x,) existieren und nach (c)

wire |, = N. Dann hitte auch (nach (f)) jede mit der Gerade I, parallele Gerade I*,
die einen beliebigen Punkt

(22) x* e 0N

enthalt auch die Eigenschaft I* < N. Um zu zeigen, dass auch /* <= dN gilt, wollen
wir den Beweis indirekt fithren, d. h. dass wir die Existenz eines Punktes x’ € I* mit
x’ € int N voraussetzen. Aus diesem Ansatz folgt x’ + x* und (da N abgeschlossene
konvexe Menge der Dimension n ist) die Existenz einer sphirischen Umgebung
U(x', &) < int N. Nach der Eigenschaft (f) hat jede Gerade I, die mit der Gerade
I, parallel ist und einen beliebigen Punkt y € U(x', ¢) enthilt die Eigenschaft I, = N
uns es gilt daher
U(l*,e) = {xel,|yeU(X,¢e)} = N.

Wegen U(x*, &) © U(I*, ¢), folgt daraus x* e int N, was aber im Widerspruch mit
(22) steht. Es gilt daher I* = dN. Dies ist aber ein Widerspruch mit dem Ansatz
der strengen Konvexitit der Menge N. Es kann also d = 1 nicht gelten, voraus un-
mittelbar Ly, = {X,} folgt. Daraus und aus (e), (o) ergibt sich dim ”Ng (x,) = n
und nach (h) dim ?Ng = n. Ist ‘x € int ’Ng, |'x| = 1 beliebig, dann gibt es eine
e-Umgebung U('x, &) mit

(23) U('x, ¢) < int "Ng.

4) Eine in E, konvexe Menge N heisst streng konvex, falls sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:
a) N ist abgeschlossen in E,, N -I" E;
b) dim N = n;
¢) sind x; *I* x, zwei beliebige Punkte des Randes N von N, so gilt u(x, x,) = {x €E, [ x=
= AyXy 4 ApXp, Ay + Ay = 1,44, 2, >0} < intN.
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Nach der Eigenschaft (h) gilt int PNg = U PKy(x), voraus nach (1)

xeN f

Q nint "Ni = (Q n U PKy(x)) = Sy
xeN

gilt. Daher ist der Punkt ‘x (laut (23)) ein relativ innerer Punkt der Menge Sy be-
ziiglich Q, d. h. die Menge Sy enthilt relativ innere Punkte beziiglich Q. Da die
Menge N unbeschrinkt ist, so existiert (nach Satz 2) eine Hemisphire ®H*
mit Sy = ®H™, voraus folgt, dass die Menge S Randpunkte (beziiglich der in Q
eingefiihrten Topologie) besitzt. Es sei *x ein Randpunkt von Sy beziiglich Q mit
der Eigenschaft *x e Sy. Nach (1) und nach Bemerkung 1 gilt dann *xe Q, *x e
€ "Ng (und daher *x # o), wobei — nach dem obigen Uberlegungen — *x € 0’Ng
gilt. Wir betrachten nun die zwei in Frage kommenden Moglichkeiten:

a) Falls dim Ng = 1 ist, so ist PN ein abgeschlossener Halbraum in E, und wegen
*x € 0PNy gilt dann fiir jeden Punkt y € Ng und daher auch fiir jeden Punkt *y e N
mit [*y| = I die Beziehung

(*x,*y) = 0.

b) Im Falle dim N = 2 stellt die Menge Ng weder einen linearen Unterraum
noch einen Halbraum in E, dar, denn, der Punkt x, ist der einzige Scheitel des Kegels
Ng(x,) (wie es oben bewiesen wurde) und daher nach der Eigenschaft (h) ist o der
einzige Scheitel des Kegels Ng. Laut (q) gibt es einen Punkt y € (N, y + o mit
(v, *x) = 0 und daher auch einen Punkt *y € N, |*y| = 1 mit

(*x, *y) = 0.
In beiden Fallen gilt also

(24) *y € Ng,

Myl =1, (% *y)=0.
Wegen *x € Sy, gibt es (nach Satz 4) einen Punkt x* € N mit
(*x, x*) = max (*x, x)

xeN

d. h.
(25) (*x,x* —x) =20 xeN.

Wir betrachten die Halbgerade

p = {xeE,

X=X+ t*y, t =0}
fiir die nach (24) und nach (h), (c)
(26) _ pr < Np(x) = N
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gilt. Aus (24) ergibt sich p = {x e E, | (*x, x* — x) = 0}, woraus dann mit Hin-
sicht auf (25) und (26) p = 0N folgt. Dies steht aber im Widerspruch mit der stren-
gen Konvexitit der Menge N. Ein Randpunkt x* von S beziiglich Q kann daher
der Menge Sy nicht angehdren. Daraus folgt, dass die Menge Sy eine in Q relativ
offene Menge ist.

Satz 10. Es sei N eine abgeschlossene unbeschrdnkte konvexe Menge in E, der
Dimension d (2 £ d < n), L, die lineare Hiille von N mit o€ L,%), L,_, der zu L,
lineare duale Unterraum mit o€ L,_,. Es sei weiter N eine streng konvexe Menge
in L;. Definiert man

(27) Q(n-d) =Qn L,,,d, Q(‘” =Qn LJ ,

wo Q die Bedeutung aus (2) besitzt, so gilt:

a) die Menge
Sk=San Ly

stellt das sphéirische Bild der Menge N in L, dar und sie ist zugleich eine relativ
offene Menge in Q“;
b) es gilt
Q(n--d) P SN

und jeder Punkt der Menge Q"% ist ein relativ Randpunkt von Sy beziiglich Q;
c) die Menge
SN N Q(n—d)

stellt eine relativ offene Menge in Q dar.

Beweis. Falls d = n gilt, so ist L, = E,, L,_, = {o} und daher Q"™ =0,
QY = Q, Sy = Sy und die Behauptung des Satzes ist nach dem Satz 9 trivialer-
weise giiltig.

Im Falle d < n, betrachten wir die Menge N als eine Menge des linearen Unter-
raumes L, Bezeichnen wir mit *S ihr sphéarisches Bild in L;, so ist — nach dem
Satz 9 — die Menge *Sy eine relativ offene Menge beziiglich der Hypersphire
Q™. Um die Behauptung a) zu beweisen, miissen wir zeigen, dass *Sy = Sy gilt.
Es sei x, € N beliebig, KN(xO) der lokale Beriithrungskegel der Menge N im Punkt
Xo, PK(X) der ihm zugehdrige Polarkegel in E, und 7Kg(x,) der entsprechende
Polarkegel zu KN(xo) beziiglich L, d. h.

(28) PKy(%o) = {x e E, | (x — X0, ¥ — %) £ 0, ye Ky(x,)},
PKy(%0) = {xeLy|(x — Xo, ¥ — %) £ 0, yeKy(x)}.

5) Den Koordinatenursprung o kann man o. B. d. A. so wihlen, dass o € L, gilt.

127



Daraus folgt unmittelbar
(29) PK(%0) < (Ly N PKy(xo)) -

Nach Eigenschaften (a), (b), (n) stellt der mit dem linearen Unterraum L,_, parallele
Unterraum L, _4(x,), der den Punkt x, enthilt, die Scheitelmenge des Kegels 7K y(x,)
dar. Es gilt daher :

(30) L,_a(xo) = PKn(xo), wobei L,_,(x,) n L, = {x,} .

Wihlen wir Punkte x;e L, (i = 1, ..., d) in der Weise, dass das Punktesystem x,,
X, ..., Xgein System von linearen unabhangigen Punkten in L, darstellt, auf dhnliche
Art wihlt man linear unabhédngige Punkte x; (j =d + 1, ..., n) mit der Eigen-
schaft, dass X, X, 1, ..., X, linear unabhingig in L,_,(x,) sind. Zu jedem Punkt
x' € E, gibt es dann Zahlen o (k = 1, ..., n) mit der Eigenschaft

(31) X' =X, + Y oy(%, — Xo), wobei (X; — Xo, X; — X,) =0
k=1
(i=]....,d;j:d+ l,...,n).

Ist x' € L, n PKy(x,) beliebig gewihlt, so gibt es nach (28) einen Punkt y’ € Ky(x,)
mit (x' — X,, ¥’ — X,) < 0 und nach (31) weiter mit

(Z ak(xk - xO)s y — xo) =0
k=1
d. h.

n

() (Salx= sy =x)+ (3 alx — xhy = %) 0.

j=d+1

Da wegen (a), (b) Ky(x,) = L, ist, gilt fiir den fraglichen Punkt y" e Ky(x,)
d
Yy = %X, + Zl/}i(xi - xo),
woraus laut (31) und (32)

(33) (iiai(xi — %), Y — %) £0
folgt. Wegen x’ € L, ist
x' = X, + i“"(x" — X,)
und aus (33) ergibt sich
(X' — Xo, ¥ — %) £0, X €L,y eKy(x).
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Aus dieser Ungleichung folgt dann (nach (28)) x’ e PK{(x,) und da der Punkt
x' e L, n PKy(x,) beliebig war, folgt daraus die Inklusion L, n ?Ky(x,) = ?K{(x,)
und laut (29) dann die Gleichheit

PKN(%0) = Ly N PK(%,) .
Nach (1), (27) und der Eigenschaft (h) ergibt sich daraus

*Sy = U7Kj(x) n Q@

xeN

und weiter

Sh=SvO L =[U’Kyx)n L] n(L,n Q) = UK{(x)n QYD = *S,

xeN xeN
womit die Behauptung a) bewiesen ist.

Um die Behauptung b) zu beweisen, withlen wir x, € N beliebig. Im ersten Teil
des Beweises wurde gezeigt, dass der Unterraum L,,_d(xo) die Scheitelmenge des
Kegels 7Ky(x,) darstellt und daher — nach der Eigenschaft (h) — ist L,_, die
Scheitelmenge von PKy(x,). Es gilt daher L,_, = |J PKy(x) und nach (27) weiter

xeN
Q" =QnL,_,cU P (x) 0 Q = Sy .
xeN
Ahnlich wie im Beweis des Satzes 9 kann gezeigt werden, dass die Menge Sy, relativ
innere Punkte beziiglich Q enthilt. Da aber der lineare Unterraum L,_, nur Rand-
punkte in E, eines jeden Kegels PKy(x) mit x € N enthiilt, ergibt sich daraus, dass die
Menge Q" ¥ Randpunkte von Sy beziiglich Q besitzt, wobei diese Randpunkte der
Menge S angehéren, d. h. es gilt die Behauptung b) des Satzes.

Es soll noch gezeigt werden, dass die Menge Q™9 die Menge aller Randpunkte
von Sy beziiglich Q, die zu S, gehoren, darstellt. Um den Beweis indirekt zu fiihren,
setzen wir voraus, dass es einen Punkt

(34) Yo € Sn. Yo € 0Sy(rel. Q), y, ¢ Q"9

gibt. Laut (1) und (27) ergibt sich daraus

(35) Yo€Q, Yot Ly YoeK = UN"K;,(X), Yo € 0K'(rel. Q).
Die Menge "

(36) M={xeE,|x=2z+1y,—z) zek, . 1t =0}

stellt offenbar einen abgeschlossenen Halbraum in dem linearen Unterraum L,_,, |,
der durch L, _; und durch den Punkt y, festgelegt ist, dar. Da L, _, die Scheitelmenge
des Kegels K’ darstellt, folgt daraus nach (36), (35)

(37) Mec K, Ic (el Q).
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Betrachten wir nun den mit dem linearen Unterraum L,-4 parallelen Unterraum
L,_.(yo) mit yo € L,_4(yo) und bezeichnen wir mit 'y denjenigen Punkt, der die
Eigenschaft {'y} = Ly 0 L,_,(yo) hat. Wegen y,¢ L, s L._,n L, = {0}, folgt
dann daraus 'y = o. Fiithren wir noch die Halbgerade

(38) p={xeE,

x = "yu, u 2 0}

ein. Wegen oe L, 'yel, gilt p = L, Wir zeigen nun die Eigenschaft p = IL
Im Falle y, = 'y, ergibt sich aus (36) und (37) unmittelbar p < IL. Ist y, =+ 'y,
so gehort der Punkt z =y, — 'y zu L,_, und wéhlt man uy, > 1, t = u,, 'z =
= (uof(uo — 1)) (Yo — 'y), so gilt 'ze L,_, und

Up
u, — 1

'z + 1y, — 'z) = u

(Yo - /Y) + ug <Yo - 0 1(Yo - 'Y)> =1u,'y.

Uy —
Nach (36) gilt u, 'y € II fiir u, > 1. Da aber II ein abgeschlossener Halbraum
in E, mit einem Randpunkt im Punkt o ist, folgt daraus nach (38) p < IL Definiert
man noch den Punkt *y = "y/|'y|, fiir den offenbar *y € Q, *y e p, *y € L, gilt,
dann ist *y € Ly n IT n Q, woraus dann nach (37) und (1)

*yeL,inKnQ=L,nSy=Sy, *yedl,nK r\Q)(rel. Q(a)) _
= 0Sy(rel. Q)

folgt. Dies ist aber ein Widerspruch mit der schon bewiesenen Behauptung a) des
Satzes. Daraus folgt dann die Behauptung c).

Bemerkung 7. Ist die Menge N aus Satz 10 beschrinkt, so gilt Sy = Q, Sy =
= Q@ und daher die Behauptung a) des Satzes 10 auch fiir diesen Fall. Aus der
Behauptung b) des Satzes 10 kommt nur die Teilbehauptung Q" ® < Sk = Q
in Frage.
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Souhrn

SFERICKE ZOBRAZENI UZAVRENE KONVEXNiI MNOZINY
V E, A JEHO CHARAKTERISTICKE VLASTNOSTI

LiBUSE GRYGAROVA

Po zavedeni pojmu sférického obrazu mnoziny M a pojmu sféricky ekvivalentnich
mnoZin jsou studovény riizné vztahy mezi mnozinou M a jejim sférickym obrazem a to
za riiznych predpokladii o mnozing M (napf. jeji omezenosti, neomezenosti, ryzi
konvexnosti). Dokdzané skutetnosti, Z¢ mnoZina M a jeji e-okoli jsou sféricky
ekvivalentni Ize spolu s jinymi vysledky prdce vyhodné pouZit v teorii konvexniho
parametrického programovani.

Adresse des Autors: RNDr. Libuse Grygarovd, CSc., Matematicko-fysikalni fakulta UK,
Malostranské nam. 25, 118 00 Praha 1.

131



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T03:08:57+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




